Tema 2

Sucesiones Numeéeéricas

Imaginemos la cola de entrada a un espectaculo formada por personas que
han sido numeradas de la forma habitual; el primero de la cola lleva el
nimero 1, el segundo el niimero 2 y asi sucesivamente; pero con la diferen-
cia respecto del mundo real de que la fila es infinita. ;Cémo podria saber
un espectador que observa la cola que dicha fila es infinita? Naturalmente,
podria responderse que porque no alcanza con la vista el final de la cola
(que por cierto no existe tal final); pero podriamos objetar que tal vez es un
problema de vista y no de infinitud; ;acaso en una cola de miles de millones
de personas alcanzariamos a ver el final? Una respuesta mas adecuada ma-
tematicamente es que en esta fila toda persona tiene siempre alguien detras;
es decir, siempre existe un sucesor a cualquier persona que esté haciendo
cola. Esto resulta del hecho de que para numerar la cola hemos empleado
el conjunto de los ntimeros naturales N y ésta es, precisamente, una de sus
caracteristicas esenciales. Acabamos de formar una sucesidn (de personas).

Intuitivamente hablando, pues, una sucesion es una lista infinita de objetos
que estan numerados (ordenados) siguiendo el orden de los niimeros natu-
rales, 1,2,.... Asi al primer término de la sucesién le corresponde el indice
(nimero en la cola) 1; el siguiente lleva el indice 2 y asi sucesivamente. Cabe
decir que, en ocasiones, serd conveniente empezar con el indice 0 en vez de
con 1.

En este tema, se tratardn las sucesiones numéricas; es decir aquellas listas
cuyos objetos numerados son, a su vez, numeros. Aunque el titulo hace
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referencia a sucesiones numéricas en general; es decir, reales y complejas,
nos limitaremos a estudiar las sucesiones reales, ya que el estudio de las
sucesiones complejas se reduce a aquel mediante el andlisis de las partes
reales y complejas de los respectivos términos.

2.1. Sucesiones reales. Subsucesiones

Definicién 2.1 Una sucesion de nimeros reales es una aplicacién

a:N—R

El rango de esta aplicacién es el conjunto (ordenado)

{a(0),a(1),a(2),a(3),...,a(n),...}

y denotando a,, = a(n) lo podemos representar abreviadamente como {a, };'29.
También se utiliza la notacién {a,} para representar a una sucesién, sobre-
todo si no nos importa senalar desde que término n empezamos. En general,
las sucesiones pueden empezar desde un natural ng > 0, pero en las disqui-
siciones tedricas entendemos que empiezan desde n = 1.

Por tanto, una forma de escribir una sucesion es dando la formula del término
general a,.

Ejemplo 2.1

11 1
" {Lggo - fesdecinan =, n21.

» {1,-1,1,-1,1,—1,...} es decir, a, = (—1)"*!, n>1.

111 1
. {1

g qrg o esdecir, an =55, 20,

Sin embargo, en algunos casos la sucesién se define o bien por comprension
o bien por recurrencia; esta ultima significa que el término general a, se
define en funcién de uno o varios términos anteriores.
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Ejemplo 2.2

= La sucesién formada por la unidad y los niimeros primos. No es posible
escribir a,, en funcién de n: {1,3,5,7,11,13,17,19,...}.

= ag=1;a1 =1;a, =a,_1+a,—2 paran > 2; que da la conocida suce-
sion de Fibonacci donde cada término es la suma de los dos anteriores:
{1,1,2,3,5,8,13...}

Una forma de representar graficamente las sucesiones reales es como funcio-
nes, es decir, como pares ordenados (n, a,,), lo que puede ser 1til en ocasiones
para el estudio de sus propiedades. En el eje de abcisas se representan los
nimeros naturales n y en el eje de ordenadas los valores reales a,. Dado
que la variable n sélo admite valores naturales, la representacién gréafica se
visualizard, entonces, como un conjunto de puntos aislados, Fig 2.1

s

5

A .

T

Figura 2.1: Representacion grafica de una sucesién

Definicién 2.2 Una subsucesion de nimeros naturales es una aplicacién

estrictamente creciente:
N—N

j—mn;

es decir que se cumple

nE<ng<ng<...<np<nNpy <...
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Esto permite definir, dada una sucesién {a,} de nimeros reales, una subsu-
cesién de {a,} como la aplicacién

N—N LR

J e ng b ap

Es decir, donde los nuevos indices n; forman una subsucesién de N. Por
tanto, la subsucesion, que denotaremos por {a; };;OT, puede entenderse como
un subconjunto infinito (y ordenado) de {ay}.

Ejemplo 2.3 Dada una sucesién cualquiera {a,} son subsucesiones:

» {ag,}, la subsucesién de los términos de orden par;
» {agn+1}, la subsucesién de los términos de orden impar;
» {agn}, la subsucesién de los términos de orden potencias de 2;

» {an+3}, la subsucesion formada desechando los tres primeros términos.

111
Ejemplo 2.4 Considera la sucesién {1, 331 .}. Entonces,
111 .,
. {5,1,6,...,%,...} es subsucesion, con n; =2, ng =4, ng =6, ...
111 1
. {5, YOy ..,Z—n,...} es subsucesion, con n; =2, no =4, ng =8, ....
1111 y
. {§’ SUAVOE .} no es subsucesién. (No respeta el orden)
111 iy .
= {0, 18" .} no es subsucesién. (No es subconjunto)

2.2. Sucesiones monotonas

. 1 . _ . .
Al observar la sucesion { cuyos términos escribimos a continuacién
n



vemos como cada término es mayor que su sucesor; es decir que la sucesién
decrece; Fig. 2.2.

a.
noA
aq
L]
]
. G‘.g
-
-
L ]
>
| | | |
1 2 3 4 5 M

Figura 2.2: Sucesién decreciente

Por el contrario, la sucesién {n}
1,2,3,4,5,. ..

cumple que cada término es menor que su sucesor; es decir, la sucesién crece;
Fig. 2.3.

%

A J

Figura 2.3: Sucesion creciente

Formalizamos estos conceptos en la siguiente definicion.
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Definicién 2.3 Diremos que {a,} es :

= mondtona creciente si, y sélo si, ap, < apt1, Vn €N
= mondtona decreciente si, y sélo si, a, > ant1, Vn €N

=  monotona cuando es creciente o decreciente.

Cuando las desigualdades son estrictas se dird que las sucesiones son estric-
tamente crecientes o estrictamente decrecientes, segin el caso.

Ejemplo 2.5 Si consideramos de nuevo las sucesiones anteriores

» {n} es creciente, porque n < n + 1, para todo n

1 . 1 1
= ¢ — > es decreciente, porque — > ——, para todo n
n n_ n+1

En ocasiones el estudio de la monotonia no es tan evidente y requiere realizar
algunas operaciones.

n?+3

Ejemplo 2.6 Determina si la sucesién {31
n3 —

} es mondtona.
n>2

Solucion: Primero calculamos algunos de los primeros términos para de-
terminar si es mondtona y en qué sentido. Para no complicar la notacién
asumimos que el primer término serd denotado por ag (en vez de por aj):

4 12 19
ag == G3 = —; Q4 = —
27 55 48 = 560 4= g
por lo que,
as > az > ayq

lo cual parece indicar que es monétona decreciente. Para probarlo, debemos
verificar que a,, > an11. Si escribimos esta condicién

n?+3 . (n+1)2+3

nd—1" (n+1)3-1
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y ahora, se trata de desarrollar esta expresién hasta llegar a una condicién
que sea cierta. Empezamos por quitar denominadores (ambos son positivos
por lo que la desigualdad permanece)

(n*+3)((n+1)° —1) > ((n+1)* +3)(n® — 1)
y, desarrollando los paréntesis,
n(9 + 9n 4 6n2 + 3n> +n?) > —4 — 2n — n? +4n® 4 2n* + 0P
que equivale a

4+ 1In+12n° + 202 +nt >0

lo cual es cierto para cualquier valor de n al ser todos los sumandos positivos.
Queda asi comprobado que a, > a,+1, para todo n, por lo que la sucesiéon
resulta ser monétona decreciente.

1

n!
Ejemplo 2.7 Determina si la sucesién {2”} es mondtona.
n>1

Solucién: Primero calculamos algunos de los primeros términos para deter-
minar si es mondtona y en qué sentido:
1 2 6 24
a1:7'a2:7‘a:7'a4:7'
2’ 4’ 3 ] ) 16’
por lo que,
a; < az <asz < ay

y parece indicar que es mondtona creciente. Para probarlo, debemos verificar
que a, < an+1, para todo n. Dado que todos los términos son positivos y

a
que involucran factoriales y potencias vamos a probar que USRS
Qn
(n+1)!
+1 n+1
2n| = > 1, para todon >1
n! 2
on

Queda asi comprobado que a, < a,+1, para todo n, por lo que la sucesiéon
resulta ser monodtona creciente.

O
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n?+3

Ejercicio 2.1 Estudia la monotonia de la sucesién a,, = ERenEY n >
n

(Sol.: {a,} es mondtona creciente )

on + 3
Ejercicio 2.2 Estudia la monotonia de la sucesién a, = T_Fl’ n > 1.
n

(Sol.: {a,} es mondtona decreciente )
2n — 1!
Gn-DM oy

n! 2n
(H:2n—1)'=(2n—1)-(2n—3)---3-1; es decir, es el producto de todos
los impares menores o iguales a 2n — 1).

Ejercicio 2.3 Estudia la monotonia de la sucesién a,, =

(Sol.: {ay,} es mondtona decreciente )

2.3. Sucesiones acotadas

Definicién 2.4 Sea {a,} una sucesién real y M € R .

» Sia, <M, Vn €N diremos que {a,} estd acotada superiormente.
En este caso el nimero M se llama cota superior.

» Sia, > M, Vn €N diremos que {a,} estd acotada inferiormente.
En este caso el nimero M se llama cota inferior.

» Diremos que {a,} esté acotada silo estd superior e inferiormente. Esto
equivale a decir que
lan| < M, VneN

Graficamente, una sucesion acotada es, pues, aquella cuyos términos se en-
cuentran situados en una banda horizontal de anchura 2M, como puede
observarse en la Fig. 2.4.
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—-M
Figura 2.4: Sucesién acotada |a,| < M
Ejemplo 2.8 Veamos algunos ejemplos de sucesiones acotadas.

1 1
» {—} estd acotada porque |—| <1, VneN
n n

{(=1)""1} estd acotada porque [(—1)"* <1, VneN

{n} no estd acotada superiormente.

{In (%)} no estd acotada inferiormente (se verd mas adelante que
limIn(1/n) = —o0).

n?+3

Ejemplo 2.9 Determina si la sucesion {31
/"L f—

} esta acotada.
n>2

Solucion: Puesto que los términos de la sucesién siempre son positivos,
queda claro que estd acotada inferiormente por 0; es decir,
2
n“+3
0< 55—, n=>2

n° —1
Para acotarla superiormente, se utiliza un pequeno artificio: aumentar el
grado del numerador para que coincida con el del denominador y poder
realizar la division.

n? 43 n?

nd—1~-"n3+3

4
1 <141=2
+n3—1_ +
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Ejercicio 2.4 Determina si la sucesién { T
n

n .
} esta acotada.
1 neN

n
Sol.:. 0 < —— <1
(So n+1 )

4
. . . . . ., n*+n-+1 ,
Ejercicio 2.5 Determina si la sucesion ¢ ——— estd acotada.
nd=2n J,.
4
n*+n+1 .
(Sol.: —3 < g g ymo acotada superiormente )

n3 —2n

2.4. Sucesiones convergentes

“+o00

Observamos de nuevo la sucesién {1},

1Nnos:

escribiendo algunos de sus térmi-

1111111

TETFETS

Cuanto mas avanzamos, mas pequeno es el término correspondiente. Parece
que la sucesién va acercdndose a cero y, por tanto, se dice que tiene limite
cero. Por contra en la sucesiéon {n} pasa lo contrario:

1,2,3,4,5,...

cuanto mas avanzamos mas grande se hace el término correspondiente vy,
entonces, se dice que tiene limite +o0o. Finalmente, si tomamos la sucesion:

1,0,1,0,1,0,1...

se observa que por mucho que avancemos la sucesién siempre oscila entre 0
y 1 y se dice que es oscilante.

Estos conceptos se formalizan a continuacién en las siguientes definiciones.
Definicién 2.5 Diremos que {a,} es convergente y tiene limite A € R sii
Ve>0 dngeN / si n>ng = |ap— A <e

v lo escribiremos lim a, = A.
n—m:u~o

Si una sucesién no es convergente, entonces se dice que es divergente; pero
distinguiremos algunos tipos de divergencia.
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Diremos que {a,} es divergente y tiene limite +oo sii
VK>0 3ngeN / si n>ny =

v lo escribiremos lim a, = +o0.
n——-ao

Diremos que {a,} es divergente y tiene limite —oo sii
VK <0 3ngeN /| si n>ny =

y lo escribiremos lim a, = —oc.
n—-aoo

Diremos que {a,} es divergente y tiene limite oo sii
VK>0 JngeN / si n>ny =

y lo escribiremos lim a, = co.
n—:aoo

Diremos que {a,} es oscilante si no es convergente ni divergente a +00 0 0o

Nota: En realidad, una sucesién {a,} tiene limite oo si la sucesién de los
valores absolutos {|a,|} tiene limite +oo. Por eso, toda sucesién divergente
a +00 0 —oo, también tiene limite oo, pero el reciproco no es cierto (véase

el Ejemplo 2.10).

Ejemplo 2.10 Veamos algunos ejemplos de sucesiones convergentes y di-

vergentes.
1 1
1. {—} es convergente y lim— = 0
n non
2. {n} es divergente y limn = +oo
n
3. {—n} es divergente y lim(—n) = —oo
n

a, > K

a, < K

lan| > K

4. {1,-1,2,-2,...,(=1)""n, ...} es divergente y lim(—1)""n =
n

5. {1,2,1,2,1,2,1,2,...} es oscilante (y acotada)

6. {1,2,1,3,1,4,1,5,...} es oscilante (y no acotada)

7. {sinn} es oscilante (y acotada)
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Gréficamente el concepto de limite se interpreta como que la cola de la
sucesion se aproxima a una recta horizontal de ecuaciéon y = L, silima,, = L;
Fig. 2.5,

A y=L

Figura 2.5: Sucesién convergente

o por el contrario, la cola supera cualquier cota K si lim a,, = 400; Fig. 2.6.

A

n K.
K,

. K,
. K,

K,

Figura 2.6: Sucesion divergente

En el siguiente teorema se resumen algunas propiedades bésicas de los limi-
tes.
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Teorema 2.6 Sea {a,} una sucesién convergente. Entonces,

1. El limite es tnico.
2. La sucesién es acotada.
3. Cualquier subsucesién es convergente y tiene el mismo limite.

4. lima, =X <= lim(a, —A) =0 <= limla, — A =0
n n n

Por otra parte, si la sucesién {a,} es divergente a +oo entonces cualquier
subsucesién es divergente y tiene el mismo limite.

La propiedad (2) anterior proporciona un método para determinar si una
sucesién estd acotada; es decir, las sucesiones con limite finito estan aco-
tadas; aunque el reciproco no es cierto, en general: la sucesién oscilante
{1,0,1,0,...} estd acotada pero no tiene limite.

La propiedad (3) anterior permite eliminar un nimero finito de términos al
calcular el limite de una sucesién. En particular, el limite no depende de los
primeros términos sino de la cola de la sucesién; lo cual ya estaba implicito
en la definicién de limite.

Teorema 2.7 La relacién de los limites con el orden de los nimeros reales
es la siguiente:

1. Si a,, < by, para todo n > ng y existen 11'7an an 'y h’Tan b,,, entonces
lim a,, <limb,,
n n
2. Si h’Tan an, = A < a, entonces existe ng tal que
an < a, para cada n > ng
3. Si h’TILn an, = A > «, entonces existe ng tal que

an > «, para cada n > ng

En particular, si lima, # 0, la sucesién {a,} tiene el mismo signo que su
n

limite excepto, como mucho, en un ntmero finito de términos.
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Ya vimos que toda sucesién con limite finito estd acotada y que el reciproco
no es cierto en general. Si anadimos una condicién de monotonia obtenemos
dicho reciproco

Teorema 2.8 La relacion entre la convergencia y la monotonia se resume
en las siguientes propiedades.

1. Si {a,} es creciente y acotada superiormente, entonces {a,} es con-
vergente.

2. Si {an} es decreciente y acotada inferiormente, entonces {ay} es con-
vergente.

3. Si {a,} es creciente y no acotada superiormente, entonces {a,} es
divergente a +oo.

4. Si {an} es decreciente y no acotada inferiormente, entonces {a,} es
divergente a —oo.

Teorema 2.9 (Aritmética de sucesiones convergentes) Sean {a,} y
{b,} dos sucesiones convergentes. Entonces,

1. lim(a, + by) = lima, + limb,
n n n

2. lim(a - ap) = a - lima,
n n

3. lim(ay, - by) = limay, - lim by,

lim a.,

4. lim = = 2 —— si limb, #0
n

w b, lmb,
n

S

3

. b . mop
5. lim(ay,)"™ = (imay,) ™ si lima, >0
n n n

Para conocer el valor del limite cuando una o las dos sucesiones anteriores
tienen limite infinito, se aplica la llamada aritmética infinita que se resume
en la tabla siguiente.

En lo que sigue debe entenderse que a € R representa el limite de una
sucesion {a,} y +oo el de una sucesién {b,}.
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Suma:

(+00) + (400) = +00

a + (+00) = +o0

Producto:

a(400) = {

+o00 si a>0
-0 si o a<0

(+00)(+50) = +o0

(+00)(—00) = —o0
Cociente:
1o +o0 S% a>0
— = —00 si o a<0
a ;
00 si a=
e,
+00
a
— =00, si 0
g =0 sla #+
Potencias:

0t — 4+oo si a>1
0 si 0<a<1

o J o0 si a>0
(o0) {o s a<0

—00 si a>0
+o00 si a<0

a(—o0) =
(—00)(—00) = +00
=

% =0
a * = { 0
400

(+00) ™ =0

si
si
si

si
si

a>0
a<0
a:

a>1
0<axl1



2.5. Calculo de limites

Con la aritmética infinita, pueden presentarse los siguientes tipos de inde-
terminaciones:
co 0 0

= g X% 0-00, 1%®, % 0°

Veamos cémo resolver algunas de ellas:

2
. , .. ., n*+3n—->5
Ejemplo 2.11 Calcula el limite lim ——
n n—+2

Solucioén: En este caso, se tiene un cociente de polinomios y ambos tienden
a 400 por lo que, en principio, estamos ante una indeterminacién del tipo
—. El procedimiento a seguir es dividir numerador y denominador por la
00

potencia de mayor grado; en este caso, n?.

n2—|—3n—5_ 1—|—§—i_1

lim ——— im

basta observar, en este ultimo paso, que los cocientes % y n% tienden ambos
a 0.

Si se quiere determinar el signo del oo, aunque ello no es siempre posible,
. . o p243n—

basta determinar el signo de la sucesion % cuando n es grande. En

este caso, para valores grandes de n la sucesién es siempre positiva, por lo

que puede afirmarse que el limite es +oo.
]

vVnZ+2n—5

Ejemplo 2.12 Calcula el limite lim
n 5—3n

Solucion: En este caso, se tiene un cociente donde numerador y denomina-
dor tienden a oo, por lo que, en principio, estamos ante una indeterminacion

00
del tipo —. El procedimiento a seguir es dividir numerador y denominador
00

por la potencia de mayor grado; en este caso, n (aunque el numerador no
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es un polinomio, se asimila a éste para el calculo de limites, tomando como
potencia de mayor grado vn? = n).

2 5
ViZ+on—5  NJito-—a Vi 1

1, - - 4 :l _—nm—m = — = ——
w5 3n ER— 37 73
]
2 _ .3
- 2
Ejercicio 2.6 Calcula h’mw
n n+2
(Sol.: —oc0 )
2n® +3n% —n+1
Ejercicio 2.7 Calcula lfm =+ >/ — "+
n n34+3y/n+2
(Sol.: 2)
Vn? 1
Ejercicio 2.8 Calcula lim w
n n 42
(Sol.: 1)
Ejercicio 2.9 Calcula li n+n-8
. u 1m ——---.
! noVnT+1
(Sol.: 0)

Ejercicio 2.10 Calcula Ii 283"~ 1 H: Divid d d
jercicio 2.10 acuakirilw W( : Divide numerador y de-

nominador por la mayor potencia).

(Sol.: 3)

Ejemplo 2.13 Calcula el limite lim (\/ n?+2n+3 — n)
n

Solucién: En este caso, se tiene una diferencia de sucesiones donde ambas
tienden a +oo, por lo que, en principio, estamos ante una indeterminacion del
tipo co — o0. Dado que puede verse como una diferencia de raices cuadradas
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(n = v/n?), el procedimiento a seguir es multiplicar y dividir por la expresion
conjugada:

V2 2n+3—n)(vVnZ+2n+3
lim< n2+2n+3—n>:h’m( nttan+ n)(vn?+2n+3+n)
n n

vn?+2n+3+n
. n?+2n+3—n? , 2n+3
= Im = 1m
no\/n2+2n+3+n noA/nZ2+2n+3+n
2
:7:1
2

ya que en este ultimo paso, volvemos a tener un cociente de polinomios que
ya debemos saber resolver.

[
Ejercicio 2.11 Calcula lim <\/ n2+2n—1- n)
n
(Sol.: 1)
Ejercicio 2.12 Calcula lim — Y2 L= VP
n yn+3—-—vn+1
1
Sol.: =

Ejercicio 2.13 Calcula lim ({‘/n2 +1-vVn2+n-— 1) (H: Aplica dos ve-
n

ces la operacién de multiplicar y dividir por el conjugado).

(Sol.: 0)

A continuacién se exponen algunos métodos méas para resolver éstas y otras
indeterminaciones:

(a) tipo (1°°): se aplica la férmula de Euler.

n . —  lma? = elmbulan—1)
b, — o0 n
2 n
3
Ejemplo 2.14 Calcula el limite lim (2n+> )
n“+n—1
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Solucién: En este caso, se tiene una potencia de sucesiones donde la base
tiene limite 1 (deberfa ser claro ya) y el exponente tiene limite co, por lo que,
estamos ante una indeterminacién del tipo 1°°. El procedimiento consiste en
aplicar la formula de Euler:

9 n limn ﬂ_l
lim [ 2 3 =e" n?+n—1
n \n2+n-—1

, <n2—|—3—n2—n+1)
limn

n?+n—1

J
n?+5
>+3n-5
Ejercicio 2.14 Calcula lim e W .
n \n?—4n+2
(Sol.: €7 )
92 n+1
Ejercicio 2.15 Calcula lim ¢/ (1 — o .
n n?+1
(Sol.: e=2/3 )
2 3 n?
Ejercicio 2.16 Calcula lim s .
n \2n?—1
(Sol.: 0 )
_
1\ 1-—
Ejercicio 2.17 Calcula lim ( nt ) m \/ﬁ
n n
(Sol.: 1)
(b) tipo (2): se aplica el criterio de Stolz.
bn — +00 a pi1 — @
(bn) creciente p = lim— = I ot e
bn bn—i—l - bn

b, >0, Vn
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. P L, 14+24...4+n
Ejemplo 2.15 Calcula el limite lim s E—

n n
Solucién: En este caso, se observa que el numerador es una sucesion for-
mada por una suma cuyo nimero de sumandos varfa con el valor de n. Se
aplica el criterio de Stolz, llamando a,, a la sucesiéon del numerador y b, a
la del denominador:

It Qn, i Gp+1 — Gn
im— =lim——
n by n bn+1 — by
1424 At —(1+2+...+n)
= lim
n (n+41)% —n?
I n+1 1
= lim = -
n 2n+1 2
]
14922433 4... n
Ejercicio 2.18 Calcula lim R e S L .
n nn
(Sol.: 1)
1 2 3 n
A4 =44+ =4+ S+ 4 +d+—
Ejercicio 2.19 Calcula lim i L n
n n
9
Sol.: =
1 !
Ejercicio 2.20 Calcula lim og(n!)
n  logn™
(Sol.: 1)

a1 + 2as + 3a3 + ...+ na,
P 2
una sucesion convergente con limite lim a,, = a.

n

, sabiendo que a,, es

Ejercicio 2.21 Calcula lim

(Sol.: — )

(VRS

(c) tipos (00?) y (0°): se aplica el criterio de Stolz para la raiz.

b, — —+oo a

(bn) creciente » = lim %/a, = lim bn+1b7\l/7 Ontl
a

b, >0, Vn n
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Ejemplo 2.16 Calcula el limite lim {/ .
n nmn

Solucidén: En este caso, se aplica el criterio de Stolz para la raiz. Llamando
an a la sucesiéon del radicando y b, a la del radical:

! (
lim */ay, = 1fm e/ 2L — 1 ”“"(/m DY+ )in+1)
n n an, n n!/nm
n? n n
= lim (n+ 1)n = lim i = lim < i ) =e !

n (n+1)n+1) n (n+1)") n \n+1
]

Ejercicio 2.22 Calcula h’YILn Un.

(Sol.: 1)
Ejercicio 2.23 Calcula h’TILn m

(Sol.: 1)
Ejercicio 2.24 Calcula lim ({/n — ¥/n+1).

(Sol.: 0 )
Ejercicio 2.25 Calcula lim L+ V2t ef?;jL Y

(Sol.: 1)

(d) tipos (2) y (2): cambiamos a limite de funciones para poder aplicarle

la regla de I’Hopital:

Se buscan dos funciones reales f y g, continuas y derivables de forma que
f(n) =any g(n) = by; entonces,

n

Ejemplo 2.17 Calcula el lfmite lfm —.
n n
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.. ;. . . ., . &)
Solucién: El limite propuesto es una indeterminacién del tipo —. En este

00
caso, puesto que ambas sucesiones no tienen relacién, lo mas sencillo es
tomar las funciones f(x) = e” y g(z) = x y aplicar la regla de L’Hopital:

TG T AC)

noglx) nog'(x)

efL‘
lim — = 4+
n 1

n

, €
por lo que, lim — = +oc.
non

1
Ejercicio 2.26 Calcula el limite lim M
noon

(Sol.: 0)

2.6. Infinitésimos

Definicién 2.10 Una sucesién {a,} se dice un infinitésimo si lim a, =0
n—oo

Dos infinitésimos {a,} y {bn} se dicen equivalentes si

am =1

Las propiedades mas usuales de los infinitésimos se resumen en los dos re-
sultados siguientes.

Teorema 2.11 Si {a,} es un infinitésimo y {b,} es una sucesién acotada,
entonces
hrrln an-b, =0

es decir, {a,b,} es un infinitésimo.
Teorema 2.12 Sean {a,} y {b,} dos infinitésimos equivalentes y {c, } una

sucesién cualquiera. Entonces,

1. lim a, - ¢, = lim b, - c,
n—oo n—oo
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, Cn , Cn
2. lim — = lim —

n—oo a, n—oo by,

Esta tltima propiedad nos dice que en el cdlculo de limites podemos substi-
tuir un infinitésimo por un equivalente (siempre y cuando aparezcan como
productos o cocientes).

Por tanto, resulta conveniente conocer algunos infinitésimos equivalentes.
Los mas usuales son:

Infinitésimos Equivalentes. Si {a,} es un infinitésimo, entonces

{log(1 +an)} {an}
{sin(an)} {an}
{tan(an)} {an}

{arctan(ay)} {ag}

{1 —cos(a,)} = {%‘}
{v» =1} = {a,logh}

2
Ejemplo 2.18 Vamos a calcular limnlog(1 + —;).
n n

Solucién: Aplicamos que, segun la tabla anterior,

{os (1452} = {55

y, entonces, el Teorema 2.12 nos permite escribir

, 2 . 2 .2
117£nn10g(1 + ?) = hrrlnnﬁ = llylgnﬁ =0
]
2
1
arctan(log(%))
Ejercicio 2.27 Calcula el limite lim n-+ .
n
t -
an(n2 + 3>
(Sol.: —1)
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Ejercicio 2.28 Calcula el limite limn({/a — 1), a > 0.

(Sol.: In(a) )

n
Ejercicio 2.29 Calcula el limite lim (W) , a,b>0.

n

(Sol.: Vab )

b
tan(a + —)
Ejercicio 2.30 Calcula el limite lim | ——— ™ (H: Recuerda que

tana

_ tan(A) + tan(B)
tan(4 + B) = 1 — tan(A) tan(B) )

2b
(Sol.: esin(2a) )

2.7. Infinitos

Definicién 2.13 Una sucesién {a, } se dice un infinito si lim a, = oo (£o0)
n—oo

Dos infinitos {a,} y {bn} se dicen equivalentes si

e,
Diremos que {ay} es de mayor orden que {b,} si

, an
lim — =4+
n—oo bn

Teorema 2.14 Si {a,} es un infinito y {b,} es una sucesién acotada, en-
tonces
lim(ay, + by) = o
n

es decir, {a, + b,} es un infinito.
El concepto de infinito de mayor orden se utiliza a menudo en la resolucién de

00
limites indeterminados del tipo —. Por otra parte, los infinitos equivalentes
se utilizan segun la propiedad siguiente.
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Teorema 2.15 Sean {a,} y {b,} dos infinitos equivalentes y {c,} una su-

cesién cualquiera. Entonces,

1. lim a,-¢, = lim b, - c,
n—oo n—oo

, Cn
2. lim — =
n—00 (A, n—oo bn

Esta propiedad nos dice que en el calculo de limites podemos substituir un
infinito por un equivalente (siempre y cuando aparezcan como productos o

cocientes).

Infinitos Equivalentes

"e ™ V2mn (Férmula de Stirling)

nl =n
3n(n1\3
Ejemplo 2.19 Calculad h’;tn M

Teniendo en cuenta la férmula de Stirling sabemos que

n! = n"e " V2mn
por lo que también,
Bn+1) = Bn+1)>"Te G ox(3n+1)
y asi,
33 (n" e~ \/2mn)3

y 33"(n!)3 i
im = lim
n (3n + 1)! n (3n + 1)3n+1 e—(Bn+1) 27r(3n + 1)
. 33nn3n e—3n(%)3
n (3n+1)3"(3n+1)e3ne!

2mny/2mn

) ( In >3n
=lim | —— -e-
n \3n+1 (Bn+1)y/27(3n+1)

2r(3n+1)

3n 3n
y como, lim —e !l
n \3n+1

2TV 21n _ 2

or(3n+1) 3V3

3

= lim
n (3n+1)

39



2.8. Problemas adicionales
Ejercicio 2.31

(a) Demuestra que la suma de una sucesién convergente y una divergente
es divergente (H: Supén que la suma fuera convergente y aplica la
Propiedad 2.9 para llegar a una contradiccién).

(b) Aplica lo anterior para estudiar el cardcter de la sucesién

an = <1+1>+(—1)" <1—3>, n=12,..
n n

(Sol.: (b) Divergente (oscilante). )
Ejercicio 2.32 Demuestra que la sucesién definida por recurrencia
a) = 1
ant1 =V 2+ap, n=>1

es convergente y calcula su limite.

(H: Demuestra que la sucesién es mondtona creciente y acotada superior-
mente (Propiedad 2.8). Para el célculo del valor del limite, toma limites en
la relacién de recurrencia)

(Sol.: {a,} es creciente y acotada superiormente; y lima,, = 2. )
n

Ejercicio 2.33 Idem con

a1:1
ant1 =V 2an,+3, n>1

(Sol.: {a,} es creciente y acotada superiormente; y lima,, = 3. )
n

Ejercicio 2.34 Encuentra la relacion entre a y b para que se verifique

) n4ta 2n+3 ) n3 bn+4
lim = lim
n n-+1 n n+ 2

(Sol.: b=2(a—1))
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Ejercicio 2.35 Calcula los siguientes limites

1 n
-2 o 1
o 1 PG
n -1
(n+2)5 COS(ZZ_ 1)

(b) lim (Vi +1— v+ 1)"",

(Sol.: (a) —v/2; (b)

Sl

1+ V2 + V3l +...+ Vn!
Ejercicio 2.36 Calcula Iim V2L VBl \/;

n—-+o0o n2

(Sol.: e /2)
Ejercicio 2.37 Calcula el limite:

11511(@- V2. W2 2%)

(H: Calcula el logaritmo del limite)

(Sol.: 2)
Ejercicio 2.38 Calcula el limite de las siguientes sucesiones:
@ ()= (2222 o s
a =
n lognf @t
n=1
(b) b} = 12.2422.22432.28 4 422"\ %
e 21 .2 I
(SoL.: (a) 2; (b) 2.)
B
2271 | 2
Ejercicio 2.39 Calcula lim ﬂ
n (2n+1)!
(Sol.: 0)
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Ejercicio 2.40 Sean {a,}72; y {b,}52, dos sucesiones de nimeros reales
.oy 3 n
positivos de manera que lim — = 1.

n—oo bn

Explica razonadamente si las siguientes afirmaciones son ciertas o no:

@ lm % 1

) Jim g5 =
n

(b) 1fm 22 — 1

, logay
() Jim 3 oap,

Si alguna afirmacién no es cierta basta dar un contraejemplo.

(Sol.: a) Cierta; (b) Falsa; (¢) Falsa. )
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