Tema 1

Campos Numéricos

Se supone al lector familiarizado con las propiedades usuales de los niimeros
naturales N, los niimeros enteros Z y los nimeros racionales Q. Los niimeros
naturales son los que utilizamos para contar 0,1, 2, .... Los nimeros enteros
se obtienen al anadir a los anteriores los niimeros negativos —1, —2,... Los
nimeros racionales son las fracciones o proporciones de niimeros enteros

;, %, %2, .... Como cada nimero entero m puede ser escrito como la fraccién
T, se tienen las inclusiones

NCcZcQ

Los nuimeros racionales ademés admiten una expresiéon decimal finita o pe-
riédica. Pero ya desde muy antiguo es sabido que existen nimeros que no
son asf; por ejemplo, v/2. A los ntimeros que tienen una representaciéon de-
cimal infinita y no periddica se les llama nimeros irracionales. Al conjunto
de los numeros racionales e irracionales se les llama nimeros reales R y
sus propiedades van a jugar un papel primordial en todos los temas de es-
te texto, puesto que vamos a estudiar funciones cuyas variables van a ser,
precisamente, nimeros reales debido a que representan cantidades que pue-
den medirse. Sin embargo, muchos fenémenos fisicos y quimicos no pueden
formularse adecuadamente sin conocer los ntimeros complejos C. Aunque
un estudio pormenorizado de estos ntimeros queda fuera del &mbito de este
texto, si que haremos una pequena introduccién a ellos en este tema para
conocer algunas de sus propiedades.



1.1. El numero real

Todo y que la construccion de los ntimeros reales a partir de los nimeros
racionales es interesante por ella misma, queda fuera del nivel que se pretende
conseguir en este manual. Por tanto, nos limitaremos a decir que los niimeros
reales estan formados por los nimeros racionales y los irracionales.

1.1.1. Desigualdades

El conjunto de los niimeros reales, que denotaremos por R , tiene la estruc-
tura de cuerpo ordenado y la relacién de orden la representaremos por <
(la leeremos menor o igual que). Si dos nimeros reales, x,y verifican la re-
lacién & < y pero z # y entonces escribiremos = < y (y lo leeremos = menor
que y). Enumeramos a continuacién algunas de las propiedades relativas al
comportamiento del orden frente a las operaciones aritméticas:

nx<y = z+z<y+z VzeR
sz <y AN z20 = zz<zy

s <y AN z2<0 = zzx>=z2y

1 1
r0<z<y = —>-
Ty

Ejemplo 1.1 Prueba la desigualdad a® + b > 2ab.
Solucién: Probamos en primer lugar que todo cuadrado es siempre no ne-
gativo; es decir, a® > 0 para todo a € R. En efecto, si a = 0 es evidente que

a’> = 0> 0; si a > 0 entonces a? = aa > a0 = 0 vy, finalmente, si a < 0
entonces a® = aa > a0 = 0. Luego en cualquier caso a® > 0.

Ahora, para probar la desigualdad del ejemplo, basta observar que debe ser
(a —b)%2 > 0y, al desarrollar el cuadrado,

(a—b)2>0=a>+b>—2ab>0=a®+b* > 2ab



Las propiedades del orden permiten resolver desigualdades de forma similar
a como se resuelven las ecuaciones. La idea consiste en aislar la variable x,
con la diferencia de que la solucién suele ser un intervalo o una unién de
intervalos.

Ejemplo 1.2 Resuelve la desigualdad —4 < —2x — 3 < 4.

Solucién: La inequacién —4 < —2x — 3 < 4 corresponde en realidad a dos
desigualdades —4 < —2x — 3 y —2x — 3 < 4; aunque en este caso, podemos
resolverlas conjuntamente. La idea es aislar z, para ello empezamos sumando
3 a cada miembro de la desigualdad:

—4<-2r-3<4 = —A4A43<-2x-3+3<44+3 = -—-1<-2z<7

Ahora dividiremos cada miembro por —2 y, siendo un nimero negativo,
debemos cambiar el sentido de las desigualdades:

-1 7
1< -2x<7 = —2>x272 = _

que nos da como solucién el intervalo [—7, 3.

Ejercicio 1.1 Resuelve la desigualdad 3z+1 > 2z + 2 y dibuja el conjunto
solucién en la recta real.

(Sol.: ]1,400]. )

Ejercicio 1.2 Resuelve la desigualdad y dibuja el conjunto solucién en la

1 21
recta real: (a) x > —; (b) <
x

> 0.
r+3 =

(Sol.: (a) | — 1,0[U]1,4+o0]; (b) | — 3, —1[U]1, +o0l. )

1.1.2. Valor absoluto de un nimero real

Si z € R, se define el valor absoluto de x, y se denota por |z|, como
|z| := Va2

Se puede comprobar que, entonces, también se cumple

r si x>0
=l = —x si <0

Algunas propiedades son



1. || >0, VzeR

2. jz|=0 <= 2=0

o |22 vy er 20
yl o 1yl

5. le4+y| < |zl + |y, VzeR

6. |[z|<r <— —r<z<r

Ejemplo 1.3 Sean x,y nimeros reales. Prueba que

T+y+ly—a
2

+y—|y— 2z

méx{z,y} = y min{z,y} =" 5

Solucién: Suponemos x < y. Entonces, méx{z,y} = y. Por otra parte,

r+y+ly—=z r+y+y—=z) 2y
2 - 2 9 ¥

Ademéds, min{z,y} = = y, por otra parte,

r+y—ly—z x+y—(y—x) _ 2

2 2 2

La prueba en el otro caso, x > y, es totalmente analoga.
]

Ejemplo 1.4 Vamos a encontrar el conjunto de puntos de la recta real que
verifican la desigualdad:
2z — 1| < |z — 3]

Solucién: Aplicando la propiedad (6) anterior (tomando r = |z — 3|) dedu-
cimos:
20— 1| <|z—-3|e —|z—3| <2z —-1< |z — 3

Distinguimos ahora dos posibilidades:

3—rx<2zx-—1
> (=3 <2 —-1<zx— =
@53]> (0 8)<2% 1<z 3> 2x_1<x_3};»



3+1§2x+x} 4§3x} %gx
= = 3

20— <1-3 3o } No tiene solucion.

r—3<2x-1
—(—(z=-3)<2x—-1< —(z— P
[2<3]= —(~(¢-3)<2-1<~(2-3)= 2x—1<3—$}:>

x> —2
1-3<2x—z —2<x
2r+r<3+1 3r <4 4
< —
— 3
Es decir,
<3 4
o< < 2
—2§x§% = 2_3:_3
3
4

Asf la solucién es el intervalo [—2, g}
|

Ejercicio 1.3 Resuelve la desigualdad |z—3| > |2z—1] y expresa la solucién
como un intervalo.

(Sol.: [-2,3] )

en el inter-

2
Ejemplo 1.5 Vamos ahora a acotar la siguiente funcién 13: 3
— 3z
valo |1,4[:

Solucidn: Si z €]1,4] entonces 1 < z < 4. A partir de esta desigualdad
reconstruimos la funcién:

l<zr<4=2<2xr<8=3<2x+1<9

l<zr<4=3<3z<12=-12<-3x<-3=-11<1—-3zx< -2

Asi,

1 < 1 < 1
2 T 1-3zx 11 3 2zx+1 9
2 1-3z 11 = T+

5 “1_3z ° 11

3<2x+1<9



T
en el intervalo 1 < z < 4.

Ejercicio 1.4 Acota la funcién f(z) = 1

(Sol.: f(x) < —27 y no acotada inferiormente )

n(n—i—l).

Ejemplo 1.6 Prueba, por induccién finita, que 14243+ - -+n = 5

Solucion: Lo comprobamos para n = 1, 2:

1
sy g, 2een
2 2
n(n+1)

Lo suponemos cierto paran: 1 +2+...+n = 2

Lo probamos para n + 1:

124ttty = 20D g n b D2t D)t Dnt2)
2 2 2
]
Ejemplo 1.7 Prueba, por induccién finita, que |z"| = |z|", n € N.
Solucion: Lo comprobamos para n = 1, 2:
2| = |2, |2?] = |ez| = |2||z| = =]
Lo suponemos cierto para n: |z"| = |x|™.
Lo probamos para n + 1:
"] = Jaa] = 2" |z] = Jo]"|a| = |2
]

Ejercicio 1.5 Prueba, por induccién finita, que 2" >n, n € N.

Ejercicio 1.6 Prueba, por induccién finita, que 3-52"+! 4+ 237+1 = 17 para
cada n > 1; es decir, es de la forma 17k para un entero k (miltiplo de 17).



1.2. EIl nimero complejo

El conjunto de los nimero complejos, que denotaremos por C , tiene es-
tructura de cuerpo y puede identificarse con R?, de tal forma que cualquier
namero complejo se puede escribir de la forma

z=a+bi

siendo @ y b ndmero reales y siendo i la unidad imaginaria (la cual viene
definida por la igualdad i? = —1). Al nimero a se le llama parte real de z
y se representa por R(z); al nimero b se le llama parte imaginaria de z y
se representa por (z). Todo niimero complejo se puede identificar con un
punto del plano cartesiano R? de coordenadas (a, b) (Fig 1.1). A la expresion
z = a + bi se le llama expresién bindomica de z.

z=a+bi

A J
>

Figura 1.1: Representacion cartesiana de un ntimero complejo.

1.2.1. Aritmética de los niimeros complejos

Vamos a definir ahora la suma y el producto de ntmeros complejos. Si
z=a+bi y w= c+ di entonces definimos

s 24 w:= (a+c¢)+ (b+d)i

» z-w:= (ac—bd) + (ad + be)i



Notad que en realidad la suma y el producto se hace como si se tratara de
binomios, por ejemplo,

z-w = (a+bi)(c+di) = ac+ adi+ bci + bdi* = ac — bd + (ad + be)i

Definicién 1.1 Si z = a + bi llamaremos conjugado de z a Z = a — bi

Ejemplo 1.8 Veamos como desarrollar potencias y cocientes.

(1-20)2=124+2)%-2-2i=1-4—4i=-3—4i
1—i (1-i)(1-i) 1+i*—2i -2i

= — = —1

I+i (1+i)(1—-i)  1-i2 2
Ejercicio 1.7 Expresa en forma bindmica los complejos wy = + y wo =
i
(1—1)?
i .
1-2i

2 4
(Sol.:wlz—iwaZg—i—gi)

_ 14
en forma bindémica.

Ejercicio 1.8 Expresar el complejo

(Sol.: —2v/2 +2v/2i )

1.2.2. Moébdulo y argumento de un ntiimero complejo

Si z = a+0bi, llamaremos mddulo de z, y lo denotaremos como |z|, al nimero

real
2] =V a® + b2
Algunas propiedades del médulo son
1. |z2| >0, VzeC
2. ]z2] =0 <= z=0

3. |z w|=lz] - |w|, Vzy,weC



z

1
=—, VzeC, z#0
2|

5. [z 4+w| < 2|+ |w|, Vz,weC

6. z-z=12?, VzeC

7RG <2l S(2)[ <z, VzeC

Si z = a + bi, existe un # € R de forma que

i, sin() = o

2|

cos(f) =
2|
A un tal 0 se le llama un argumento de z (de hecho, si f es un argumento,
0+ 2km, k € Z también lo es). Si 0 < 6 < 27, diremos que 0 es el argumento
principal de z y lo representaremos por Arg(z).

A continuacién veremos, graficamente, la relacién entre las partes real e
imaginaria de un complejo y su médulo y argumento, Fig 1.2.

z=a-+bi=(r0)
r=|z
8 b=rsin(#)
» X
a=rcos(8)

Figura 1.2: Médulo y argumento de un niimero complejo.

Dado que r = |z|, entonces cualquier nimero complejo z = a + bi verifica
que a = |z|cos(f) y b = |z|sin(f), por lo que se puede representar también



de la forma

z = |z| (cos(0) + isin(h))

representacién que recibe el nombre de expresion trigonométrica de z.

La expresién cos(f) +isin(@) se suele representar por el y asf el complejo z
de médulo |z| y argumento € también se puede escribir como

z=|z|e?

la cual recibe el nombre de expresion polar de z. La ventaja de utilizar esta
expresién es que las operaciones con complejos se pueden realizar como si
se tratara de exponenciales, lo que facilita las operaciones de productos,
cocientes y potencias. Si z =rel®y w=s el , entonces

1. z-w= (reia) (s eiﬂ) — rs . ella+h)

2. 2" = (r ei”)n = " elne

4. z=r el
Ejemplo 1.9 Si z =1 — i, entonces

2=V 12+ (-1)2 =V 2
/ cos(f) =

0 € [0,27]
sin() =

3 3 + 37T
z = ﬂ(cos;r—&—isinﬂ) = \/56‘37

2

Sl LS -

y entonces,
4

Ejercicio 1.9 Expresa en forma polar los complejos wy =1y we = i.
(Sol.: wy =% =1y wy =2 )

Ejercicio 1.10 Expresa en forma polar los ntimeros complejos w =1 —1iy

w = (1 —+/3i).

(Sol.: wy = v2e 1T y wy =275 )

10



Ejercicio 1.11 Expresa en forma polar el complejo w = 4(1 + i)t
(Sol.: w=—16)

2+ 2

1

(Sol.: w = 2v/2e717 )

Ejercicio 1.12 Expresa en forma polar el complejo w =

Ejercicio 1.13 Calcula [1+ 22+ |1 — 2%, si2€C y |2| = 1.
(Sol.: 4 )

1.2.3. Raices enteras de un niimero complejo

Dado el nimero complejo z = rel?

0,1,2,...,n — 1, que verifican

, no nulo, existen n nuimeros z;, k =

n _ ..
(Zk> =z
es decir, existen, justamente, n raices n-ésimas de z. Ademds, estos niimeros
se expresan en forma polar como

s 04+2km

= reln o, k=0,1,2,....n—1

Estas férmulas implican que todas las raices de un nimero complejo tie-
nen el mismo médulo y sus argumentos se obtienen empezando en 6/n e
incrementando, sucesivamente, 27 /n radianes.

Ejemplo 1.10 Calcula las raices ciibicas de z = —8i.

Solucién: Observamos primero que z = 8¢e 2 . Por tanto, segin las férmulas
anteriores, las tres raices cubicas de z son

. 3m/242kT

N V8elT 3

para k=0,1,2.

11



1.2.4. Exponencial compleja y Logaritmo complejo

Dado un ntmero complejo z = x + iy, la exponencial de z se define

Exp(z) = e*(cos(y) + isin(y)).
Por otra parte, dado un nimero complejo z = rel, un logaritmo de z es un
numero complejo w tal que €* = z. Se denotard w = log(z) y se verifica que

log(z) = In(r) +i(0 + 2k7);

es decir, log(z) es un nidmero complejo cuya parte real es el logaritmo ne-
periano real del médulo de z y cuya parte imaginaria es un argumento de
z.

Ejemplo 1.11 Calcula log(3 + 3i).
Solucién: Notemos primero que, expresando el complejo en forma polar,
3+ 3i=3v2e't

Por tanto,
log(3 + 3i) = In(3v/2) + i(% + 2kn)

O

Ejercicio 1.14 Comprueba que si la forma polar de z = € con a € R,

entonces, se cumple que z = Exp(if).

1.3. Problemas adicionales

Ejercicio 1.15 Encuentra todos los valores x € R que verifiquen las siguien-
te expresiones: (a) |z + 1| + |z + 2| < 2; (b) |2? — 7o + 12| > 2% — T2 + 12;
2
-5 6
(C) 1 < % < 2.
x+2

(Sol.: (a) ] — 2.5,0.5[; (b) ]3,4]; (c) ]0.29,0.76[U]5.23,6.7] )

12



Ejercicio 1.16 Demuestra, por induccién, que si r € R, r # 1, se verifica

1 —pntl

I+r+r? 4+ 4=
1—r

para todo n € N.
Ejercicio 1.17 Demuestra, por induccién, que
B2 4. +nd=0+24..4+n)?

para todo n € N.

Ejercicio 1.18 Calcula la parte real e imaginaria de los siguientes niimeros
complejos:

(3 — 2i)(2 + 3i)

@G O P, (o) (14 4i)3.

(Sol.: (a) 16/25 + 63i/25; (b) —i; (c) —47 —52i )

Ejercicio 1.19 Sean z; y z2 dos ntumeros complejos distintos tales que

B (Zl + Zz)i

Z1 — 22
Halla la relacién que deben cumplir z; y 22 para que r sea un nimero real.

(Sol.: |z1]| = |22 )

Ejercicio 1.20 Expresa en forma polar los nimeros complejos z; = 3 + 3i
Yy 29 = 4i.

(Sol.: z; = 3v/2e™/* y 25 =4e™/2.)
Ejercicio 1.21 Expresa en forma binémica el nimero complejo z = v/2¢°™/4,

(Sol.: z=—-1—1)

Ejercicio 1.22 Halla la forma binémica de los siguientes niimeros comple-
jos:

13



(a) (4+ 3i)? (d) Exzp(1l—1)

(b) &3 (e) log(—2 + 2i)
(©) ()1

(Sol.: (a) 7+ 24i; (b)5/13 +12i/13; (c) —1; (d) 1.47 — 2.28i;
(e) In(2v/2) + (37 /4 + 2km)i )

Ejercicio 1.23 Halla los ntimeros complejos z tales que 25 — 923 +8 = 0.
(Sol.: 1, e%ﬂi, e%ﬂ, 2, Qe%ﬂ, 20, )

Ejercicio 1.24 Determinar los nimeros complejos no nulos z tales que su
cuadrado es igual a su conjugado.

(Sol: 1, -1 4i¥3 1 _¥3 )

Ejercicio 1.25 Demuestra que si z—i—% es real, entonces la parte imaginaria
de z es nula o |z| = 1.
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