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Prefacio

Este material va dirigido principalmente a los estudiantes de la asignatura
IG23 Ampliacion de Estadistica de la Ingenieria Técnica en Informatica de
Gestién de la Universitat Jaume 1. Este material se encuadra dentro del pro-
grama UJI Virtual, por lo que también se ofrece en abierto a través de Internet,
para que pueda ser utilizado por cualquier persona.

Esta asignatura es una materia troncal, que cuenta con una asignatura
previa (IG12 Estadistica). Dado que constituyen las uinicas materias con con-
tenidos estadisticos que cursaran los estudiantes, junto con el hecho de que
la titulacién sea una ingenieria, hace que el aspecto préctico y aplicado cobre
gran valor, pues ademsés el tiempo disponible es escaso en comparacién con los
conceptos a tratar.

Por estas razones, que también vienen respaldas por profesionales de pres-
tigio reconocido (basta leer los prefacios de libros como Montgomery y Runger
[49], Cao et al. [11], Vilar [79], Dougherty [24], Moore [51], Devore [22], Men-
denhall y Sincich [45], entre otros muchos), el enfoque de la asignatura es el
de una estadistica aplicada, con que puedan resolver los problemas del mundo
real con los que puedan enfrentarse, y no plantear un curso de «estadistica
matematica elemental», que seria acorde a otro tipo de titulaciones.

En este material se presenta la teoria acompanada de ejemplos extraidos de
problemas de examenes, principalmente, todos ellos relacionados con el campo
de la informatica, junto con los comandos que usariamos en el lenguaje R, para
obtener los resultados.

Hay un primer capitulo, donde se repasa los puntos fundamentales, vis-
tos en la asignatura previa IG12 (véase [34]), para luego ya centrarnos en los
contenidos del programa de esta asignatura, IG23: Inferencia estadistica. Esti-
macién; Contrastes de hipotesis; Control de calidad; Diseno de experimentos.

Entendemos que es fundamental trabajar esta materia mediante la reali-
zacion de tareas, principalmente, la realizacion de problemas. Las actividades
de aprendizaje, sin embargo, no se incluyen en este libro, sino que su lugar
esta en el aula virtual, tal y como se seniala en el programa UJI Virtual. De to-
das formas, sobre todo de cara al autoaprendizaje, material que también puede
complementar parte de la materia de esta asignatura (los dos primeros temas),
mediante cuestiones de verdadero/falso, a completar y de eleccién miiltiple es
43].

Es indiscutible la importancia del uso de las clases de ordenador para la
ensenanza de la Estadistica en la actualidad. Por ello, hay un capitulo dedicado
al software libre R. De nuevo, no se han incluido las actividades de aprendi-
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zaje, que se disponen en el aula virtual. Sin embargo, los estudiantes también
pueden disponer de material con actividades en [26].

Se incluye también un formulario, que recopila las férmulas mas importan-
tes tratadas en la asignatura.

En el dltimo capitulo, se realiza igualmente un breve repaso sobre diverso
material, que puede ser de interés, para el aprendizaje de la materia.

Por ultimo, nos gustaria agradecer a nuestras familias, la paciencia y el
apoyo, que esperemos siga siendo inagotable.

Ahora sélo queda esperar y desear que este material sirva para su fin,
ayudar en el aprendizaje y en la resolucion de problemas de la Estadistica.

IRENE EPIFANIO
PABLO GREGORI

Universitat Jaume I
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Capitulo 1

Repaso previo

El dnico antidoto para esta posible manipulacion y para participar efecti-
vamente en la argumentacion publica basada en cifras y datos, consustancial
a la vida democrdtica, es un conocimiento bdsico de los métodos estadisticos.
En este sentido, una formacion en los conocimientos estadisticos bdsicos es
necesaria para cualquier ciudadano.

DANIEL PENA

Este es un tema de repaso que recapitula las ideas basicas que ya se vieron
previamente el curso anterior en 1G12 Estadistica. Sélo pretende refrescar la
memoria, centrar ideas y tener una visién global en unas pocas paginas. En el
libro de Gregori y Epifanio [34], podéis encontrar material mas detallado que
el presente tema, ya que trataba la asignatura previa a ésta.

1.1. Introduccidon

A continuacién, se presentan varios ejemplos del tipo de problemas que
seremos capaces de resolver al final del curso.

Ejemplo 1.1: En una empresa, se realiza diariamente un control sobre el
nimero de intentos de acceso fraudulentos a cuentas de los trabajadores de
la empresa. El control se realiza a partir de una muestra de 500 intentos de
acceso, seleccionados aleatoriamente del total de intentos de acceso diario. Los
intentos de acceso se clasifican sencillamente en «buenos» o «malos» segin si la
contrasena escrita al intentar acceder es correcta o no. En teoria se considera
que la tasa de intentos de acceso fraudulentos no ha de superar el 2 % del total
de intentos. Supongamos que hoy, de los 500 intentos de acceso de la muestra,
12 han sido fraudulentos, es decir, un 2.4 %. ; Tenemos motivos suficientes para
sospechar que alguien esta intentando acceder fraudulentamente al sistema o
se debe tnicamente al azar?

Ejemplo 1.2: Estamos interesados en comparar los tiempos de ejecucién de
5 algoritmos de ordenacién (algoritmo de la burbuja, de seleccion, de insercion,
quicksort, treesort) para un cierto tipo de datos de un tamano determinado
y con un cierto grado de desorden. Para ello, consideramos diversos conjuntos
de entrada de entre los que estamos interesados y obtenemos el tiempo de CPU
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de ejecucién con cada algoritmo. Algunas preguntas que querriamos contestar
en base a los resultados obtenidos podrian ser: ;Existe diferencia significativa
entre los 5 algoritmos? ;Hay un algoritmo mucho mejor que los otros? ;Pue-
den clasificarse los algoritmos en diversos grupos homogéneos en el sentido que
dentro de cada grupo no difieran significativamente?

El problema podria complicarse si, por ejemplo, el tamano de los datos a
ordenar o el grado de desorden no son siempre los mismos, entonces deberiamos
plantear un modelo adecuado al problema.

Ejemplo 1.3: Se pretende diseniar un ratén ergonémico para ninos de 7 a
9 anos. Hemos de conocer la forma de su mano derecha por lo que hemos de to-
mar distintos datos antropométricos de un conjunto de ninos. Supongamos que
estamos interesados en la longitud de su dedo indice. Realizamos un estudio
piloto con 30 ninos, de los que obtenemos una media de 6 cm y una desviacién
tipica de 0.4 cm. Si deseamos poder afirmar con un 95 % de confianza que la
media es imprecisa como mucho en 0.1 c¢m, jcudntos datos deberiamos tomar?
Una vez tomados, podriamos calcular un intervalo de confianza al 95 % para
la media.

Ejemplo 1.4: Este ejemplo se escapa de los objetivos del curso, pero mues-
tra otro tipo de problemas que pueden resolverse utilizando la Estadistica.
Deseariamos disenar un detector automatico del tan molesto correo basura
(spam), de forma que se filtrara este correo antes que colapsara los buzones de
los usuarios. Utilizando la informacién de 5000 e-mails, se intentara predecir si
un nuevo correo electrénico es correo basura o no, de manera automatica. Por
ejemplo, variables que podrian sernos ttiles serian el porcentaje de aparicion
de determinadas palabras, como puede ser: «free», «help», «Irene», etc. Al final
se podrian obtener (mediante métodos que no veremos) reglas como:

si (% Irene < 0.6) & (% help > 1.5) entonces  spam
sino  e-mail

Veamos ahora de qué se encarga la Estadistica. La ciencia Estadistica tiene
un doble objetivo:

= La generacién y recopilacién de datos que contengan informacion rele-
vante sobre un determinado problema (muestreo).

= El andlisis de dichos datos con el fin de extraer de ellos dicha informa-
cion. El primer paso en el analisis de los datos consistira en describirlos
a través de ciertas medidas y gréficas, lo cual nos facilitard su compren-
sién (estadistica descriptiva). Sin embrago, buscamos ir méas alld y poder
sacar conclusiones basadas en dichos datos. Para ello, podremos recurrir
a plantear un modelo matemadtico (teoria de la probabilidad) que nos
permitird después extraer las conclusiones que nos interesan (inferencia
estadistica).
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Por tanto, un modelo estadistico constarda de varias partes: a) muestreo
(apartado 1.7), b) estadistica descriptiva (apartado 1.2), ¢) confeccién de un
modelo matemdtico (teoria probabilidad) (apartados 1.4, 1.5, 1.6), d) inferen-
cia estadistica (este curso). Esta ultima parte (d) se considerard en este curso,
mientras que las restantes se han tratado en la asignatura IG12 Estadistica (o
F04 para los procedentes del viejo plan de estudios).

En resumen, la Estadistica estudia los métodos cientificos para recoger (ha-
cer un muestreo), organizar, resumir y analizar datos (estadistica descriptiva),
asi como para obtener conclusiones vélidas (inferencia estadistica) y tomar de-
cisiones razonables basadas en tal analisis.

Asi, en el ejemplo 1.2, primero tomamos una muestra aleatoria de entre
todos los archivos de ese tipo (tamano y grado de desorden), obtenemos los
tiempos de ejecucién con cada algoritmo, después se describirian (medias, va-
rianzas, gréficos, ...), se propondria un modelo adecuado y obtendriamos las
conclusiones de interés (respuestas a las preguntas planteadas).

Repasemos ahora algunos conceptos basicos:

Poblacién: Conjunto de todos los individuos que son objeto de estudio y
sobre los que queremos obtener ciertas conclusiones. Ejemplos:

» Todos los nifios entre 7 y 9 anos (ejemplo 1.3).
= Todos los e-mails recibidos y por recibir (ejemplo 1.4).

Como puede verse, a veces las poblaciones existen fisicamente y son finitas
aunque muy grandes, en cambio otras veces la poblaciéon es de caracter abs-
tracto. En general, en lugar de hacer un estudio de todos los elementos que
componen la poblacién (hacer un censo), se escoge un conjunto més reducido.

Muestra: Es un subconjunto, una parte de la poblacién que seleccionamos
para un estudio.

Es deseable que la muestra extraida «se parezca» a la poblaciéon, es de-
cir,«que sea como la poblacién pero en tamano reducido». El objetivo es que
la muestra sea representativa de la poblacion. Notemos que si la muestra es
mala, las conclusiones extraidas no seran validas, podrian ser erréneas.

Ejemplo 1.3: Si para obtener medidas para el ejemplo 1.3 acudiéramos a
un entrenamiento de baloncesto de ninos entre 10 a 11 anos, jobtendriamos
una muestra representativa de la poblacion o sesgada?

Es obvio que estara sesgada.

Tamano muestral: Es el nimero de observaciones de la muestra, N.
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Variable aleatoria: Es una caracteristica aleatoria que podemos expresar
numéricamente, es la caracteristica que estamos midiendo en cada individuo.
Una caracteristica aleatoria serd una caracteristica que tomara un valor para
cada individuo.

Las variables aleatorias las denotaremos con letras mayusculas: X, Y, ...

Las variables aleatorias pueden clasificarse en:

= Cualitativas o categdricas: expresan una cualidad.

= Cuantitativas: tienen propiamente caracter numeérico.

Variables cualitativas: Las variables cualitativas a su vez se subdividen
en: ordinales o no ordinales, segiin si las categorias pueden o no disponerse
bajo un orden con sentido.

Ejemplos de variables cualitativas no ordinales:

= Distribucién de linux: 1 = Red Hat, 2 = Suse, 3 = Debian, 4 = Otras

= Mail: 1 = SPAM, 0 = No SPAM

= Sexo de una persona: 1 = Mujer, 2 = Hombre

= Adiccién al tabaco: 1 = Fuma, 2 = No fuma

= Tipo de defectos de un frigorifico defectuoso: 1 = Termostato, 2 = Com-
presor, 3 = Motor, 4 = Cableado, 5 = Revestimiento, 6 = Otros

= Ejemplo 1.5: Los alumnos de 3° ITIG quieren irse de viaje de fin de
curso para celebrar que han aprobado y para sacarse unos euros deciden
vender gorras. Quieren conocer el color preferido por los compradores
potenciales, por tanto, les interesa la variable aleatoria: «Color de la
gorra preferido por los miembros de la UJI», con posibles valores: 1 =
Negro, 2 = Blanco, 3 = Rojo, 4 = Otros.

Ejemplos de variables cualitativas ordinales:
= Interés sobre una determinada materia: 1 = Bajo, 2 = Medio, 3 = Alto

= Cualquiera de las de la encuesta de evaluacién de la docencia: 1 = Muy
desfavorable, 2 = Desfavorable, 3 = Indiferente, 4 = Favorable, 5 = Muy
favorable

Las variables cuantitativas también se dividen en dos:

= Discretas: toman valores discretos, es decir, en un conjunto numera-
ble (podemos contar los posibles valores que pueden adoptar). Existen
«espacios» entre los posibles valores que puede adoptar la variable.

= Continuas: como indica su nombre, toman valores en un conjunto no
numerable. Los valores que adoptan estas variables, pueden estar tan
cercanos como se quiera.
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Ejemplos de variables discretas:

1. Ndmero de piezas defectuosas en un lote de 100 piezas.

2. Numero de caras obtenidas al lanzar una moneda 20 veces.
3. Numero de cincos al lanzar un dado 60 veces.

En los tres casos anteriores los valores que pueden adoptar son finitos: en
1) de 0 a 100, en 2) de 0 a 20, en 3) de 0 a 60. Sin embargo, podria no ser asf,
podria adoptar valores discretos no limitados:

1. Numero de errores en una superficie de grabacion magnética.
2. Numero de mensajes que llegan a un servidor en una hora.

2 en una lamina.

3. Numero de manchas de mas de 1 mm
4. Numero de defectos en 2 m de cable.
5. Numero de veces al mes que va al cine un estudiante de 1TIG.

Ejemplos de variables continuas:

1. Ejemplo 1.2: Tiempo de ejecucién del algoritmo de la burbuja para el
tipo de archivos considerado.

2. Ejemplo 1.3: Longitud de la mano de ninos de 7 a 9 anos.
3. Peso de ciertas piezas.

4. Tiempo de vida (duracién) de ciertos motores.

5. Dureza de cierto material.

Resistencia de cierto producto.

Notas de estudiantes de ITIG.

S

Euros gastados con el movil en un mes por un estudiante de la UJI.

Observaciéon: La distincién entre variables continuas y discretas no es
rigida. Las variables continuas anteriores corresponden a medidas fisicas que
siempre pueden ser redondeadas, por ejemplo, la longitud podemos medirla
hasta el milimetro mas cercano o el peso hasta el gramo mas cercano. Aunque
estrictamente hablando, la escala de dichas medidas sea discreta, las conside-
raremos continuas como una aproximacion a la verdadera escala de medida.

Resumiendo, las variables aleatorias pueden ser:
1. Categoricas o cualitativas

a) No ordinales
b) Ordinales
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2. Cuantitativas

a) Discretas

b) Continuas

1.2. Descripcion de una muestra

Para describir una muestra, podemos valernos de tablas de frecuencias, de
métodos graficos (histogramas, diagramas de cajas, etc.) y medidas descripti-
vas.

Recordémoslas brevemente, ayuddndonos del ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.6: Tabla de frecuencias de las notas del grupo A de la asigna-
tura 1G23 en febrero de 2003.

Limites | (Marca | Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia Frecuencia
de clase | de clase) | absoluta relativa | acumulada | rel. acumulada
0, 2.5) 11

(2.5, 5) 29

[5, 7.5) 51

[7.5, 10] 29

Frecuencia absoluta: Numero de observaciones en el intervalo.

Frecuencia relativa: Niumero de observaciones en el intervalo / tamano
muestral; suma 1; indica el porcentaje de observaciones en el interva-
lo.

Frecuencia acumulada: Suma de las frecuencias de los intervalos anterio-
res, incluyendo el actual. Indica el nimero de observaciones por debajo
del extremo superior de la clase. Obviamente, el ultimo valor es el tamano
muestral.

Frecuencia relativa acumulada: Frecuencia acumulada/tamarno muestral.
Indica el porcentaje muestral por debajo del extremo superior de la clase.
El dltimo valor serd 1 (100 %).

Normalmente, las clases son de igual anchura, pero podrian no serlo:

Intervalo | Frec. abs. | Frec. rel. | Frec. acum. | Frec. rel. acum.

0, 5) 40
42
7 20
9,10] 18
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Los gréficos nos permiten también ilustrar la distribucién de los datos.

Histograma: Pueden ser de frecuencias absolutas, relativas, acumuladas
o relativas acumuladas, segin que represente la altura de la barra.

Ejemplo 1.6: Ejemplo de histograma para las notas de otro grupo.

70 701

60~ 60

50 50

401 40

30 30

201 20

AN

>

Figura 1.1: Histograma de frecuencias absolutas

Los histogramas nos muestran cémo se distribuyen (cémo se reparten) los
datos, las cimas de las barras indican la forma de la distribucion. Ademas, el
area de cada barra es proporcional a la correspondiente frecuencia.

Ejemplo 1.6: El drea rayada del histograma anterior es el 78.4 % del area
total de todas las barras, por tanto, el 78.4 % de las notas estdn en las corres-
pondientes clases, o sea, el 78.4 % de las notas estan entre 5 (inclusive) y 10.

Hay muchos méas métodos graficos: diagramas de barra, de sectores, poligo-
nos de frecuencias, diagrama de cajas (boxplot), Pareto, etc.

Ademas de las gréficas, otra forma de resumir los datos es mediante medidas
descriptivas numéricas, que podemos dividir en:

= Medidas de posicién o centrales: dan cuenta de la posicion de las obser-
vaciones

= Medidas de dispersion: indican la dispersién (variabilidad) de los datos

s Medidas de forma: miden la forma de distribuirse los datos

Medidas de posicién: media, mediana, moda y percentil.

Media: Si tenemos una muestra {xy, zs, ..., Ty },

EiZLx_xﬁxﬁ---wN 1)
N N ' '

Calculadora:
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Ejemplo 1.7: Nota media de 5 practicas: {10,8,9,7,9}
Es 43/5= 8.6.

Una medida de posicién no es suficiente para describir los datos, porque no
informa acerca de la variabilidad de los datos.

Ejemplo 1.8: La nota media de practicas es 5.2 tanto para {0,2,5,9,10}
como para {4,5,5,6,6}, sin embargo, claramente su dispersién es distinta.

Si representamos los histogramas mediante curvas continuas, apreciaremos
la distincién entre posicién y dispersion.

Misma posicién y diferente dispersién  Distinta posicién y misma dispersion

Medidas de dispersiéon: rango, rango intercuartilico, varianza, desvia-
cion tipica o estandar, coeficiente de variacién.

Varianza:

o (@i =7 (11— 7)+ (22 -T2+ + (ay — T)°
ST N1 N-1 (1.2)

Formula alternativas:

32—Z£1$i2—N'T2_x12+x22+"‘+$N2—N'EQ (13)
B N -1 B N1 :

Calculadora: Z 2?|, |Z] o bien ,

Observacién: comprobacion de la férmula alternativa

N N N N
Z(xi—f)2:Z(x?—2~f-xi+f2):Zx?—2-f-2xi+]\7-f2:
Py P i=1 i=1

N N

fo—2-N-52+N-52:Zx,~2—N-52

=1 =1
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Por la férmula 1.2 puede apreciarse que a mayor varianza, mayor disper-
sién, pues calculamos desviaciones de la media al cuadrado. Por esto tltimo
(cuadrados), la varianza siempre sera mayor o igual que cero. Recordad:
nunca negativa, siempre positiva.

. Por qué dividir por N - 1, en lugar de por N? Por razones técnicas que ya se
comentaran méas adelante; una justificacién intuitiva seria considerar el caso en

que N=1 (un unico valor muestral). Si N es grande no habra apenas diferencia.

Ejemplo 1.3 (continuacién): si sélo observaramos 1 nino (N=1) y nos
diera como medida 7 cm, jcudl serfa s2? ;Y si dividiéramos por N?

Si dividimos por N — 1, no podemos obtener s2, que es bastante coherente
dado que con un unico dato dificilmente podemos conocer la variacién. [

La varianza es muy apropiada por ciertas propiedades (si dos variables son
independientes, la varianza de la suma es la suma de las varianzas), pero tiene
un problema: cambia las unidades de los datos, ya que hacemos un cuadrado.

Para resolverlo se usa la raiz cuadrada de la varianza:

Desviacion tipica o estandar:
ZN—K%‘ — )2 N
= = = 1.4
s \/ - s (1.4)

Calculadora:

1.3. Descripcion de la poblacion

Hasta ahora hemos examinado diversas formas de describir una muestra.
Aunque la descripcién de un conjunto de datos es de interés por si misma,
muchas veces lo que se pretende es generalizar y extender los resultados més
alla de la limitacion de la muestra. La poblacién es realmente el foco de interés.

Como ya vimos, el proceso de sacar conclusiones sobre una poblacién
basandonos en las observaciones de una muestra de dicha poblacién, es la
inferencia estadistica.

Puesto que las observaciones se realizan uUnicamente en la muestra, las
caracteristicas de la poblacién nunca se conoceran exactamente. Para poder
inferir («deducir, concluir, tomar decisiones») de una muestra a la poblacién,
necesitaremos un lenguaje (paralelo al muestral) para describir la poblacién.

Variables categoricas: Podemos describir la poblacién simplemente in-
dicando la proporcion de la poblacion en cada categoria.
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Ejemplo 1.5 (continuacién): Supongamos hipotéticamente que pode-
mos preguntar a todos los miembros de la UJI:

Poblacién: La muestra de
todos los miembros de la UJI alumnos de 3° ITIG
Color P Frecuencia relativa (p)
1 = Negro 0.57 0.52
2 = Blanco 0.14 0.07
3 = Rojo 0.09 0.13
4 = Otros 0.2 0.28

La proporcion muestral de una categoria es una estimacion de la correspon-
diente proporcién poblacional (en general desconocida). Puesto que no tienen
porqué ser iguales (aunque si que querrfamos que fuesen cuanto més iguales
mejor), las denotaremos con letras diferentes:

= p = proporcion de la poblacién

= p = proporcion de la muestra

Variables cuantitativas: Para variables cuantitativas, la media, varian-
za, desviacion tipica, etc., son descripciones de la poblacién. Estas cantidades
se aproximaran con los datos muestrales y constituiran una estimacion de las
correspondientes cantidades para la poblacién. La media de la poblacién la de-
notaremos mediante la letra pu, la varianza y desviacion tipica de la poblacién
con o2 y o respectivamente. Recordemos que la media muestral era T, la va-
rianza muestral, s? y la desviacién tipica, s. Notemos que T es una estimacion
de p (desconocida) y s es una estimacion de o (desconocida).

Nota que las cantidades poblacionales las denotamos con letras griegas que
se corresponden con las respectivas letras latinas, para las cantidades mues-
trales.

Ejemplo 1.3 (continuacién): Con la muestra de 30 nifios obtenemos 7
=6y s = 0.4. La media de la poblacién (todos los ninos entre 7 y 9 afos) la
llamamos p y no la conocemos. La desviacién tipica de la poblacién (todos los
nifios entre 7 y 9 anos) la llamamos ¢ y no la conocemos.

El histograma también es una buena herramienta que nos informa sobre la
distribucién de frecuencias de la poblacion. Si, ademds, la variable es continua,
podemos emplear una curva suave para describirla. Esta curva puede verse co-
mo una idealizaciéon del histograma con clases muy estrechas. Esta curva que
representa la distribucién de frecuencias, es la curva de densidad.
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..

Interpretacién de la densidad: El area bajo la curva de densidad entre
los valores a y b equivale a la proporcion de valores de la variable Y entre a y b.

\

_—
/

Densidad
Densidad

I ﬁ 1 I / Area =1
/
/
/

a Y b

i
—

Debido a la forma en que la curva es interpretada, el area bajo la curva
entera debe ser igual a 1.

Ejemplo 1.9: Supongamos que nos interesa la variable X = tiempo (en
decenas de miles de horas) de vida de cierta clase de ventiladores de ordenador
y que se distribuye segun la siguiente curva de densidad:

El drea rayada es igual a 0.61, lo cual indica que el 61 % de los valores de
la variable estdn entre 1 y 2.

Para calcular las dreas bajo las curvas de densidad, necesitariamos integrar,
aunque en muchos casos usaremos tablas.
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Observacién: ;Cual seria la frecuencia relativa de un valor concreto, por
ejemplo 6 cm, de la variable del ejemplo 1.37 La respuesta es cero (el area es
cero). Aunque parezca extrano que la frecuencia relativa de una longitud igual
a 6 cm sea cero, pensemos un poco. Si estamos midiendo hasta el milimetro
mas cercano, entonces, en realidad estamos preguntando la frecuencia relati-
va entre 5.95 cm y 6.05 cm, que no es cero. Pensemos en la longitud como
una variable continua idealizada. Es similar al hecho de que una linea de 1 m,
esta compuesta de puntos, cada uno de ellos de longitud cero.

En resumen, una medida numérica calculada a partir de los datos es un
estadistico. La correspondiente medida numérica que describe la poblacion es
un parametro. En la siguiente tabla se recogen las mas importantes:

Medida Muestral (estadistico) Poblacional (parametro)
Proporcién D p
Media T W

»

Desviacién tipica o

1.4. Probabilidad

., Por qué hemos de estudiar la probabilidad? Las conclusiones de los analisis
estadisticos de datos vendran generalmente dadas en términos probabilisticos
(como ya se verd posteriormente en este curso, hasta ahora en el apartado
anterior nos hemos limitado a describir los datos). La probabilidad entra en
los analisis estadisticos, no tinicamente porque el azar influya en los resultados
de un experimento, sino también a causa de los modelos tedricos que se usaran
en la parte de inferencia estadistica. Para poder extraer conclusiones sobre
la poblacién, a partir de los datos de una muestra, serd necesario recurrir a
un modelo matemético (un esquema teérico de comportamiento) que nos de-
termine las reglas de inferencia que es necesario utilizar. La probabilidad es el
lenguaje y la fundamentacién matematica de la estadistica inferencial, de igual
manera que las reglas de la gramética proporcionan las bases para organizar
ideas a partir de las palabras que forman la lengua.

Espacio muestral y puntos muestrales: El espacio muestral S de una
variable aleatoria X es el conjunto de valores que puede tomar dicha variable.
Cada uno de los elementos de S se llama punto muestral.

Suceso: es un subconjunto A de S.

Una probabilidad es una cantidad numérica que expresa la verosimilitud
de un cierto suceso A (certidumbre de que el suceso A ocurra), denotada como
P(A) (probabilidad del suceso A). Este niimero estara siempre entre 0 y 1
(ambos inclusive). Sélo tiene sentido hablar de probabilidad en el contexto de
un experimento aleatorio, es decir, una operacién (proceso) cuyo resultado
viene determinado al menos parcialmente por el azar. De esta forma, cada vez
que se lleva a cabo una operacion, el suceso A puede ocurrir o no ocurrir. Dicho
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de otro modo, un experimento aleatorio es aquel que proporciona diferentes
resultados aun cuando se repita siempre de la misma manera.

La probabilidad podemos interpretarla en términos frecuenciales. Asi, si un
experimento aleatorio se pudiera repetir un nimero infinito de veces, la pro-
babilidad de un suceso A, P(A), se interpretaria como la frecuencia relativa
de la ocurrencia del suceso A en una serie infinita de repeticiones de dicho
experimento. O sea, si ese experimento se repitiera un ntimero grande de veces
y por cada repeticion anotasemos la ocurrencia o no de A, se tendria:

P ( A) nimero de veces que ocurre A
numero de veces que se repite el experimento

donde «— quiere decir: aproximadamente iguales si el experimento se repite
muchas veces.

Ejemplo 1.10: P(“sacar cara”) = 0.5, podéis lanzar una moneda muchas
veces y comprobarla (si no estd trucada, jclaro!). De todas maneras, fijate que
para una realizacién concreta del experimento, quiza no obtengas exactamente
la mitad de las veces cara. De hecho, cada vez que realices el experimento la
frecuencia relativa seguramente cambiard, pero tras repetirlo muchisimas veces
la frecuencia relativa (empirica o experimental) tenderd hacia la probabilidad
tedrica del suceso. La aproximacién mejorara conforme mas repeticiones se
lleven a cabo. Las probabilidades de un experimento aleatorio a menudo se
asignan sobre la base de un modelo razonable del sistema que se estudia, es
decir, se asignaran siguiendo las especificaciones de un modelo tedrico que plan-
tearemos (en los dos proximos apartados) y que explicaria el fenémeno que se
estudia. Otras veces, nos basaremos en los resultados de estudios realizados.

Recuerda que siempre 0 < P(A) < 1, siendo A un suceso.

1.5. Algunos modelos de distribuciones
de probabilidad para variables discretas

Recordemos que una variable aleatoria es una variable cuyo valor depen-
de del resultado de un experimento aleatorio. En el apartado 1.1 se vieron
diversos ejemplos y se distingui6 entre variables cualitativas (o categéricas) y
cuantitativas. Dentro de éstas tltimas, diferenciamos entre:

» variables discretas: toman un conjunto finito o infinito numerable (que
se pueden contar) de valores.

= variables continuas: su espacio muestral estd formado por un conjunto
infinito de valores que no podemos contar.

A continuacién repasaremos algunos modelos mateméaticos concretos que
nos dardn la pauta de variabilidad asociada a una variable aleatoria. Estos
modelos matematicos se llaman distribuciones de probabilidad. Una distri-
bucién de probabilidad es un coniunto de probabilidades para los posibles
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distintos sucesos que pueden darse en un experimento aleatorio, en otras pa-
labras, lo que nos proporciona es como se distribuye la probabilidad entre los
sucesos que pueden producirse.

Nota: el curso pasado sélo visteis el caso univariante (una tnica variable);
sin embargo, también existen modelos que consideran varias variables conjun-
tamente.

Repasaremos 3 modelos (hay muchos maés), que corresponderan a la con-
sideracion de experimentos con determinadas caracteristicas. El fin de estos
modelos tedricos es la descripcion razonable de algunos fendémenos aleatorios.
Son modelos aleatorios o estocéasticos, que se diferencian de los modelos ma-
tematicos deterministicos. Para los modelos deterministicos, los resultados se
encuentran predeterminados por las condiciones bajo las cuales se verifica el
experimento, es decir, dada una entrada, su salida (resultado) queda deter-
minada. Por ejemplo, una fuente de alimentacién (E) suministra corriente a
un circuito de resistencia eléctrica (R), el modelo matemético que nos descri-
birfa el flujo de corriente viene dado por la Ley de Ohm I=E/R. El modelo
suministraria el valor de I tan pronto como se dieran los valores de E y R. Sin
embargo, para los experimentos aleatorios, los resultados no pueden predecirse
con certeza.

Los tres modelos que repasaremos son: la uniforme discreta, la Binomial y
la Poisson. Tanto la distribuciéon Binomial como la de Poisson tienen aplicacién
en fiabilidad y en control de calidad. La fiabilidad estudia la probabilidad de
funcionamiento de una unidad, entendida no sélo como parte indescomponible
de un sistema, sino también como un sistema o subsistema en si.

Distribucion uniforme discreta: Es la distribucién que sigue una va-
riable aleatoria X que toma n posibles valores z1, x5, ..., £, con la misma
probabilidad. Por tanto,

Ejemplo 1.11: X="resultado al lanzar un dado no trucado”.

1.5.1. Binomaial

Esta distribucién tiene una amplia gama de aplicaciones, sobre todo cuan-
do se trata de realizar pruebas cuyo resultado solo puede adoptar dos valores:
«éxito» o «fracaso».

Supongamos que llevamos a cabo un proceso de Bernoulli, es decir, una
serie de pruebas. Cada prueba puede resultar en un «éxito» o en un «fracaso».
La probabilidad de éxito es la misma cantidad, p, para cada prueba, sin im-
portar los resultados de las otras pruebas, o sea, las pruebas son independientes.
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La variable aleatoria X que representa el niimero de éxitos en una serie de
n pruebas de un proceso de Bernoulli, tiene una distribucion binomial.

Ejemplo 1.12: El ejemplo por excelencia de variable aleatoria distribuida
como una binomial, serfa X = “ntimero de caras obtenidas al lanzar una mo-
neda no trucada 5 (por ejemplo) veces”, en este cason =5y p = 0.5. O bien,
X = “ntimero de caras obtenidas al lanzar una moneda trucada (de forma que
la probabilidad de salir cara sea 0.7) 10 (por ejemplo) veces”, en este caso n
=10y p=0.7.

Si la variable X sigue (se distribuye como) una distribucién binomial de
pardametros n y p (siendo n el numero de pruebas y p la probabilidad de éxito),
que representaremos como X ~ Bi(n, p), las probabilidades se distribuyen de
la siguiente manera (considerando combinatoria podria deducirse):

P(X =2)= ( Z )pxq”_x, xr=0,1,...,n, qg=1—p, donde
|

Fijate que una variable X ~ Bi(n,p), s6lo puede tomar un nimero de va-
lores finito, de 0 a n.

Calculadora: para calcular < Z ) puede emplearse las teclas o bien

| ., n\ _ (n) _ no\ _ n _
. Recuerda también que ( 0 n 1, 1 "o 1 n,

00=1yll=1.

Ejemplo 1.12: Las siguientes graficas muestran como se distribuye (re-
parte) la probabilidad entre los puntos muestrales, para las dos variables de
este ejemplo. Fijate que si sumamos todas las probabilidades de los puntos
muestrales obtendremos 1.

Binomial(5, 0.5) Binomial(10, 0.7)

0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

0.00 005 0.10 0.15 020 025
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En cada problema, debe especificarse qué quiere decir «éxito». «Exito»
puede ser «salir cara» como en el ejemplo anterior, o bien, por ejemplo «ser
defectuoso», «ser satisfactorio», o «cumplir las especificaciones», etc.

Mas ejemplos de variables aleatorias con distribucién Binomial son:

= Una méquina-herramienta desgastada produce 1% de piezas defectuosas.
La variable X = “ntimero de piezas defectuosas en las siguientes 50 piezas
producidas” seguira una distribuciéon Binomial, con parametros n = 50
y p = 0.01.

= De todos los bits transmitidos a través de un canal de transmision digital,
10 % se reciben con error. La variable X = “nimero de bits con error en
los siguientes 10 bits transmitidos” se distribuye como una distribucién
Binomial(10,0.1).

= Un producto electréonico contiene 40 circuitos integrados. La probabilidad
de que cualquiera de los circuitos integrados esté defectuoso es 0.02, y
los circuitos integrados son independientes. La variable X = “ntmero de
circuitos defectuosos de los 40” es Binomial(40,0.02).

Puesto que estamos estableciendo modelos tedricos que describan el com-
portamiento de ciertas variables aleatorias, también podremos establecer cual
seria la media poblacional, y, y la varianza poblacional, o2, usando estos mo-
delos.

Para una variable Binomial, X ~ Bi(n, p), se tiene u = n-p, y 0% = n-p-q.
La media, p también se llama esperanza matematica.

1.5.2. Poisson

Consideremos ahora una serie de experimentos que consisten en observar
el nimero de ocurrencias de un hecho en un intervalo de tiempo o espacio
determinado. Por ejemplo:

Ejemplo: Niumero de errores en una superficie de grabacion magnética.

Ejemplo: Nimero de mensajes que llegan a un servidor en una hora.

Ejemplo: Numero de fallos de un equipo industrial durante 5 anos.

Ejemplo: Ntumero de defectos de fabricacion por cada 1000 metros de ca-
ble.

Una variable aleatoria X sigue una distribucion de Poisson, si cuenta
el nimero de ocurrencias por unidad de magnitud, cuando:
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= ¢l niimero de ocurrencias en un intervalo de tiempo o del espacio es inde-
pendiente del nimero de ocurrencias en otro intervalo disjunto (proceso
sin memoria).

» Ademas, la probabilidad de que haya una sola ocurrencia en un intervalo
muy corto es proporcional a la amplitud del intervalo y

= la probabilidad de que haya més de una ocurrencia en un intervalo muy
corto es despreciable.

Si la variable X sigue (se distribuye como) una distribuciéon Poisson de
pardmetro A (X ~ Po())), donde A indica el nimero medio de ocurrencias
por unidad de magnitud y suele denominarse parametro de intensidad, las
probabilidades se distribuyen de la siguiente manera:

e AN

P(X =2)= U x=0,1,2,3, .. (r € N)

Fijate que una variable X ~ Po()), puede tomar un nimero infinito nu-
merable (contable) de valores.

En el caso de una variable Poisson, X ~ Po(\), se tiene que p = Ay 02 = \.
Las siguientes gréaficas muestran cémo se distribuye (reparte) la probabi-

lidad entre los puntos muestrales, para dos variables Poisson. Fijate que si
sumamos todas las probabilidades de los puntos muestrales obtendremos 1.
Poisson(3) Poisson(15)

N
T T
5 15

1.6. Algunos modelos de distribuciones
de probabilidad para variables continuas

0.00 005 010 0.15 0.20
I
0.00 0.02 004 006 008 0.10

.
1

M‘MMH
T
10 15 20 25 30 35 0 5 25

T T T
0 0 20

Se recordaran diversos modelos teodricos de distribuciones de probabilidad
para variables continuas. En el apartado 1.3, vimos como la distribucién de la
poblacién de una variable aleatoria continua X podria describirse mediante
una curva de densidad (como un histograma idealizado), que representaba
frecuencias relativas como areas bajo la curva. Si en un histograma hacemos
tender la amplitud del intervalo de clase a cero tendremos un nimero infinito
de intervalos, convirtiéndose el histograma en un nimero infinito de barras
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de grosor infinitesimal, dispuestas de modo continuo (histograma idealizado).
De esta forma, llegariamos a la que llamamos en el apartado 1.3 curva (o
funcién) de densidad, y que denotaremos como f(z).

Cada uno de los modelos que repasaremos (y los que no repasaremos) tiene
asociado su funcién de densidad y a través de ella podremos calcular probabili-
dades de distintos sucesos. La forma de calcular probabilidades para variables
continuas difiere de la que se usa para variables discretas. Ahora para calcular
la probabilidad de un suceso deberiamos calcular el area comprendida entre el
eje x y la funcién de densidad (o sea, integrar), para los valores senalados por
el suceso.

Ejemplo 1.13: Si quisiéramos conocer la probabilidad de que un estudiante
de la clase midiera entre 175y 185 cm, P(175 < X < 185), deberfamos calcular
el area rayada, es decir, integrar la funciéon de densidad entre 175 y 185 cm.

Segun las reglas de probabilidad, tendremos que el area total bajo la
funcién de densidad es siempre 1. Ademads, puesto que la integral de un
punto al mismo punto vale cero (el area de una barra con grosor un punto es
nula, recuerda también la ultima observacién del punto 1.3), se tiene que pa-
ra variables continuas, la probabilidad de que una variable aleatoria
continua tome un valor puntual es cero. Asi, en el ejemplo anterior, P(X
= 168.96) = 0, por ejemplo. Por esta razén, para cualquier variable continua
X se cumple: Pla< X <b)=Pla<X<b)=Pla<X<b) =Pa<X<
b), o sea, para variable continuas (inicamente), la probabilidad serd la misma
tanto si la desigualdad es o no estricta.

Fijate que esta tultima propiedad no se cumple para las variables discretas.

Existe gran cantidad de modelos para variables continuas. Algunos mode-
los son: la Normal, uniforme, exponencial, Weibull, la t de Student, x? Chi-
cuadrado y F de Snedecor. Cada una de ellas tiene una curva de densidad y
viene caracterizada por un/os pardmetro/s.

Como ya hemos dicho, para conocer la probabilidad de sucesos para va-

riables continuas deberiamos integrar, sin embargo, para algunos modelos es
posible expresar de forma analitica el valor de la integral mediante la funcién
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de distribucién acumulada que denotaremos F'(x) y que nos proporcio-
nard P(X < z), es decir, para cada x, la funcién F' nos devolverd la proba-
bilidad de que la variable X tome un valor menor o igual que x. A veces, no
existe tal expresion explicita y es preciso recurrir a tablas.

A modo de resumen aclaratorio: cada modelo continuo viene determinado
por su funcion de densidad, f. Hay que tener claro que la funcién de densi-
dad, f, NO da probabilidades, sino el area bajo dicha funcion. Para calcular
probabilidades hay que usar F', la funcién de distribucién acumulada.

1.6.1. Distribucién Uniforme(a,b)

Es la distribucién que sigue una variable aleatoria X que toma valores en
un intervalo [a,b] con la misma probabilidad. Por ejemplo, las calculadoras
cientificas con la tecla| RANf | o \R_nd[ generan valores aleatorios de una varia-
ble uniforme entre 0 y 1. Su funcién de densidad y su funcién de distribucién
tienen la siguiente forma:

1 1

09F 9 09

0.8f 4 08

07f 4 07

061 9 06

05f 4 05

0.4 4 041

03f 4 03

02t 4 02

01r 1 01

0 L
-05 0 0.5 1 15 -05

Figura 1.2: (a) Funcién de densidad, f, de la Uniforme(0,1); (b) Funcién de
distribucién, F, de la Uniforme(0,1)

La funcién de densidad, de distribucién acumulada, la media y varianza
vienen dadas para una variable Uniforme(a,b) por:

L sia<ax<b a+b (b—a)?
. —= b—a . —= 2:7
fl;a,b) { 0 en otro caso ' 2 7 7 12
0 six < a
F(z;a,0) = ¢ 72 sia<z<b
1 siz >0

1.6.2. Distribuciéon Exponencial(\)

Es usada muchas veces para modelizar el comportamiento de variables alea-
torias del tipo “tiempo transcurrido hasta el fallo de un componente industrial”
o “tiempo que tarda en completarse un proceso determinado”. La funcién de
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densidad y funcion de distribucién de una exponencial de pardmetro A tienen
la siguiente forma:

08f

06

04f

02t

Figura 1.3: (a) Funcién de densidad, f, de la Exponencial(0.5); (b) Funcién de
distribucién, F, de la Exponencial(0.5)

La funcién de densidad, de distribucion acumulada, la media y varianza
vienen dadas para una variable Exponencial(\) por:

0 stz <0 1 1
f(x;)\>:{/\e_’\x si:c>0”u:X’O:ﬁ
0 siz <0
F(x,)\)—{ 1l—e™ gixz >0

La distribucion exponencial esta relacionada con la Poisson de la siguiente
forma: si el nimero de ocurrencias de un determinado fenémeno es una variable
con distribucién Poisson, el tiempo que pasa entre dos ocurrencias sucesivas
es una variable con distribucién exponencial.

La distribucién Exponencial carece de memoria, se cumple P(X > s+t|X >
s) = P(X > t), en el contexto de “tiempos de vida” esto quiere decir que la
probabilidad de fallar es independiente del pasado, el sistema no envejece.
Aunque pueda parecer algo irreal, no es descabellado por ejemplo suponer que
un fusible es “tan bueno como nuevo” mientras esté funcionado.

Mas ejemplos de variables aleatorias exponenciales son:

= En una red de computadoras de una gran corporacion, el acceso de usua-
rios al sistema puede modelarse como un proceso de Poisson con una
media de 30 accesos por hora. La variable X = “tiempo en horas desde
el principio del intervalo hasta el primer acceso” tiene una distribucién
exponencial con A = 30.

= El tiempo entre la entrada de correos electrénicos en una computadora
podria modelizarse mediante una distribucion exponencial.

= La CcPU de un PC tiene un periodo de vida con una distribucion expo-
nencial con una vida media de 6.5 anos.
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1.6.3. Distribucién Weibull(a,(3)

Otra de las distribuciones que se aplica ademas de la Exponencial a pro-
blemas de fiabilidad y “tiempos de vida de componentes - equipos”, es la
Weibull(«,3). De hecho, para 5 = 1, la Weibull se reduce a la Exponencial.
Esta distribucion no se vio el curso pasado.

La funcién de densidad para Weibull(1,53) y distintos valores de (3 puede
verse en el siguiente grafico, 5 > 0 es un pardmetro de forma y o > 0 de escala.

Figura 1.4: En azul y continua: Weibull(1,1), en rojo y puntos: Weibull(1,2),
en verde y rayas: Weibull(1,0.95)

A continuacion, aparece la expresion de su funcién de densidad:

0 six <0
afBrP e gz >0

f(af;a,ﬁ)Z{

Como ya se ha dicho, la distribucion Weibull puede emplearse para mode-
lar el tiempo hasta presentarse un fallo en muchos sistemas fisicos diferentes.
Los parametros de esta distribucién permiten gran flexibilidad para modelizar
sistemas en los que el nimero de fallos aumenta con el tiempo (por ejemplo,
el desgaste), disminuye con el tiempo (algunos semiconductores) o permanece
constante (fallos provocados por causas externas al sistema). En la siguiente
pagina http://www.itl.nist.gov/div898 /handbook /apr/apr.htm podréis encon-
trar un capitulo dedicado a la fiabilidad.

Mas ejemplos de variables aleatorias Weibull son:

= Tiempo de vida (hasta el fallo) de un chip de memoria.

= Duraciéon de cierto tipo de tubos al vacio.

1.6.4. Distribucién Normal(u,0?)

La distribucién Normal o Gaussiana es muy importante puesto que se utili-
za para modelar muchisimos fenémenos aleatorios; ademaés, incluso se usa para
aproximar otras distribuciones. La distribucién Normal aproxima lo observado
en muchos procesos de medicién sin errores sistematicos, por ejemplo medidas
fisicas del cuerpo humano (X = “altura de los jévenes espafoles” del ejemplo
1.13, X = “longitud del dedo indice de los nifios” del ejemplo 1.3), medidas de
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calidad en muchos procesos industriales (como se vera en el tema dedicado al
control de calidad), etc. Mas ejemplos serian:

= En la deteccion de una senal digital, el ruido de fondo podria seguir una
distribucién normal (denominado ruido Gaussiano) con media 0 volts y
desviacién tipica de 0.45 volts.

= El didmetro de los puntos producidos por una impresora matricial se-
guiria una distribucién normal con un didametro promedio de 0.002 pul-
gadas y desviacién tipica de 0.0004 pulgadas.

» La vida de servicio efectiva de baterias usadas en un portatil.

= El volumen de llenado de una maquina automatizada usada para llenar
latas de bebida carbonatada.

= La resistencia a la tension del papel.

= La vida de un componente electronico bajo condiciones de alta tempe-
ratura para acelerar el mecanismo de fallo.

= Voltaje de ruptura de un diodo de un tipo particular.

= Distribucién de resistencia de resistores eléctricos, con media 40 ohmios
y desviacién tipica de 2 ohmios.

Una justificacion de la frecuente aparicion de la distribucién Normal es el
teorema central del limite: cuando los resultados de un experimento son debi-
dos a un conjunto muy grande de causas independientes que actiian sumando
sus efectos, cada uno de ellos de poca importancia respecto al conjunto, es
esperable que los resultados sigan una distribucién Normal.

Ejemplo 1.3 (continuacién): Este ejemplo del ratén ergonémico nos va
a permitir ver varios ejemplos mas, de variables que podrian suponerse Norma-
les. Para comprobar cientificamente las ventajas del ratén ergonémico frente
al tradicional, se han realizado diversos estudios. En esos estudios comparati-
vos algunas de las variables empleadas y que podemos suponer Normales son:
tiempo de movimiento de cada raton, actividad eléctrica de varios musculos
del antebrazo durante la utilizacién de cada ratén, intensidad del dolor medida
en una cierta escala (VAS).

La funcién de densidad de una Normal de pardmetros x4 (media de la po-
blacién) y o2 (varianza de la poblacién, siempre positiva), que denotaremos
N(u,0?) (a veces, también se denota N(u,0)), tiene la forma siguiente:
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(a) Normal (0,1) (b) (c)

Figura 1.5: (a) Normal(0,1); (b) Un cambio en la media, supone una traslacién:
Normal(0,1) en azul y continua, Normal(3,1) en rojo y punteada; (¢) Un cambio
en la varianza, supone un cambio en la variabilidad, pero el area bajo la curva
sigue siendo 1, por ello tienen distinta altura: Normal(0,1) en azul y continua
y Normal(0,3) en rojo y punteada

Como puede apreciarse, la Normal (campana de Gauss) es simétrica res-
pecto de la media (que en este caso coincide con la mediana y la moda), o sea,
el coeficiente de asimetria valdra cero y ademaés el coeficiente de curtosis es 3.

La funcion de densidad es:

1 _(z—p)?

vV 2mo?

flasp,0%) =

La funciéon de distribucion acumulada es:

T 1 2
F(x;p,0%) = / Nt e dy

La dejamos de esta forma, ya que un integrando de la forma e~ no tiene

primitiva. Por tanto, para calcularla o bien se emplea algiin método numérico o
se usan tablas, que es lo que haremos nosotros. Para ello necesitamos presentar
la:

Distribucion normal estandar: Es aquella distribucién normal con me-
dia 0 y varianza 1. La denotaremos mediante la letra Z.

Los valores que se recogen en las tablas (las tablas estdn en el libro de
Gregori y Epifanio [34]) son para N(0,1), ademés algunas calculadoras tam-
bién permiten calcular probabilidades de una Normal estdndar. La tabla nos
proporciona:
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Figura 1.6: ®(z)

Fijate que, P(Z > z) = 1- P(Z < 2), P(Z < —2) =1- P(Z < z),
P(Z > —z) = P(Z < z). Ayudate de un grafico si lo necesitas.

(b) ()

Figura 1.7: (a) P(Z > 2); (b) P(Z < —2); (¢c) P(Z > —=z)

Con la tabla de la Normal(0,1) podemos calcular cualquier probabilidad
de cualquier Normal, con cualquier media p y varianza o2, no necesariamente

N(0,1):

Estandarizacién: sea X ~ N(u,0?), podemos estandarizarla (o tipificarla)
y convertirla en una N(0,1) de la siguiente forma:

X —p
—

O sea, si X ~ N(u,0%), Pla< X <b) = P(“t < Z <) = P(Z < =4 -
P(Z < )

7 =

Fijate que para estandarizar, dividimos por la desviaciéon tipica o, NO por
la varianza o?.

Fijate que como la Normal es simétrica respecto su media u, para X ~
N(u,02): P(X < p) = P(X > p) = 0.5. Ademds, si z > p, P(X < z) > 0.5.
También, si x < u, P(X < z) < 0.5. Siempre que tengas dudas, recurre a
hacer una representacion grafica.
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Ejemplo 1.14: Si X ~ N(u,0?), la fraccién (proporcién) de niimeros que
estan a 3 desviaciones de la media es 0.9972, no importa el valor de p, ni o2:

Pp—30 <X < p+30) = P(LE2E < 7 < BE3920) — P(—3 < Z < 3)
= P(Z<3)-P(Z < —3)=0.9986 - (1- P(Z < 3)) = 0.9986 - (1 - 0.9986) =
0.9972

Puedes comprobar que la fraccién de niimeros que estan a 2 desviaciones
de la media es 0.9544 y la fraccion de nimeros que estan a 1 desviacién de la
media es 0.6826.

Observacién: Aunque tedricamente la curva normal representa una distri-
bucién continua, a veces se usa para aproximadamente describir la distribucién
de una variable discreta. En esos casos, podria aplicarse una correccion de con-
tinuidad, para asi obtener una mayor precision.

Otras distribuciones son la y? Chi-cuadrado, t de Student y F de Snedecor,
que usaremos este curso. Un ejemplo de ellas se muestra seguidamente.

(a) xTo (b) ts (¢) Flazo)

Figura 1.8: (a)x? Chi-cuadrado; (b) t de Student; (¢) F de Snedecor

1.7. Muestras aleatorias. Otros tipos
de muestreo

Recordemos que nuestro objetivo es inferir sobre la poblacion. La pobla-
cién dificilmente puede estudiarse al completo (podria ser econémicamente
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inviable, temporalmente impracticable, existir sélo conceptualmente, podria
también conllevar la destruccién del objeto de estudio, como seria el caso de
estudiar el tiempo de vida de una partida de bombillas, etc.). Por ello, noso-
tros sélo contamos con una muestra de la poblacién. ;Como generalizar mas
alla de un conjunto de datos particular? El primer paso para el desarrollo de
una base para la inferencia estadistica es encontrar un modelo probabilistico
de las muestras que nos permita utilizarlas para inferir informacién sobre la
poblacién de la que se han extraido: el muestreo aleatorio simple.

Existen diversas técnicas de extraccién de muestras de una poblacién (co-
mo veremos seguidamente). Nosotros nos centraremos en la mas simple:

Muestreo aleatorio simple: Se caracteriza por:

i) cada miembro de la poblacién tiene la misma probabilidad de ser selec-
cionado;

i1) las selecciones son independientes las unas de las otras.

Ejemplo 1.15: Imaginemos que deseamos conocer el gasto en ocio (en un
mes) de los jévenes (18-30 anos) espanoles. Para ello extraemos una muestra
de tamano N (por ejemplo N = 100) por muestreo aleatorio simple (pregunto
el gasto a N jovenes completamente al azar). Si cada estudiante de la clase
repitiera el experimento, tendriamos tantas muestras de tamano N como es-
tudiantes en la clase.

Por tanto, podemos considerar las variables aleatorias X, Xs, ..., Xy don-
de X representa el valor (gasto) de la primera persona elegida (que variard de
una muestra a otra), Xs el valor de la segunda persona, ..., Xy el valor de la
N-ésima persona.

Por la condicién i), la distribucién de cada X;, 1 < i < N, es la misma
que la de la poblacién (todas las variables X; siguen la misma distribucién).
Por i) X3, Xs, ..., X son independientes (el conocimiento de una variable no
aporta informacién acerca de los valores de la otra variable).

En consecuencia, X, X, ..., Xy, son independientes e idénticamente dis-
tribuidas (i.i.d) y constituyen una muestra aleatoria de tamano N. La fun-
cién de densidad o probabilidad conjunta de la muestra sera por definicién:
Jo(xr, ... z) =112, fo(xi), donde fy(z) es la distribucién de la poblacién y 6
el vector de pardametros desconocidos de la misma. Cuando las realizaciones se
conocen, fo(xy,...,x,) = L(0) es una funcién de los parametros desconocidos
y se denomina funcion de verosimilitud. Esta funcion serd muy util para hacer
inferencias sobre los parametros.

Estadistico: Es cualquier funcién de las variables X, X5, ..., Xy que
constituyen una muestra aleatoria. Algunos ejemplos son:

@ Irene Epifanio / Pablo Gregori - ISBN: 978-84-692-4538-5 33 Ampliacion de Estadistica para la Ingenieria Técnica en Informatica de Gestion - UJI



Media de muestreo:

Xi+Xo+ .+ XN
N

X =

Varianza de muestreo:

Zﬁil (Xi — Y)Z

2 _
5= N-—1

Un estadistico es una variable aleatoria por ser funcién de variables aleato-
rias, por lo cual tiene una distribucion que se llama distribucion de mues-
treo.

Nota: denotamos con mayusculas los estadisticos de muestreo por ser va-
riables aleatorias, de esta forma se distinguen de las cantidades muestrales (T y
s?, por ejemplo) que vimos en el apartado 1.2, que corresponden a una muestra
concreta y tienen un valor numérico concreto.

1.7.1. Distribuciones en el muestreo y estimadores

Se vieron el curso pasado algunas distribuciones en el muestreo: distribucién
en el muestreo de una proporcién, de la media y de la varianza.
= Distribucién en el muestreo de la media:

Sea X, X, ..., Xy m.a.s. (muestra aleatoria simple) de v.a. (variable
aleatoria) X con E(X) =uy Var(X) = o2 Media muestral:

Xi+Xo+ .+ XN
N

E(X) = %Zfil E(X;) = %Zi\ilﬂ =H
Var(X) = %Zf\il Var(X;) = SN 02 =0?/N

X =

La distribucién exacta de X depende de la distribucién de la poblacién:

o Si X ~ N(u,0%), X ~ N(u,0%/N)
e Si N grande, X puede aproximarse por N (u,o?/N)
= Distribucion en el muestreo de una proporcion. Denotamos por p la pro-

porcion desconocida de elementos con cierto atributo y P la proporcion
de elementos de la muestra con dicho atributo:

X1+ Xo+ ...+ XN
N

P

X; ~ Bernoulli(p), E(X;) = p,Var(X;) = p(1 — p)
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Es un caso particular de la distribucién muestral de una media:

E(P)=p Var(P)=p(1-p)/N
La distribucién en el muestreo para N grande: N(p,p(1 —p)/N)

= Distribucién muestral de la varianza:

E(S%) = g5 (0, Bl(Xi—p)?| =NE[(X —p)?)) = g5 (0, Var(X;) -
NVar(X)) = 7 (No? — 02) = o2

Si definimos S? dividiendo por N: E(+ 37 (X; — X)?) = ¥=142

La distribucion es, en general, asimétrica, dependiendo de N y la pobla-
cién base. Asintoticamente normal, aunque con aproximacién muy lenta.

Para poblaciones normales:

() e () (2

o L_U?SZ ~Xho1 = B(S?*) =0 y Var(S?) = 250"

e X y S? son independientes

Especificamos las propiedades deseables de los estimadores:

= [nsesgadez: Un estimador es insesgado si su distribuciéon muestral esté cen-
trada en el pardametro a estimar.

s Eficiencia: Dados dos estimadores T} y T3 de un mismo parametro, se
dice que T} es mas eficiente que T5 si la varianza de T} es menor que la
de TQ.

= (Consistencia: Un estimador es consistente si se aproxima al crecer el
tamano muestral, al valor del parametro que estima.

Los estimadores que usamos para estimar la media de una poblacién, la
varianza y una proporcion eran:

= Media: X

e Estimador insesgado de p

e Estimador consistente de u

= Proporcion: caso particular de X
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= Varianza: S2

e Estimador insesgado de o

e Estimador consistente de o2
Si dividimos por N:

e Estimador sesgado de o2 (asintéticamente insesgado)

e Estimador consistente de o2

Se estudiaron cémo obtener estimadores que, de una manera general, ten-
gan buenas propiedades. En particular se consideraron los siguientes métodos:

m Método de los momentos. Este es uno de los métodos mas elementales
de estimacion. En una amplia variedad de problemas, el pardmetro des-
conocido es una funcién conocida de un nimero finito de momentos de
la distribucién. Su estimacién por el método de los momentos, consis-
te en sustituir los momentos de la distribucién por los correspondientes
momentos muestrales.

= Mdzima verosimilitud. La idea de la estimacion maximo verosimil de los
parametros 6, 05, ..., 0, que caracterizan una variable aleatoria X, es
elegir los valores de los pardmetros que hacen que la muestra observada,
x1, Ta, ..., Tp, Sea la mas verosimil.

Otros métodos de estimacién como el método herramental (jackknife) y
la estimacién autosuficiente (bootstrap) puede encontrarse en los apéndices de

[56].

Hasta ahora nos hemos limitado a estimar puntualmente un parametro, no
obstante, una estimacion puntual podria no ser suficiente, pues no indica el
error que cometemos con la estimacion. Por esto, seria conveniente dar cierta
idea de la precision de la estimacién. Una medida de la precision que podria
usarse seria el error estandar del estimador, es decir, la desviacion estandar del
estimador. Otro enfoque, seria usar un intervalo de confianza, donde se espera
que esté el parametro. Este curso, trataremos la estimacion por intervalos de
confianza.

1.7.2. Otros tipos de muestreo

Aunque a lo largo de este curso siempre supondremos que nuestra muestra
se ha obtenido por muestreo aleatorio simple, existen otros tipos de muestreo.

Un objetivo primordial de los procedimientos de muestreo es conseguir que
la muestra sea representativa de la poblacién («como la poblacién, pero en ta-
mano reducido»). Acabamos de presentar el muestreo aleatorio simple, que se
usara cuando los elementos de la poblacion sean homogéneos respecto a la ca-
racteristica a estudiar. Pero si disponemos de algin tipo de informacién sobre

@ Irene Epifanio / Pablo Gregori - ISBN: 978-84-692-4538-5 36 Ampliacion de Estadistica para la Ingenieria Técnica en Informatica de Gestion - UJI



la poblacién seria conveniente emplearla a la hora de seleccionar la muestra. Un
ejemplo clasico son las encuesta de opinién, donde los elementos (personas) de
la poblacién son (o pueden serlo) heterogéneas en razén a su sexo, edad, pro-
fesiéon, etc. En estos casos interesaria que la muestra tuviera una composicion
analoga a la poblacién, lo cual se conseguiria mediante muestreo estratificado.

Muestreo estratificado: Los elementos de la poblacién se dividen en cla-
ses o estratos. La muestra se toma asignando un nimero de miembros a cada
estrato (pueden usarse distintos criterios: proporcional al tamano relativo del
estrato en la poblacién, proporcional a la variabilidad del estrato, considerando
costes, ...) y escogiendo los elementos por muestreo aleatorio simple dentro de
cada estrato.

Ejemplo 1.15 (continuacién): En este ejemplo, estarfa bien dividir los
elementos segiin su nivel econémico, y por ejemplo dividirlos segin la zona
de la ciudad en que habiten: zona centro (clase alta), zona intermedia (clase
media), barrios periféricos (clase baja).

Ejemplo 1.16: Queremos conocer la resistencia de los plasticos que hay
en un almacén. Los plasticos provienen de dos fabricantes distintos. Seria me-
jor considerar dos estratos (cada fabricante), que los pldsticos como un todo
y muestrear sin distincién, porque puede que la distribucion sea diferente en
cada estrato.

Muestreo por conglomerados: Se utiliza si la poblaciéon se encuentra
de manera natural agrupada en conglomerados, que podemos considerar como
una muestra representativa de la poblacion. La muestra se toma seleccionando
algunos conglomerados al azar y dentro de ellos analizando todos sus elemen-
tos o una muestra aleatoria simple.

Ejemplo 1.15 (continuacidén): Siguiendo con este ejemplo, dentro de ca-
da estrato (zona de la ciudad) podemos hacer divisiones en calles, las calles
serfan conglomerados ya que podemos considerarlas homogéneas respecto a la
caracteristica a estudiar.

Ejemplo 1.17: Supongamos que queremos analizar el didmetro de unas
tuercas que tenemos almacenadas en cajas. Seria mas conveniente seleccionar
al azar unas cajas y dentro de ellas realizar un muestreo aleatorio simple que
llevar a cabo un muestreo aleatorio simple, pues esto implicaria seguramente
abrir muchas maés cajas.

Las ideas de estratificacion y conglomerado son opuestas: la estratificacién
funciona tanto mejor cuanto mayor sean las diferencias entre los estratos y mas
homogéneos sean éstos internamente; los conglomerados funcionan si hay muy

pocas diferencias entre ellos y son muy heterogéneos internamente.

Muestreo sistematico: cuando los elementos de la poblacién estan orde-
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nados en listas, se usa el muestreo sistematico. Si la poblacién es de tamano
N y la muestra deseamos que sea de tamano n, tomaremos k como el entero
més proximo a N/n, elegiremos un elemento al azar entre los k primeros, por
ejemplo el ny, después tomaremos los elementos ny + k, n; + 2k, etc, hasta
completar la muestra.

Como se ha visto en el ejemplo 1.15, los distintos tipos de muestreo pueden
emplearse conjuntamente. Por ejemplo, en el andlisis de didmetros de tuercas
en cajas provenientes de dos fabricantes distintos (juntamos las ideas de los
ejemplos 1.16 y 1.17).

Debemos tener muy presente que, tan importante es analizar bien los da-
tos suministrados por la muestra, como obtener ésta de forma adecuada. De
hecho, un mal diseno muestral, puede llevarnos a conclusiones falsas. Algunos
ejemplos de malos diseios muestrales (desgraciadamente de moda), y que por
tanto, carecen de validez estadistica serfa: escoger una muestra de voluntarios
(son personas que se ”autoseleccionan”, en respuesta a un llamamiento gene-
ral, un ejemplo muy repetido seria el solicitar la opinién sobre un tema en un
programa de TV y considerar como muestra las respuestas dadas por teléfono
o sms) o el muestreo de conveniencia, donde sélo se seleccionan a los individuos
u objetos de mas facil acceso.

Ademas, debemos tener en cuenta algunas precauciones, para no sufrir
algin tipo de sesgo. Este puede venir de la falta de cobertura (cuando algunos
grupos de poblacién se dejan fuera del proceso de seleccién de la muestra), de
la no-respuesta (cuando un individuo seleccionado en la muestra no puede ser
localizado o no quiere contestar), del sesgo de respuesta (los encuestados pue-
den mentir o el encuestador puede también influir en las respuestas), de cémo
se hayan redactado las preguntas de la encuesta (puede ser muy influyente),
ete.

Por otro lado, las encuestas muestrales son estudios observacionales, es de-
cir, se observa a unos individuos y se mide las variables sin intervenir (influir)
en los individuos. En cambio, si lo que se pretende es tratar de establecer algu-
na relacion de causalidad, deberia realizarse un experimento (como se verd en
el tema dedicado a Disefio de Experimentos).

Observacién: El fin de esta aclaracion es tratar de dar una vision gene-
ral y localizar en qué punto del temario nos encontramos, para no perder de
vista el objetivo final, que trataremos en este curso. En el ejemplo 1.3 (el del
ratén ergonémico para ninos), nos interesaba estudiar toda la poblacién de
ninos. Como eso es inviable, extraeremos una muestra (representativa) de la
poblacién, por ejemplo, N = 100 ninos (muestreo aleatorio simple, apartado
1.7). A partir de esa muestra estudiaremos la variable X = “longitud del dedo
indice” en la que estabamos interesados. Esta variable es cuantitativa y conti-
nua. (Podfa habernos interesado més variables continuas como Y = “longitud
entre dos puntos determinados de la mano”, u otro tipo de variables, como Z
= “satisfaccion con un determinado juguete”.)
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Los datos (100 en este caso) que habriamos obtenido, primeramente los po-
driamos describir haciendo uso de las técnicas vistas en el apartado 1.2: tablas
de frecuencias, graficas (histogramas, diagramas de cajas, etc.) y medidas des-
criptivas: media (T), mediana, varianza (s?), desviacién tipica (s), percentiles,
etc. Pero como ya sabemos, no estamos interesados en esos 100 ninos concre-
tos, sino en todos los ninos, toda la poblacion. Para poder extraer conclusiones
(inferir) acerca de la poblacion (esto se vera en este curso), «necesitamos» asu-
mir que nuestros datos provienen de una poblacién que sigue un determinado
modelo tedrico (apartado 1.4, 1.5 y 1.6). A veces podria no asumirse un mo-
delo paramétrico pero la estadistica no paramétrica queda fuera de nuestro
alcance. También existen tests para probar si nuestros datos provienen de un
determinado modelo, que veremos en este curso.

Las conclusiones que obtendremos vendran dadas en términos probabilisti-
cos (por ejemplo, el intervalo de confianza al 95 % para u es ...) y serdn conclu-
siones sobre descriptores de la poblacién (apartado 1.3): media (u), varianza
(6?), etc., que en realidad, muy dificilmente se conocen.
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PARTE ||
AMPLIACION DE ESTADISTICA
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Capitulo 2

Inferencia estadistica.
Estimacion

Pienso que lo esencial, si quieres ser un buen estadistico a diferencia de
ser un matemdtico, es hablar a la gente y averiguar lo que estdn haciendo y
por qué lo estdn haciendo.

FLORENCE NIGHTINGALE DAVID

2.1. Introduccion a la inferencia estadistica

La inferencia estadistica trata los métodos mediante los cuales podemos
hacer inferencias (extraer determinadas conclusiones o generalizaciones) sobre
una poblacién, a partir de la informacién extraida de una muestra aleatoria de
dicha poblacién (como acabamos de repasar).

La inferencia estadistica podria dividirse en dos areas: la estimacién y los
contrastes de hipdtesis. En este tema trataremos la estimacién (aunque ya se
traté en parte en el curso pasado) y en el siguiente, los contrastes de hipétesis.

» Estimacion: Busca determinar el valor de una caracteristica desconoci-
da (pardmetro) de la poblacién.

= Contraste de hipdtesis: Busca determinar si es aceptable que la ca-
racteristica estudiada cumpla cierta condicién o comprobar una teoria o
hipétesis sobre una poblacion.

Veamos algunos ejemplos sencillos como ilustracion:

Ejemplo 2.1 (Examen 3/9/2007): Se han propuesto diversos métodos
para detectar si una persona no autorizada (un intruso) accede a una cuenta
con el nombre de usuario y contrasena (robada o descifrada) correctas. Uno de
ellos consiste en medir el tiempo entre las pulsaciones de las teclas. A un im-
portante usuario autorizado (debidamente identificado) se le ha medido dicho
tiempo, dando las 121 observaciones recogidas una media, £ = 0.2 segundos y
una desviacion tipica (s) de 0.07 segundos. La media de dicha muestra puede
emplearse para estimar la media de la poblacién entera (todos los tiempos en-
tre pulsaciones de dicho usuario), sin embargo, debe quedar claro que NO es
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la media verdadera de la poblaciéon. Emplearemos la distribucién de muestreo
de X para tener una idea de la exactitud de la estimacién (Problema de
estimacién).

Ejemplo 2.2 (Examen 24/1/2007): A fin de verificar la adecuacién de
un sistema informatico interactivo de venta de entradas de cine, se controla el
tiempo de servicio de los usuarios. Para que este sistema sea satisfactorio, el
tiempo de servicio medio por cliente no debe superar los 2 minutos. En efecto,
los estudios realizados mostraron que un tiempo medio superior produce unas
colas demasiado largas, y una espera que el usuario no esta dispuesto a sopor-
tar; por lo tanto, el cine perderd clientes y dinero si el requisito mencionado
no se satisface. Para controlar el tiempo de servicio, se observa una muestra
aleatoria simple de 31 usuarios en uno de los cines de la cadena (en el ABC
vamo ar sine), para saber si se debe o no proceder a la modificacién del sistema
informéatico de venta. El tiempo de servicio medio observado en la muestra es
de 2.17 minutos y la desviacion tipica de 0.4 minutos. Para comprobar si se
debe modificar el sistema informéatico actual, se plantearia la hipdtesis de que
el tiempo medio de servicio no supera los dos minutos, y tras las pruebas opor-
tunas, dicha hipdtesis podra o no podra ser rechazada. En este ejemplo no se
pretende estimar un parametro, sino decidir sobre una hipdtesis. La teoria del
muestreo también nos ayudara a determinar la exactitud de nuestra decision
(Problema de contraste de hipétesis).

2.2. Estimacion

Distinguiremos dos tipos:
a) Estimacién puntual

Se trata de estimar un parametro poblacional mediante un ntimero que lo
aproxime. En el ejemplo 2.1, estimamos la media de la poblacién (u) con la
media de una muestra (7). Sin embargo, no podemos esperar que una estima-
cion puntual coincida exactamente con el parametro poblacional que pretende
estimar, por ello en muchas ocasiones sera preferible proporcionar un intervalo

que contendra al parametro poblacional con un grado razonable de certidum-
bre.

b) Estimacién por intervalos

Obtendremos intervalos, en los que confiamos que se encuentre el parametro
poblacional a estimar, por ejemplo la media poblacional p. A estos intervalos
se les conoce como intervalos de confianza para el pardmetro al (1 - «) - 100 %,
donde 1 - « es el grado o nivel de confianza o también intervalos de confianza al
nivel de significacién «. (a estard entre 0 y 1, valores comunes son: 0.1, 0.05 y
0.01). Cuanto mayor sea 1 - « (nivel de confianza), mas amplio sera el intervalo.
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Formalmente, definimos un intervalo de confianza como un intervalo
aleatorio cuyos puntos extremos 77 y Ty (T < T5) son funciones de la muestra
aleatoria y tales que:

P(TI(Xlu"'7Xn> §9§T2<X177Xn)) > 1—06,

donde al valor 1 — « se le llama nivel de confianzay 0 < a < 1.

Para una realizaciéon de la muestra concreta, z, xs, ..., x,, obtenemos un
intervalo numérico (Ti(x1,...,x,), To(x1,...,x,)) que se llamard (abusando
del lenguaje) también intervalo de confianza. Obviamente, en este caso no tiene
sentido hablar de probabilidad, y por ello, diremos que tenemos una confian-
za de 100(1 — «) %, en el sentido de que si tomdsemos infinitas realizaciones,
X1, X9, ..., Tn, de la muestra y construyésemos los correspondientes intervalos
numéricos, el 100(1 — a) % de estos intervalos contendrian el valor del pardme-
tro y los restantes no. Debe recalcarse que es el intervalo el que es aleatorio, y
no el parametro.

{Cuadl es la interpretacion de un intervalo de confianza?

Supongamos que construimos un intervalo de confianza al 95 % para pu, para
una serie de muestras de una poblaciéon Normal, cada una de ellas formada por,
por ejemplo, 20 observaciones. Cada vez tendremos una media muestral (7)
diferente, mientras que p no varfa. Entonces, el 95% de los intervalos que
construyésemos contendra a p. Por supuesto, en un experimento concreto sélo
disponemos de una muestra (formada por los 20 datos) y esperaremos “con
conflanza” que nuestra muestra sea una de las del 95% (jcuidado!: no tiene
sentido hablar de la probabilidad de que p esté en un intervalo, ya que aunque
1 es desconocida, no es una variable aleatoria, sino entrariamos en el campo
de la inferencia Bayesiana). Veamoslo gréaficamente:

mm_
34 36 38 A0 42

~

LT \
ST=0374N — —

P 1
\s=0033 /
3 0. ?3/
.,0/‘\
n& I../"’- _“"‘-\\ / \
e e N | B
J ( p=0.38 \l 8 | E195% de los
— / i intervalos de
%\‘x =008 / T ¢~ confianza
@ T s S X=0385" contendrdn a
e e f E— . .
N=20 | } 1= 0.38
\\"‘-—__.p '\\_s =0.025 /‘J
—
N=120 etc. ete.
o/ F=037T

\s=0031 /) —*» 1)
. e -

Figura 2.1: El 95% de los intervalos de confianza contendran a u = 0.38. El
tamano muestral considerado cada vez es 20

Si en lugar de 20, el tamafnio muestral en cada muestra fuera 5, los intervalos
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serdn mds grandes, pero nuevamente el 95% de los intervalos de confianza
contendran a p = 0.38, segun la siguiente grafica.
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Figura 2.2: El 95% de los intervalos de confianza contendran a u = 0.38. El
tamano muestral considerado cada vez es 5

2.2.1. Estimacién puntual

Se ha repasado en el apartado 1.7.1, ain asi, veamos simplemente cémo
estimar ciertos parametros de determinadas distribuciones:

i) Estimador puntual de p, para una Binomial(n,p), n conocido:
D= % donde X es el nimero de éxitos que ocurren en las n observaciones.
ii) Estimador puntual de u, para una Normal(u,0?):

o=X.

Ejemplo 2.1 (continuacién): i = T = 0.2 segundos. [J

iii) Estimador puntual de o2, para una Normal(u,0?):

52 — 'JL\LI(X";_Y)2
N-1 :

Ejemplo 2.1: Hacemos el muestreo y s> = 0.07% O

Si en lugar de haber dividido por N — 1, hubiésemos dividido por N, ha-
briamos obtenido un estimador sesgado, es decir, E(S?) = o2, mientras que

N (Xi—X)?
B(2=CAy - (N~ 1/N)o2

iv) Estimador puntual del pardmetro A\ de una Poisson:

~

A=X.
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2.3. Estimacién por intervalos

A lo largo de este apartado N denotara el tamano muestral y « el nivel de
significacion.

A continuacion se examinaran algunos casos particulares de intervalos de
confianza para los parametros mas importantes: medias, varianzas y propor-
ciones. Aunque primero, veremos la construcciéon de un intervalo de confianza
para un parametro desconocido € (en particular p), usando un estadistico pi-
vote, es decir, un estadistico cuya distribucién en el muestreo no depende de
f. Para el resto de casos se haria analogamente:

2

A) Intervalo de confianza para u, con ¢* conocida:

Sea X7, X5, ..., X una muestra aleatoria de una poblacion con media

u desconocida y o2 conocida. Z = f/\_/% es aproximadamente N(0,1) si IV es

grande (por el teorema central del limite).

Por tanto, P(-z4/2 < Z < 24/2) = 1 - 0, donde 2,5 es tal que P(Z > z,/9)
= «a/2.

Por ejemplo, para a = 0.05:

)—U

96) = 0.05/2 = 0.025 y P(-1.96 < Z < 1.96) = 0.95 —
)jf_ ) =0.95 —

(Z =1

(-1.96 <

P(-1.96:0/vVN < X — 1 < 1.96:0/v/N) = 0.95 —
P(-

(

)—U

1.96-0/vVN - X <-p < 1.96.0/v/N- X) = 0.95 —
P(X +1.96:0/VN > > X - 1.96:0/vV/N) = 0.95 —

P(X -1.96:0/vVN < < X +1.96:0/VN) = 0.95.
(T - za/Qﬁ), T + zajprg) con P(Z 2 zap0) = /2, Z ~ N(0,1)

B) Intervalo de confianza para yu, con ¢ desconocida, para Nor-
males:

(T - ta/Q\/_sﬁ, T+ ta/zﬁ) con P(T > t,/5) = /2, T es t-Student con N —1
grados de libertad

R: t.test(x, conf.level = 0.95, ...)
Nota: la distribucion ¢ se denomina ¢ de Student por el seudénimo emplea-

do por Gosset para publicar sus trabajos. Gosset trabajaba para la Guiness
Brewers (la cervecerfa) en Irlanda, y debido a que su patrén desaprobaba la
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publicacion de investigaciones de un empleado, tuvo que publicar sus resulta-
dos bajo el seudénimo Student.

Ejemplo 2.3 (Examen 21/1/2009): Imagina que disponemos de un pro-
grama para simular el sistema y obtener los resultados (asumidos normales),
en el contexto siguiente: un supermercado, para el que se plantean dos estra-
tegias de distribucién de cajas de pago y colas. Para cada una de las cuales,
hemos simulado réplicas independientes y obtenido el tiempo medio que los
clientes estarian haciendo cola:

Estrategia 1 (la actualmente en uso): 1.91, 1.82, 1.71, 1.83, 2.2, 2.4
Estrategia 2: 1.53, 1.66, 1.24, 2.34, 2

Centrandonos uinicamente en la estrategia 2, encuentra el intervalo de con-
fianza al 95 % para el tiempo medio de espera en cola.

Usaremos el caso B, ya que el enunciado nos dice que el tiempo de espera
es Normal, y no conocemos o2: (T =+ t, /gj—ﬁ). A partir de los N = 5 datos del
enunciado para la estrategia 2, obtenemos T = 1.754 y s = 0.426357. A partir
de las tablas (las tablas estaban en el libro de Gregori y Epifanio [34]), como
a = 0.05 (pues la confianza es 95 %) y los grados de libertad son N - 1 =5
-1 =4, ta2 = toos/2 = tooes = 2.776. Por tanto, (T £ ta/2ﬁ> = (1.754 +
2.776%) = (1.754 4+ 0.529393) = (1.754 - 0.529393, 1.754 + 0.529393) =
(1.22461, 2.28339)

C) Intervalo de confianza para j, con o> desconocida y N grande
(N > 30):

(T - 2025 T+ 2aj2f5) con P(Z 2 20p2) = /2, Z ~ N(0,1)

Observacién: Aun cuando la normalidad no pueda suponerse, si desea-
mos obtener un intervalo de confianza para p con la varianza desconocida, si
la muestra es grande, podemos usar C). Si la muestra es pequefia, usaremos
B) si la distribucién es normal.

Fijate que z4/2 cumple: P(Z > z,/2) = /2, Z ~ N(0,1), es decir, la pro-
babilidad que la variable Z sea mayor que 2,/ es a/2.

A partir de la tabla de la Normal(0,1), podemos tener los valores criticos
que mas frecuentemente usaremos: zg; = 1.28, zp.05 = 1.64, 29,025 = 1.96, 20.01
= 233, 20.005 — 2.57.

Ejemplo 2.1: Construye un intervalo de confianza al 99 % para el tiempo
medio entre pulsaciones de dicho usuario.
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En el enunciado del ejemplo, no aparece senalado que el tiempo entre pul-
saciones se distribuya normalmente, pero el tamano muestral (121) es grande,
asi que usaremos el caso C, para obtener el intervalo de confianza. En este
ejemplo, o = 0.01, puesto que la confianza es 99 %, asi que sustituyendo en el
intervalo (T & 2,2 75, tendrfamos (0.2 & 2.57% = (0.18,0.22)

Para determinar el tamano muestral necesario para una precisiéon deter-
minada, en el caso de la estimacién de la media p a partir de una muestra
aleatoria simple, usaremos:

Za/2 tO\2
Error
Cuando ¢ es desconocida, podemos recurrir a estudios previos o bien a la

obtencién de una muestra piloto previa, con la que estimaremos o, mediante s.

Ejemplo 2.1: Si deseamos que el error en la estimacién del tiempo medio
anterior sea inferior a 0.01 segundos con una confianza del 95 %, y teniendo
en cuenta que podriamos asumir ¢ = 0.07, jcuantas observaciones deberian
recogerse como minimo?

CoN 2 . 2
N <za/2 O') _ 1.96 -0.07 .
Error 0.01
Al menos, deberian recogerse 189 observaciones.

Aunque no entre en la materia del curso, no estd de mas conocer que, a
veces, el interés no esta en la estimacién de parametros, sino en donde caen
las observaciones individuales. Asi pues, debemos distinguir entre intervalos de
confianza e intervalos de tolerancia. Para una distribucién Normal con media y
varianza desconocidas, los limites de tolerancia estan dados por T + ks, donde
k estd determinado de modo que se pueda establecer con una confianza del
100(1 - ) por ciento que los limites contienen al menos una proporcién p de la
poblacién. En Montgomery y Runger [49] (por ejemplo), puedes encontrar las
tablas que proporcionan k, con las que calcular estos intervalos de tolerancia,
y mas informacién sobre este punto.

A continuacién, consideramos dos muestras aleatorias simples, X7, X, ...,
X,eY1, Y, ..., Y, obtenidas de dos poblaciones de interés X e Y, con el fin
de construir intervalos que permitan comparar pardmetros (seguimos con las
medias) de X e Y.

Debemos diferenciar entre muestras independientes y apareadas. Hay veces
que las muestras no son independientes, sino dependientes. Pueden ser aparea-
das (emparejadas), como es el caso de tener datos del tipo «antes» y «después»
en el mismo individuo u objeto (unidad experimental), o bien si a cada objeto
(u objetos emparejados) se le aplican dos métodos, o sea, que por cada uni-
dad experimental tendremos dos observaciones, a diferencia de las muestras
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independientes, donde las unidades experimentales son seleccionadas de forma
independiente. En el caso de un muestreo apareado, conseguiremos grupos mas
homogéneos, reduciéndose la variabilidad experimental.

D) Intervalo de confianza para la diferencia de medias u; - o,
con o} y o5 conocidas, para muestras aleatorias independientes (N,
= tamano muestral de la muestra de la poblacién 1, N, = tamano muestral

de la muestra de la poblacion 2):

(1 - To & zapp\/ G+ F) con P(Z 2 zap5) = /2, Z ~ N(0,1)

E) Intervalo de confianza para la diferencia de medias p; - o,
con o7 y o5 desconocidas, para muestras aleatorias independientes y
tamanos muestrales grandes (/N; = tamano muestral de la muestra de la
poblacién 1, Ny = tamano muestral de la muestra de la poblacién 2):

(T1 - To & 2o\ 5 + 42) con P(Z 2 zap2) = /2, Z ~ N(0,1)

Para el caso de una diferencia entre dos medias, la interpretacion del in-
tervalo de confianza puede extenderse a una comparacién de las dos medias.
De esta manera, por ejemplo, si tenemos gran confianza de que una diferencia
{11 - o es positiva, realmente inferiremos que gy > ps con poco riesgo de caer
en un error. Por tanto, en la interpretacion de los intervalos de confianza para
diferencia de medias nos fijaremos si el cero pertenece al intervalo o no. Piensa
que si son iguales, su resta vale cero, con lo cual si cero no esta incluido en el
intervalo, indicaria que las medias poblacionales son diferentes.

F) Intervalo de confianza para la diferencia de medias p; - po
de poblaciones normales independientes, con varianzas poblaciona-
les desconocidas pero iguales (0?7 = 03) (N; = tamafo muestral de la
muestra de la poblacion 1, Ny = tamano muestral de la muestra de la pobla-
cion 2):

_ — N1—1)s24(Na—1)s2
(T1 - Ty £ tasp (M N)ler(z—22 ) %/]\]’\1[;;\],\;2) con P(T' > to0) = /2, T es
t-Student con Ny + Ny — 2 grados de libertad

R: t.test(x,y, var.equal = TRUE, conf.level = 0.95, ...)

Ejemplo 2.3: Calcula el intervalo de confianza de la diferencia de tiem-
pos medios de espera al 95% para ambas estrategias, asumiendo igualdad de
varianzas (lo comprobaremos en un apartado posterior). ;Podemos suponer
igualdad de medias poblacionales?

Segun el enunciado, podemos asumir normalidad e igualdad de varianzas,

ademds como los tamanos muestrales son pequenos (N7 = 6 y Ny = 5), y las
muestras son independientes, usaremos el caso F. Con la calculadora, pode-
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mos obtener los estadisticos muestrales que necesitamos (media y desviaciones
tipicas de cada muestra), e introducirlos en la férmula:

(T1 - Ty & togpy) gt Mest | [NeENa) — (1.97833 - 1.754 +
o 052 ) COZHBPLO_1)042635T | f645) _ (().22433 + 0.47403) = (-0.25,0.698).

6+5—2

Puesto 0 € (-0.25,0.698), no podemos afirmar que exista diferencia entre los
tiempos de espera medios (i1 y p2) de ambas estrategias, al 95 % de confianza.

G) Intervalo de confianza para la diferencia de medias p; - o
de poblaciones normales independientes, con varianzas poblaciona-
les 02, 02 desconocidas y desiguales (N; = tamano muestral de la muestra
de la poblacién 1, Ny = tamano muestral de la muestra de la poblacién 2):

(T1 - Ta £ tay2n/ zsv_i + ;—52) con P(T > to/2) = a/2, T es t-Student con gra-

Gl

o 1 2

dos de libertad NG ED:
Ni—1 No—1

R: t.test(x,y, conflevel = 0.95, ...)

Ejemplo 2.1: Un dia se graban los siguientes tiempos entre pulsaciones
para una entrada correcta de dicho usuario en segundos: 0.38, 0.31, 0.24, 0.2,
0.31, 0.34, 0.42, 0.09, 0.18, 0.46, 0.21. Asumiendo normalidad, y diferentes
varianzas (que ya es algo sospechoso), por lo que a los tiempos medios entre
pulsaciones se refiere, usa el intervalo de confianza apropiado, para determinar
si hay evidencia de que un intruso ha accedido a la cuenta de dicho usuario
(con a = 0.05).

Construiremos el intervalo de confianza de diferencia de medias para mues-
tras independientes con el caso G, siguiendo lo que podemos leer en el enun-
ciado.

En este problema, los grados de libertad de la t-Student son:

(0A072+0A1122)2
121 11 ~ 11
(0.072/121)2 | (0.1122/11)2 —
2i-1 T 111

(El - EQ :i: ta/Z \/ ;[_%1 + ;7_%2) == (02 - 0285 :i: t0‘05/2q / % —+ 0'111122> =
(-0.085455 + 2.2 - 0.034447) = (-0.16124, -0.00967)

Como 0 ¢ (-0.16124, -0.00967), si que hay diferencia entre las medias, si que
habria accedido un intruso.

H) Intervalo de confianza para la diferencia de medias up, para
muestras apareadas, con diferencia normal.
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(E £ tas2 %) donde d es la media de las diferencias y s4 es la desviacién
tipica de las diferencias. Ademads, P(T' > t,/2) = /2, T es t-Student con N -
1 grados de libertad, N es el numero de objetos (parejas) de que disponemos

R: t.test(x,y, paired = TRUE, conf.level = 0.95, ...)

Ejemplo 2.4 (Examen 1/9/2008): Este verano ha aparecido en los me-
dios de comunicacién un estudio realizado sobre los beneficios del Brain Trai-
ning. En concreto, durante quince semanas un grupo de personas jugd dia-
riamente durante un periodo corto de tiempo. A continuacién, aparece un
subconjunto adaptado de estos datos, con los tiempos en segundos (que asu-
miremos normal) para el ejercicio de agilidad mental, Célculo 20, en la primera
y ultima semana para 7 individuos:

Semana 1 Semana 15

Sujeto 1 60 31
Sujeto 2 50 25
Sujeto 3 54 20
Sujeto 4 74 35
Sujeto 5 58 24
Sujeto 6 65 23
Sujeto 7 57 22

Construyamos el intervalo de confianza de la diferencia de medias al 95 %,
para comprobar si existe diferencia entre ambas.

Obviamente las muestras no son independientes, son apareadas, ya que me-
dimos al mismo individuo, sin jugar y tras jugar varias semanas con el Brain
Training. Por ello, como ademas nos dicen que son Normales, usaremos el caso

H.

Lo primero serd obtener, las diferencias de la Semana 1 - Semana 15: 29
25 34 39 34 42 35, a partir de las cuales calculamos d = 34 y sq = 5.71548,
que introducimos en la férmula: (d & ta2 &) = (34 £ to.05/2 %) = (34 £
5.28595) = (28.7141, 39.2859)

Claramente 0 ¢ (28.7141, 39.2859), en consecuencia hay diferencia entre
los tiempos medios entre antes y después del uso del Brain Training.

A continuacion, nos interesamos por otros parametros:

2

I) Intervalo de confianza para ¢° en una poblacién normal:

(N—1)s2 (N—1)s2
2 9 2 )
Xo/2 X1—a/2

grados de libertad.

con P(x* > x2 ,) = /2, x* es chi- cuadrado con N — 1
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Ejemplo 2.4: Construye un intervalo de confianza de 99 % para la desvia-
cion tipica del Tiempo de la Semana 15.

El intervalo de confianza al 99 % para la varianza poblacional o? es:

(7—1)5.345222 (7—1)5.345222\ _ /(7—1)5.345222 (7—1)5.345222\
Con e ) = s e ) = (9:2464,253.70469)

Como buscamos el de la desviacion tipica o:

(v/9.2464,1/253.70469) = (3.041,15.928)

J) Intervalo de confianza para el cociente oc7/03 de varianzas de
dos poblaciones normales independientes:

(ﬁ 1t 1 ) donde P( F > F,/5) = a/2 y F es F de Snedecor con

2 2
55 Fa/2 7 sy Fl—a/2

(N; — 1, Ny — 1) grados de libertad

R: var.test(x, y, conf.level = 0.95, ...)

En la interpretacién de los intervalos de confianza para cociente de varian-
zas nos fijaremos si el uno pertenece al intervalo o no. Piensa que si son iguales,
su cociente vale uno, con lo cual si uno no esta incluido en el intervalo, indi-
caria que las varianzas poblacionales son diferentes.

Ejemplo 2.3: Construye un intervalo de confianza al 95 % para el cociente
de varianzas de ambas estrategias. ; Fue apropiado suponer igualdad de varian-
zas?

El intervalo es:

2 2

(s_l 1081 1 )_(0.2642 1 0.2642 1 )_(0.2642 102642 1 )_
52 Fayo?83 Fi_qs2/ ~ \0.4262 Fg5/270.4262 F_go5/2/  10.4262 9.360.4262 1/7.39/

(0.041,2.85)

Es claro que 1 € (0.041,2.85), asi que si que fue apropiado suponer igualdad
de varianzas.

K) Intervalo de confianza para una proporcién p (de una Bino-
mial) cuando N es grande y la proporcién no es cercana a cero o uno:

(B £ zay24/B), donde P( Z > z42) = /2 Z ~N(0,1) y p = X /N, ¢ = 1
- p, X = nimero de éxitos

R: prop.test(x, n, conf.level = 0.95)
Nota: aunque en practicas usemos esta funcién que lleva el R en la base (en

la libreria stats), esta funcién no devuelve el intervalo anterior que es el que
suele aparecer en los libros de texto, sino el intervalo basado en el estadistico
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score sin correccién de continuidad, y que segun [1] seria preferible. Si qui-
siéramos obtener el intervalo que calcularemos en teoria, que es méas sencillo
de calcular a mano, tendriamos que usar la funcion binconf de la libreria Hmisc
con la opcién “asymptotic”.

Ejemplo 2.5 (Examen 9/9/2005): Se toma una muestra de estudiantes
universitarios de informatica y se les pregunta por su sistema operativo favori-
to, como resultado se obtiene que de 200 encuestados 30 prefieren el Macrochof.
Si p es la proporcion de ’preferencia del Macrochof entre los estudiantes de
informdtica, calcula un intervalo de confianza al 95 % para p.

Usando el caso K, obtendriamos: (p & 2421/ &) = (30/200 £ 1.96 / 015085 )
= (0.15 + 0.0495) = (0.1005,0.1995)

La magnitud del error que cometemos al emplear X/N como estimador de

F % . Esta férmula nos puede servir

p, viene dada por: E = Error = z,/5
para determinar el tamano muestral (que obviamente tendra que ser un ente-

ro) necesario para alcanzar un grado de precisién deseado.

N =p(l—p) - (=2)

Si no dispusiésemos de informacion acerca del valor de p, por ejemplo en
base a una muestra piloto, podriamos considerar el peor caso, es decir, con la
que obtendriamos la maxima N, cuando la proporcién valiera 0.5:

(5°)?

N=pl-p) - (B2)2<

P

Una vez obtenidos los N datos, tendremos un (1 — a))100 % de confianza
que el error no excedera F.

Ejemplo 2.5: Queremos estimar la proporciéon de 'preferencia del Macro-
chof, y deseamos estar al menos 95 % seguros que el error es como mucho de

0.03. ;Cémo ha de ser de grande la muestra?, si:

a) no tenemos idea de cudl pueda ser la proporcién real.

N =1 (382)2 =1 (152 - 1067.1 1 1068

b) usamos la proporcién anterior (0.15) como una muestra preliminar que
nos proporciona una estimacion preliminar.

N=p(1—-p) - (2)> =0.15(1—0.15) - (:2)2 = 544.2 1 545

L) Intervalo de confianza para una proporcién p, si ésta es muy
cercana a cero:
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(0, 5x2) con P(x* > x2) = a, x* es Chi-cuadrado con 2(X + 1) grados
de libertad, X = ntimero de éxitos

M) Intervalo de confianza para la diferencia de dos proporciones,
con N; y N, grandes (/N; = tamano muestral de la muestra de la poblacién
1, Ny = tamano muestral de la muestra de la poblacion 2):

(P1 - P2 £ Zaj2y/ B2 + B2), donde P( Z > za2) = a/2 Z ~ N(0,1), py =
X1/N1, ¢t = 1 - p1, X7 = ntmero de éxitos en las N7 pruebas y po = Xs /Ny,
G¢a = 1 - po, Xo = nimero de éxitos en las Ny pruebas

R: prop.test(x, n, conf.level = 0.95)

En la interpretacién de los intervalos de confianza para diferencia de pro-
porciones nos fijaremos si el cero pertenece al intervalo o no. Piensa que si son
iguales, su resta vale cero, con lo cual si cero no estd incluido en el intervalo,
indicaria que las proporciones poblacionales son diferentes.

Ejemplo 2.5: Ademas de la muestra anterior de la universidad A, se toma
una muestra de estudiantes universitarios de informatica de otra universidad,
la B, y se les pregunta por su sistema operativo favorito, como resultado que en
la universidad B prefieren Macrohof 60 de los 300 encuestados. Desea determi-
narse si las preferencias por Macrohof difieren en ambas universidades, asi que
determina el intervalo de confianza al 95 % para la diferencia de proporciones.

Usaremos el caso M:

(p1- P2 £ Za/21/ ijl\[_{l + ﬁfv_?) = (0.15-0.2 & 196\/0'1256%85 + 0'??6%'8) =
(-0.117,0.017)

Como 0 € (-0.117,0.017), no podemos afirmar que haya diferencia entre
ambas proporciones.
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Capitulo 3

Contrastes de hipoétesis

El pensamiento estadistico serd algun dia tan necesario para el ciudadano
competente como la habilidad de leer y escribir.

HERBERT GEORGE WELLS

3.1. Introduccion

Hay muchos problemas (como fue el ejemplo 2.2) en los que mds que esti-
mar el valor de un parametro, debemos decidir si un enunciado referente a un
parametro es cierto o falso, o sea, debemos probar una hipétesis sobre un (o
més) parametro(s), o bien, comprobar si una teoria sobre la poblacién es ve-
rosimil dados los datos muestrales. En ellos, el objetivo de la experimentacion
es avalar o rechazar las afirmaciones realizadas y no la estimacién de sus valo-
res reales. Entramos en una parte importantisima de la inferencia estadistica:
las pruebas o contrastes de hipotesis, donde se formula una hipotesis, se ex-
perimenta y se juzga si los resultados apoyan estadisticamente la hipdtesis de
partida. No obstante, como nos movemos en condiciones de incertidumbre, la
decisién final se realizara en términos probabilisticos.

Contraste de hipétesis: Es un método numérico para comprobar una
teoria o hipdtesis sobre una poblacion.

En primer lugar, se comenzarda con una introducciéon a los contrastes de
hipétesis, tratando los conceptos basicos, tras lo cual se veran los contrastes
relativos a la media, varianza y proporciones a partir de una y dos muestras,
como en el tema anterior se hizo para intervalos de confianza. La ultima par-
te del tema se dedicard a algunos contrastes no paramétricos. Es decir, en la
primera parte del tema se supondré conocida la distribucién teérica de la(s)
variable(s) de interés, excepto en los valores de pardmetros que la determinan,
este tipo de hipotesis se denominaran hipdtesis paramétricas, distinguiendo en-
tre hipotesis simples e hipdtesis compuestas segun si especifican un tinico valor
o un intervalo de valores para el parametro.

En todo contraste de hipdtesis nos encontramos con una hipdtesis nula (Hy)
y una hipdtesis alternativa (H; o H4). Cuando la meta de un experimento sea
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establecer una afirmacién, ésta se convertira en la hipdtesis alternativa y su
negacion serd la hipdtesis nula. La hipdtesis nula se supone cierta hasta que los
datos indiquen lo contrario, por tanto, la que se ha de demostrar que es cierta
es la hipotesis alternativa, H,. Podriamos plantear un simil con los juicios. En
principio, se parte de la hipdtesis nula de que un acusado es inocente hasta que
se demuestre su culpabilidad. El fiscal es el que debe demostrar la culpabilidad
y no sera hallado culpable a menos que la hipdtesis nula de su inocencia sea
claramente rechazada. Con lo cual, si es hallado no culpable, no implica que
el acusado haya demostrado su inocencia, sino que sélo implica que no se ha
demostrado su culpabilidad.

En definitiva, se denominara hipdtesis nula, Hy, a aquella que se contrasta,
y es aquella que se mantiene a menos que los datos indiquen su falsedad. La
hipétesis nula nunca se considera probada. Por ello, si el experimentador quiere
respaldar con contundencia un determinado argumento es debido a que éste
no puede ser asumido gratuitamente y, por tanto, sélo podra ser defendido a
través del rechazo del argumento contrario (el establecido en Hy). El rechazo
de Hy implica aceptar como correcta una hipdtesis complementaria, la hipote-
sis alternativa, Hy.

Ejemplo 2.2 (continuacién): A fin de verificar la adecuacién de un siste-
ma informatico interactivo de venta de entradas de cine, se controla el tiempo
de servicio de los usuarios. Para que este sistema sea satisfactorio, el tiempo
de servicio medio por cliente no debe superar los 2 minutos. En efecto, los es-
tudios realizados mostraron que un tiempo medio superior produce unas colas
demasiado largas, y una espera que el usuario no esta dispuesto a soportar;
por lo tanto, el cine perdera clientes y dinero si el requisito mencionado no se
satisface. Para controlar el tiempo de servicio, se observa una muestra aleato-
ria simple de 31 usuarios en uno de los cines de la cadena (en el “ABC vamo
ar sine”), para saber si se debe o no proceder a la modificacién del sistema
informatico de venta. El tiempo de servicio medio observado en la muestra es
de T = 2.17 minutos y la desviaciéon tipica de s = 0.4 minutos. Denotemos
por p el tiempo de servicio medio, asi que T es un valor estimado de p. Para
comprobar si se debe modificar el sistema informético actual, se plantearia el
siguiente contraste:

Hy: < pp =2 (osimplemente u = pg =2)
Hy: p>pp=2

Planteamos dicho contraste ya que la hipdtesis que queremos demostrar es
la necesidad de modificar el sistema. Implicitamente se estd suponiendo que
el sistema actual es bueno y que los gastos de modificacion son lo suficiente
importantes como para necesitar una justificacién.

Nota: Aunque en este caso sea algo rebuscado, si hubiésemos partido de
que el sistema existente es malo y los gastos del cambio no fueran importantes,
entonces habria que demostrar que el existente es satisfactorio y planteariamos:
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Ho: p=>po=2
H12/L</L0:2

En este tema, para contrastes paramétricos estudiaremos tinicamente con-
trastes con hipétesis nula simple, Hy : 0 = 6y, puesto que los contrastes con
hipdtesis nula compuesta del tipo Hy : 6 > 6y 0 0 < 0y y Hy unilateral, H, : 0
< 0y 0 Hy : 0 > 0y respectivamente, equivaldran al contraste simple Hy : 0 = 0,
frente al unilateral. Intuitivamente, podemos pensar en el ejemplo anterior que
si verdaderamente p < 2, mas dificil (y cuanto mas menor que 2, mas dificil)
sera que los datos respalden la hipotesis alternativa 1 > 2, de esta manera nos
protegemos contra la peor posibilidad, el peor escenario, que seria cuando pu =
2.

En consecuencia se considerardn inicamente estos tres casos, donde a) es
un contraste bilateral mientras que b) y ¢) son contrastes unilaterales.

H()Zezeo H09200(9:90> H06§90(9:00>
a) b) c)
H1:97é6’0 H110<00 H126>(90

Planteado el contraste, pasamos a explicar la metodologia de los contras-
tes, es decir, tendremos que establecer algiin criterio estadistico que permita
decidir hasta qué punto los datos estan o no de acuerdo con la hipdtesis nu-
la. En un contraste de hipotesis, se analizan los datos observados para ver
si permiten rechazar la H,, comprobando si estos datos tienen una probabi-
lidad de aparecer lo suficientemente pequena cuando la hipétesis nula es cierta.

Por esto, es necesario definir una medida de discrepancia entre los datos
muestrales y la hipoétesis nula. Para contrastes paramétricos, la discrepancia
puede expresarse como una funcion del pardmetro especificado por Hy, 0y, y
el valor estimado en la muestra, é, d(6y; é), que llamaremos estadistico de con-
traste, y de la que conoceremos su distribucion cuando Hj sea cierta. Asi, si
Hj es cierta, se conocera la probabilidad de superar el valor que el estadistico
de contraste haya tomado para una muestra concreta. Si esta probabilidad es
«grande», no hay razones para sospechar que la hipotesis nula sea falsa, pero
si es «pequena», ello sélo puede atribuirse a dos causas: o bien la aleatoriedad
de la muestra o bien que la distribucién tedrica supuesta para el estadistico
de contraste es erronea, lo cual nos conduciria a haber asumido una hipdtesis
nula falsa. Por tanto, definir un contraste de significacion requiere: una medi-
da de discrepancia y una regla para juzgar qué discrepancias son «demasiado»
grandes.

El método tradicional de realizar un contraste es dividir el rango de dis-
crepancias que pueden observarse cuando Hj es cierta en dos regiones: una
region de aceptacion de Hy y otra de rechazo o region critica. Se consideran
discrepancias «demasiado» grandes aquellas que tienen una probabilidad, «,
pequena de ocurrir si Hy es cierta, por ello, si rechazamos Hy cuando ocurre
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una discrepancia de probabilidad «, este nimero, que llamaremos nivel de sig-
nificacion, podemos interpretarlo como la probabilidad que estamos dispuestos
a asumir de rechazar Hy cuando es cierta, o sea, o = P(rechazar Hy | Hy cier-
ta). Fijado o (habitualmente 0.1, 0.05 o 0.01), la regién critica se determina
a partir de la distribucién del estadistico de contraste cuando Hj es cierta, y
dependera del tipo de hipotesis alternativa.

Para una hipdtesis nula simple, Hy : 6 = 6y, y las distintas hipotesis al-
ternativas que consideramos, las regiones criticas tendran la siguiente forma,
para el nivel de significacién «, que también pueden apreciarse en la figura 3.1:

1. Hl ) 7é 00 RRa = (—oo,dl,a/g) U (da/Q,OO)
2. Hi: 0 > 00 RRa = (da,OO)
3. Hi: 0 < 00 RRa = (—OO,dl_a)

donde D es el estadistico de contraste y se ha denotado por d, el valor
tal que « = P(D > d, | 8 = 6y), que denominaremos valor critico. En conse-
cuencia, la decision tomada sobre un contraste debera acompanarse del nivel
de significacién « prefijado, pues en realidad, todo contraste puede ser (o no)
significativo dependiendo del nivel de significacion.

Figura 3.1: Regiones criticas para las siguientes hipdtesis alternativas respec-
tivamente: Hy : 0 £ 0y ; Hy : 0 < 0y ; Hy : 0 > 0y

Por este motivo, se define el nivel critico o p-valor como la probabilidad de
obtener una discrepancia mayor o igual (en relacién con el distanciamiento de
Hj en la direccién de Hy) que la observada en la muestra, cuando Hy es cierta.
Este concepto es de suma importancia, pues ademés los paquetes estadisticos
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expresan los resultados en términos de p-valores. El p-valor sélo puede calcu-
larse una vez tomada la muestra. El p-valor puede interpretarse como un nivel
minimo de significacién, de manera que niveles de significacién a mayores o
iguales que el p-valor conduciran a rechazar H,, mientras que valores de «
menores, conduciran a no rechazarla.

Puesto que la decisiéon que se tome en favor de una u otra hipdtesis es-
tard basada en la discrepancia observada entre la hip6tesis nula y la informa-
cion suministrada por la muestra, existira la posibilidad de cometer dos tipos
de errores:

Error de tipo I: se produce cuando Hj es cierta pero se rechaza. La proba-
bilidad de cometerlo se designa por a.

Error de tipo II: se produce cuando Hy es falsa pero se “acepta’. La pro-
babilidad de incurrir en él se designa por f3.

Se resume en la siguiente tabla:

7 Aceptar” Hy Rechazar H
Hj cierta | Decisién correcta Error 1
H, falsa Error II Decisién correcta

Llamaremos funcion o curva caracteristica a la funcién que asigna a ca-
da posible valor del parametro 6, la probabilidad de aceptar H, cuando 6 es
cierto, o sea, 3(0) = P(aceptar Hy|f). Para 6 = 0y, 5(6y) = P(aceptar Hy|6)
= 1 - «a, mientras que para otros valores proporciona la probabilidad de co-
meter un error de tipo II. Debe senalarse que cuanto menor sea a mayor
serda (3(0) y al revés, la unica forma de disminuir la probabilidad de ambos
errores simultdaneamente es aumentar el tamano muestral. En ocasiones tam-
bién se utiliza la curva de potencia, que indica la probabilidad de rechazar H
para cada valor del parametro: Potencia(f) = P(rechazar Hy|6). Si la potencia
permanece siempre muy préoxima a 1, entonces se dice que el estadistico de
contraste es muy potente para contrastar Hy, ya que en ese caso las muestras
resultaran, con alta probabilidad, incompatibles con H, cuando H; sea cierta.
Por tanto, la potencia de un contraste puede interpretarse como su sensibilidad
o capacidad para detectar una hipdtesis alternativa.

Recopilando todo lo considerado hasta ahora, pueden establecerse los si-
guientes pasos para contrastar una hipdtesis estadistica:

1) Formular una hipétesis nula y alternativa apropiada.

2) Especificar la probabilidad de error de tipo I, segtin cémo de importante
se considere una decisién errénea en favor de la hipotesis alternativa.

3) Elegir un estadistico de contraste D adecuado, asi como su distribucién.
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4) Evaluar el estadistico de contraste D, para la muestra xy,xs, ..., Ty,
para obtener el valor d = D(z1,%s,...,Z,).

5) Determinacién de la regién critica.

6) Decisién: rechazar Hy si el valor observado d, pertenece a la regién criti-
ca, sino no rechazar H.

Obviamente, asi planteado, no controlariamos el riesgo de cometer un error
de tipo II, en caso de desear controlarlo, deberiamos determinar cual es el
primer valor de la hipétesis alternativa (61) que, de ser correcto, deseamos
detectar, ademés de especificar el tamano del error de tipo II (5(6)) que esta-
mos dispuestos a asumir. A partir de las probabilidades « y 3, calculariamos
el tamano muestral adecuado para garantizar ambas probabilidades de error.

Ejemplo 2.2: Utiliza el contraste adecuado para comprobar si se debe
modificar el sistema informatico actual, a nivel de significaciéon de 0.05.

Vamos a ir paso a paso, para resolverlo:
1) Formular una hipétesis nula y alternativa apropiada:

Ya lo habiamos hecho:

Hy: <o =2 (osimplemente u = py =2)
Hy: p>pp=2

2) Especificar la probabilidad de error de tipo I e identificar los datos con
los que contamos.

o =2,5s=04,7=217 N =31, a = 0.05.

3) Elegir un estadistico de contraste adecuado, asi como su distribucién
(véase la pagina 66):

Como es un contraste sobre una media y N es grande, elegimos el caso A:

S/V31

4) Célculo del valor observado del estadistico de contraste segun los datos
observados:

N(0,1)

2.17 — 2
s ot T
0.4/+/31

5) Determinacién de la region critica y el/los valor/es critico/s:

= 2.3663
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Regién critica: son los valores del estadistico de contraste que nos con-
ducen a rechazar la hipdtesis nula.

Regién de aceptaciéon: son los valores del estadistico de contraste que
nos llevan a "aceptar” = no rechazar la hipdtesis nula.

Valor critico: valor/es que separan la region critica de la de aceptacién.

Como la hipétesis alternativa es u > 2, elegimos la regién critica corres-
pondiente a >: (z,, + 00)

Como o = 0.05 y el estadistico sigue una N(0,1), z, = 2005 = 1.64 y la
region critica quedaria: (1.64, co).

6) Decision: rechazar Hy si el valor observado pertenece a la region critica,
sino no rechazar Hy.

2.3663 € (1.64, co) — Rechazamos Hy, nos quedamos con H;. La media es
mayor que 2, y por tanto, el sistema debe modificarse.

En los software estadisticos, para resolucion de contrastes, se nos devuelve
habitualmente el p-valor. Ademas de calcular la regiéon critica puede calcular-
se el p — valor (asociado a nuestros datos). Recordemos que el p — valor es el
menor valor de a que nos conduciria a rechazar Hy. Un p —valor se determina
como la probabilidad de que el estadistico de contraste pertenezca a la region
critica cuando el valor observado se considera valor critico. Valores pequenos
del p — valor (por ejemplo menor que 0.05) nos llevan a rechazar Hy. Si «v es
menor que el p — valor, no rechazamos Hy. En cambio, si a es mayor que el
p — valor, rechazamos H,.

Ejemplo 2.2: Podemos obtener en este ejemplo facilmente el p-valor (en
otros ejemplos, su obtencién manual no serd tan sencilla, ya que no dispondre-
mos de esa informacién en las tablas, pero el ordenador siempre nos podré sacar
del apuro).

p —valor = P(Z > 2.366) = 1 — 0.9911 = 0.0089

Observacién: Existe una relacion entre los intervalos de confianza y los
contrastes de hipdtesis. Los intervalos de confianza (bilaterales) vistos en el
tema anterior (exceptuando el L)) nos dan la regién de aceptacién de contras-
tes bilaterales al 100-(1 — «) % y por tanto, Hy no serd rechazada al nivel « si
6y pertenece al intervalo. O sea, intervalo de confianza (1 — ) = conjunto de
hipdtesis aceptables a nivel a. Por ejemplo, para el caso de la media de una
poblacion Normal, se acepta al nivel « la hipétesis u = g cuando el intervalo
de confianza 1 - « construido para p incluye a pg y viceversa.

Ejemplo 1.9: Consideremos ventiladores de ordenador, que en condiciones
normales, tienen una vida distribuida normalmente con media 15.100 horas.
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Se introducen ciertos cambios en el proceso de fabricacién que pueden afectar
a la media pero no a la variabilidad. Para contrastar si estos cambios han pro-
ducido efectos, tomamos una muestra de 4 ventiladores cuyas vidas resultan
ser (en horas): 15010, 14750, 14826, 14953. ;Hay evidencia de un efecto sobre
la media?

T = 14884.75, s = 118.258, intervalo de confianza para u al 95%: (T
+ tajgny) = (14834.75 + 3.182%) = (14696.6,15072.9), como 15100 ¢
(14696.6,15072.9) — si que habrd afectado a la media.

Ambos procedimientos (contrastes e intervalos) deben considerarse com-
plementarios.

Hemos de distinguir también entre diferencias estadisticamente significati-
vas y la significatividad practica. Por ejemplo, si tomamos una muestra muy
grande y tratamos de contrastar si la media es g, nos puede ocurrir que ob-
servemos una diferencia significativa, rechazando que la media sea pio, cuando
en realidad, la media sea pg + 0.00001, una diferencia que puede no ser impor-
tante a nivel practico. Asi, ademéds del contraste de hipotesis, es conveniente
realizar una estimacion de los parametros y un analisis de la potencia para
evaluar la capacidad de discriminacion.

3.2. Contrastes paramétricos: medias,
varianzas y proporciones

Ahora trataremos algunos contrastes paramétricos de interés practico para
una y dos muestras: medias, varianzas y proporciones. Para cada caso, se ex-
pondra el estadistico de contraste correspondiente y la regién de rechazo.

A) Contraste de hipétesis para la media p, con N grande (N > 30):

X — o Ho:p=po
Zr S/VN ~ N(0, 1) { H, : 3 casos posibles —

Hy Region critica
1< fo (—00, —za)
p# po (=00, —2a2) U (Zay2,00)
1> pio (2a; 00)

Ejemplo 2.2: se ha resuelto en el apartado anterior.

B) Contraste de hipétesis para la media i en una poblacién Nor-
mal con ¢? desconocida:
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X—Mowt Hoy @ o= pio
S/\/N N1 H, : 3 casos posibles —

H, Regién critica
1t < po (=00, —ta)
pF# o (=00, —tas2) U (tay2,00)
1> Ho (ta,00)

R: t.test(x, alternative = c( “two.sided”, “less”, “greater”), mu = 0, conf.level
— 0.95, ...)

C) Contraste para la diferencia de medias j; - py, con o} y o3
desconocidas, para muestras aleatorias independientes y tamanos
muestrales grandes (N; = tamano muestral de la muestra de la poblacién
1, Ny = tamano muestral de la muestra de la poblacién 2):

~ Xl_XQ_AO NN(Ol) H(]ilul—MQZAO
\/s%/Nl + $2/N, ’ H; : 3 casos posibles —

Hy Region critica
pa — p2 < Ao (—00, —2z4)
pa — p2 #F Do (=00, —2a/2) U (242, 00)
p1 — plo > Ag (2a; 00)

Ejemplo 2.2: En dicho cine de la cadena, se instala de prueba un nue-
vo sistema informatico, por comprobar si mejora el anterior y recomendar su
cambio en el resto de cines de la cadena con largas colas. Esta vez, se observan
41 usuarios, con media y desviacién tipica de 1.9 y 0.35, respectivamente. Usa
el contraste que determine si el sistema nuevo mejora el anterior, en cuanto a
los tiempos de servicio medios se refiere (con a = 0.05).

Puesto que hemos de realizar un contraste para dos medias, las muestras
son independientes y los tamanos muestrales son grandes (31 y 41), usaremos
el caso C. Si py es el tiempo medio de servicio con el sistema anterior, y po
con el nuevo, el sistema nuevo mejoraré el anterior, si disminuye el tiempo de
servicio medio, o sea, si p; > ps, o lo que es lo mismo, p; — g > 0.

Ho:pp —p2=0
Hy:pg —p2 >0
Sustituyamos nuestros datos en el estadistico de contraste:

217-19-0

y = = 2.99095
1/0.42/31 + 0.35%/41
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2.991 € Regioén Critica = (z4,00) = (20.05,00) = (1.64, 00), por tanto, re-
chazo H,, el tiempo de servicio medio con el anterior es mayor que con el
nuevo, es decir, el nuevo mejora el anterior.

D) Contraste para la diferencia de medias p; - ps de poblaciones
normales independientes, con varianzas poblacionales desconocidas
pero iguales (07 = 03) (N; = tamano muestral de la muestra de la poblacién
1, Ny = tamano muestral de la muestra de la poblacién 2):

. Xl_X2_AO Ni- Ny Hy :py — pp = Ao
T = ~ UNy +Np—2 ;
\/(N1—1)5§+(N2—1)s§ N; + N, H, : 3 casos posibles —
N1+No—2
Hy Region critica

p1 — p2 < A (—00, —ta)

p1 — pr2 # Do (=00, —tas2) U (tay2,o0)

p — p2 > Ao (ta, 00)

R: t.test(x,y, alternative = ¢( “two.sided”, “less”, “greater”), mu = 0,
var.equal = TRUE, conf.level = 0.95, ...)

Ejemplo 3.1 (Examen 26/1/2005): En una multinacional que se dedica
a la venta de baterias para portatiles, se consideran dos modelos. El departa-
mento de ingenieria ha realizado pruebas de duracién para los modelos bajo
condiciones de uso y recarga similares, que se recogen a continuacion:

Modelo viejo ‘ 8500 9500 9600 8400 9400 8300
Modelo nuevo ‘ 10000 9800 10300 9900 10200

,Puede concluirse al nivel o = 0.05 que la duracién media del modelo nuevo
es 800 horas superior que para el modelo viejo? Utiliza el contraste adecuado
para responder la pregunta anterior. Asume normalidad y que sus varianzas
no difieren.

Es claro que el caso a utilizar es el D. Si u; es la duraciéon media para el
modelo viejo y us para el nuevo, la duracién media del modelo nuevo es 800
horas superior que para el modelo viejo cuando ps > 1 + 800, o sea, cuando
—p1 + pe > 800, es decir, cambiando el signo, puy — p2 < —800. En caso de
dudas, puede ayudarte el ponerte ejemplos numéricos.

Hy : py — pz = —800
Hl T — e < —800

— 10040 — (— }
. 8950 0040 — (—800) /6-5 1,009
5-371000-4-43000 6+5
\/ 6152
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-1.009 ¢ Regién critica = (—o0, —t,) = (—00, —tp05) = (g.1. son 6 + 5 -
2 =9) = (—o0,—1.833) En consecuencia, no rechazo Hy, no tenemos pruebas
para afirmar que el modelo nuevo sea 800 horas superior al viejo, en cuanto a
la duracién media se refiere.

E) Contraste para la diferencia de medias j; - o de poblaciones
normales independientes, con varianzas poblacionales ¢?, o5 desco-
nocidas y desiguales (/N; = tamano muestral de la muestra de la poblacién
1, Ny = tamano muestral de la muestra de la poblacién 2):

DR VI
Vst /N1+ s5/No gl
52 82
l. = (& + %) Ho @ pn — pr2 = Ao
9= @), (538 H; : 3 casos posibles —

Ni—1 + No—1

H, Region critica
p1 — pz < Ag (—00, —ta)
p1 — o # Do (—00, _ta/Q) U (toz/% o)
p — p2 > A (ta,00)

R: t.test(x,y, alternative = c¢(“two.sided”, “less”, “greater”), mu = 0, conf.level
~0.95, ...

F) Contraste para la diferencia de medias p - p12 para muestras
apareadas, cuya diferencia es normal: D y Sp son la media y desviacion
tipica de las diferencias

T:D_Aowt {HOZILLDIAO
SD/\/N N1 H, : 3 casos posibles —
Hy Regioén critica
iwp < Ag (—00, —t4)
1o # Do (=00, —tas2) U (tay2, 00)
Hp > A0 (ton OO)

R t.test(x,y, alternative = c( “two.sided”, “less”, “greater”), mu = 0, pai-
red=TRUE, conf.level = 0.95, ...)

Ejemplo 3.2 (Examen 6/2/2004): Se quiere comparar la rapidez de dos
modelos de impresora A y B. Los de la compania A sostienen que su modelo
es mas de 5 segundos mas rapido que para el modelo B de los rivales, respecto
a tiempos medios de impresion. Se mide el tiempo de impresién de los dos
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modelos (que consideraremos normal) sobre una serie de 8 plantillas estdandar
y los resultados aparecen en la tabla siguiente:

Tiempo para A Tiempo para B

Plantilla 1 20 26
Plantilla 2 25 29
Plantilla 3 22 27
Plantilla 4 23 28
Plantilla 5 19 29
Plantilla 6 21 30
Plantilla 7 18 25
Plantilla 8 20 26

Utiliza el contraste adecuado para comprobar si este estudio confirma la
afirmacién de la compania A a nivel de significacién de 0.05.

Claramente por cada plantilla contamos con una pareja de datos, los tiem-
pos para el A y B, asi que usaremos el caso F. Calculamos la muestra de la
variable diferencia, D = Tiempo con A - Tiempo con B, para nuestros da-
tos, que proporciona d = -6.5 y sq = 2.07 que incluiremos en el estadistico de
contraste. Fijate que si el modelo A es mas de 5 segundos mas rapido que el
modelo B, se traduce en que up < —5, ya que mas rapido, equivale a menos
tiempo.

H()ZILLD:—S
Hy:pp <=5

 —6.5—(=5)

= 2,049
2.07/v/8

-2.049 € Region Critica = (—o0, —t,) = (—00, —toes) = (gl. = N-1=17,
ya que hay N = 8 parejas) = (—oo, —1.895)

Asi que rechazo Hy, si que tenia razon la compania A, en media la impre-
sora A es mas de 5 segundos mas rapida que la B.

G) Contraste para ¢? en una poblacién normal:

_(N—l)SQNXQ {HOIUQIUg
N-1

2
Xo = op H, : 3 casos posibles —

H, Regién critica
0? < o (0,x3_0)
o # 05 (0, Xi_a2) U (X&)
o* > op (X2, 00)
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H) Contraste para el cociente 07 /02 de varianzas de dos poblacio-
nes normales independientes:

P S_% P Hy: 0? = o2
T 52 (N1=1,N2—1) H; : 3 casos posibles —

H, Region critica
o2 <o (0,Fi ) = (0, —=x—)

3y (Ng—1,N;—1
F(S{ 2 1 )

0'% 7£ O'g (O, Flfa/g) U (FQ/Q,OO)
0% > 02 (F,,)

R: var.test(x, y, ratio = 1, alternative = c(“two.sided”, “less”, “greater”),
conflevel = 0.95, ...)

Ejemplo 2.1: ;Puede concluirse al nivel & = 0.01 que la varianza del tiem-
po entre pulsaciones para el usuario autorizado es menor que para la entrada
recogida posteriormente?

Hy: 0? = 02
H,:0? < o}
0.07
= ————— = (.388665
/ 0.1122822

0.388665 € Region Critica = (0, Fy_4) = (0, —w=x—) = (0, F1_001) =

) F(Ngfl,lel)

1 1 1 .

(0, —F(11_1,121—1>) = (0, —F<11—1,121—1)) = (0, 5555) = (0, 0.390778) Rechazo Hy, la
0.01 0.01

varianza del tiempo entre pulsaciones para el usuario autorizado si es menor

que para la entrada recogida posteriormente, aunque ciertamente estamos en
la frontera.

I) Contraste para una proporcién p (de una Binomial) cuando N
es grande y la proporcién no es cercana a cero ni a uno:
p = X/N (X = nimero de éxitos en las N pruebas), ¢go = 1 - py

7~ s~ N(O.1) { PR L
poQo/N 1 : 3 casos posibles —

H, Regién critica
p < po (—00, —24)
pP#po (—00,—2a/2) U (2as2,00)
P> po (24,00)

R: prop.test(x, n, p= NULL,alternative = c(“two.sided”, “less”, “grea-
ter”),conf.level = 0.95)
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J) Contraste para la diferencia de dos proporciones, con N; y
N, grandes (N; = tamano muestral de la muestra de la poblacién 1, Ny =
tamano muestral de la muestra de la poblacién 2):
p1 = X1/N1 (X7 = ntimero de éxitos en las Ny pruebas), po = Xo/Ny (Xo =
nimero de éxitos en las Ny pruebas), p = (X7 + X2)/(Ny + No)

7 P1— D2 ~ N(0,1) {Hozp1:p2 .
VD1 —p)(1/Ny + 1/Ny) H, : 3 casos posibles —
Hy Region critica
p1 < D2 (—00, —24)
P 7£ P2 (—OO, _Za/2) U (Zoz/Qa OO)
p1 > D2 (Za, OO)

R: prop.test(x, n, p= NULL,alternative = c(“two.sided”, “less”, “grea-
ter”),conf.level = 0.95)

Ejemplo 3.3 (Examen 2/2/2008): Se desea construir un grafico de con-
trol (lo veremos en el tema préximo) para controlar un proceso que fabrica
diodos para un circuito impreso. Se tienen 19 muestras, cada una formada por
50 diodos. El nimero de diodos defectuosos en cada una de las muestras apa-
rece a continuacion: 453 1457565131235 46 2. Al cabo del tiempo,
tras un reajuste, el operario sospecha que la proporcién de diodos defectuosos
puede haber disminuido, asi que toma aleatoriamente 200 diodos de la cadena
de produccién y comprueba que 10 son defectuosos. Utiliza el contraste ade-
cuado para comprobar la sospecha del operario, a nivel de significacion de 0.05.

Puesto que estamos tratando con dos proporciones usaremos el caso J. Si
llamamos p; y ps a la proporcién de defectuosos antes y después del reajuste,
respectivamente:

Hy :p1 = p2
Hy i p1>ps
Antes del reajuste, vemos que hay 72 defectuosos de 19 - 50 = 950 diodos,
o sea, p; = 0.07579. Mientras que después, p» = 10/ 200 = 0.05. Por otro lado,
p = (X1+ X2)/(Ny + No) = (72 +10)/950 + 200) = 0.0713

L 0.07579 — 0.05
/0.0713(1 — 0.0713)(1/950 + 1,200)

1.288 ¢ Regién critica = (24, 00) = (20,05, 00) = (1.64,00) Asi que, no re-
chazo Hj, no tengo razones para afirmar que p; > ps, por tanto, no se ha
confirmado la sospecha de que la proporcién de diodos defectuosos haya dis-
minuido tras el ajuste.

= 1.288
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3.3. Test de la

Hasta ahora nos hemos centrado en la inferencia paramétrica, donde son
claves las siguientes tres hipotesis: independencia de los datos, ajuste a la
distribucion especificada y homogeneidad, es decir, que no tengamos heteroge-
neidad: muestras de distintas distribuciones.

Por un lado debemos buscar procedimientos para evaluar el cumplimiento
de dichas hipdtesis, y por otro lado, cuando éstas no se cumplan, debemos
buscar procedimientos alternativos a los vistos anteriormente. De todo esto, se
encarga la inferencia no paramétrica.

Nosotros veremos uinicamente los contrastes de bondad de ajuste y el anéli-
sis de tablas de contingencia. Si necesitarais ampliar este punto, el libro [11]
es muy recomendable, ya que cuenta con una introduccion a la inferencia no
paramétrica muy clara, tratando: contrastes de localizacién (test de los signos,
test de Wilcoxon de los rangos signados), contrastes de independencia (contras-
tes basados en rachas, contraste de Ljung-Box), contrastes de homogeneidad
(contrastes de valores atipicos, contraste de Wald-Wolfowitz basado en rachas,
contraste de suma de rangos de Wilcoxon y el de la U de Mann-Whitney, con-
traste de Kolmogorov-Smirnov para dos muestras).

En este apartado, veremos el test chi-cuadrado, x2, que puede adoptar dos
formas que nos permitiran contrastar la bondad de ajuste y la independencia
u homogeneidad en tablas de contingencia, como veremos a continuacion.

Una prueba de bondad de ajuste se emplea para decidir cuando un
conjunto datos se puede considerar que ha sido obtenido de una poblacién con
una distribucion de probabilidad dada.

K) Prueba de la bondad de ajuste con la x?*:

El objetivo de este contraste es aclarar si es cierta la hipdtesis nula H
de que una variable sigue una distribucion tedrica determinada. Por ello, se
tratard de ver si las frecuencias de las observaciones se ajustan bien con la
distribucion.

El contraste ji-cuadrado de Pearson es véalido para todo tipo de distribucio-
nes, discretas y continuas, si agrupamos las observaciones en un cierto niimero
no demasiado pequeno k de intervalos. Con él podemos contrastar dos tipos
de hipotesis nula, especificando completamente la distribucién o especificando
simplemente la forma pero no los pardametros, que se estiman a partir de los
datos.

Para esta prueba, las observaciones de la muestra aleatoria de tamano N

de la poblacién cuya distribucién de probabilidad es desconocida se ordenan
en un histograma de frecuencia, con k intervalos de clase. Denotaremos por o;
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la frecuencia observada en el intervalo de clase i. Calcularemos la frecuencia
esperada, e;, para el intervalo i-ésimo, a partir de la distribucion de probabi-
lidad hipotética.

El estadistico que usaremos es:

2

k
(0; — ;)
Xo = Z T e (3.1)
i=1 ’

que sigue aproximadamente una distribucién y? con k — 1 grados de li-
bertad, siempre que la distribucién especificada sea la correcta. Sin embargo,
es usual aplicar el test aun en casos en los que la distribucion de la variable
no esta totalmente especificada, sino que depende de algiin parametro que, en
consecuencia, deberd ser estimado (por ejemplo, el caso en que se suponga que
la variable en concreto sigue una distribucién de Poisson y falta por especificar
su parametro ). En estos casos la distribucién aproximada del test ha de ser
corregida para incorporar esta informacién pasando a ser una x? con k —r — 1
grados de libertad, siendo r el nimero de parametros estimados por maxima
verosimilitud.

La hipétesis nula de que la distribucién de la poblacién es la distribucién
hipotética se rechazard si el valor calculado del estadistico anterior x2 es mayor
que x2, o sea, la regién critica (a nivel a) es: (x2, 0o).

R: chisq.test(x, p = rep(1/length(x), length(x)))

Una limitacién bastante recomendable en la practica es la de no llevar a
cabo el contraste cuando la frecuencia esperada de alguna clase sea menor que
5, para evitar problemas de mala aproximaciéon de la distribucion usada a la
verdadera distribucién. Entonces, en los casos en los que esta condicién falle,
podriamos agrupar varios valores adyacentes hasta que se cumpla la restriccion.

Veamos primero un ejemplo (ejemplo 3.4) en el que la distribucién viene
completamente determinada, y posteriormente otro (ejemplo 3.5) en el que la
distribucién depende de uno o mas parametros desconocidos.

Ejemplo 3.4 (Examen 26/1/2005): Estamos interesados en comprobar
la perfeccién de un dado cibico (un dado normal de 6 caras), es decir, en
comprobar si los resultados se distribuyen uniformemente. Con los resultados
obtenidos en 60 lanzamientos del dado, decide si se distribuirian uniformemente
usando a = 0.05:

Resultado ‘ 1 2
Frecuencia ‘ 15 9

3 4 5 6
7 13 12 4

Planteamos el contraste de bondad de ajuste:
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Hy : Resultado al lanzar el dado es uniforme
H, : Resultado al lanzar el dado no es uniforme

Construimos una tabla con las frecuencias observadas y esperadas (fijate
que en caso de seguir la uniforme, los resultados son equiprobables):

Probabilidad | Frecuencia | Frecuencia
Resultado | del resultado esperada observada
Di €; 0;
1 1/6 1/6 - 60 = 10 15
2 1/6 10 9
3 1/6 10 7
4 1/6 10 13
5 1/6 10 12
6 1/6 10 4

k 2 2 2
5 (0; — €;) B (15 —10) (9 — 10)
Xo = 2; e 10 10 °

7 —10)2 13 —10)2 12 — 10)? 4 —10)2
(T-107  (13-107  (12-107  (4-10 _
10 10 10 10
8.4 ¢ Region critica = (x2, 00) = (X345, ) = (gl. =6 -1 =15) = (11.07,
o0) Por tanto, no rechazo Hy, no tenemos pruebas suficientes para afirmar que
no sea una uniforme.

8.4

Ejemplo 3.5 (Examen 3/9/2007): Se ha hecho un seguimiento durante
una serie de dias del nimero de mensajes spam al dia que un cierto usuario re-
cibe en su correo electrénico. En base a dichos datos, que se recogen en la tabla

siguiente, decide si se ajustaria a una distribucion de Poisson, considerando «
= 0.05.

Numero spam diario ‘ o 1 2 3 4 5 >6
Frecuencia observada ‘ 35 42 55 40 15 10 3

Planteamos el contraste de bondad de ajuste:

114 ’ . . .
Hy: X= "Numero de spam diario” es Poisson

‘« / . . .
H,: X= Numero de spam diario” no es Poisson

Para construir la tabla con las frecuencias observadas y esperadas, necesi-
tamos previamente estimar el valor de la A de la Poisson, mediante la media:

~

A

T = (35:0+42-1+55-2+40-3+15-4410-543-6) / (35-+42+55-+40+15+10+43)

= (42 4 110 + 120 + 60 + 50 + 18)/200 = 400/200 = 2
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Calculamos la probabilidad de que tome cada valor y la frecuencia esperada
correspondiente. Recuerda que la funcién de probabilidad de la Poisson(\) es:
P(X =) =X

x!

—9260
P(X =0) = c 0l = 0.135335 — ey = 0.135335 - 200 = 27.067
e~221
P(X=1)= 1 = 0.270671 — e; = 0.270671 - 200 = 54.1342
6_222
P(X =2)= 5 = 0.270671 — ey = 0.270671 - 200 = 54.1342
293
P(X =3)= 3] = 0.180447 — e3 = 0.180447 - 200 = 36.0894
e294
P(X =4) = m = 0.0902235 — e4 = 0.0902235 - 200 = 18.0447
225
P(X =5) = = = 0.0360894 — e5 = 0.0360894 - 200 = 7.21788

No hace falta que calculemos P(X > 6), ya que como la frecuencia espe-
rada de cada categoria debe ser mayor que 5, y como la frecuencia esperada
acumulada hasta el momento es: 27.067 + 54.1342 + 54.1342 + 36.0894 +
18.0447 + 7.21788 = 196.68738, y el total era 200, s6lo tendriamos disponible
200 - 196.68738 = 3.31262 que es menor que 5. En consecuencia, agrupamos
las dos ultimas categorias, para disponer de una frecuencia esperada superior
a b.

Probabilidad Frecuencia Frecuencia

X de categoria esperada observada
Di €; 0;
0 0.14 27.07 35
1 0.27 54.13 42
2 0.27 54.13 55
3 0.18 36.09 40
4 0.09 18.04 15

> 51 1-(0.1440.2740.27+0.1840.09) | 7.21+3.31=10.53 | 10+3=13

k 2 2 2
» o (0i—e)?  (35-27.07)2 (42— 54.13)
Xo = ; e 2107 513
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(55— 54.13)° | (40 -36.09)°  (15-1804)° (13-10.53)°
54.13 36.09 18.04 1053

Al sacar los grados de libertad, debemos recordar que hemos estimado un
pardametro, por tanto, tendremos 6 categorias (tras reagrupar) - 1 - 1 (por es-
timar \) = 4 grados de libertad.

6.6 ¢ Region critica = (x2, 00) = (X205, 0) = (gl. =6-1-1=4) = (9.49,
o0) Por tanto, no rechazo Hy, no tenemos pruebas suficientes para afirmar que
no sea una Poisson.

Como ya hemos dicho, el contraste 2, se usa no sélo para variables dis-
cretas o cualitativas, sino incluso con variables continuas. En este caso, dicha
variable ha de ser agrupada en intervalos. Obviamente, el resultado del test
dependera de como construyamos estos intervalos. En el siguiente apartado
(3.4), veremos que en el caso de variables continuas, podremos usar otros tests.

L) Pruebas con tablas de contingencia:

Sea la tabla de contingencia siguiente:

X\NY | vy . y; .. vy | Total
T 011 ... 015 ... O1¢ Tl_
Z; 01 Oij Oje E
Ty Or1  woo Opj . Opc | T

Total Tl Tj Tc T

donde T; es el total de observaciones de la fila i-ésima, T'; es el total de
observaciones de la columna j-ésima y 7' es el total de observaciones.

Una tabla de contingencia como la anterior puede surgir en dos contextos
diferentes:

a) Una muestra y dos variables (X e Y') cada una de ellas con r y ¢ valores.

En este caso podria interesarnos contrastar la hipétesis de independencia
de las dos variables.

H, : Las dos variables son independientes
H, : Las dos variables son dependientes (asociadas)

Nota: El curso pasado ya se vio el concepto de independencia con detalle,
en el capitulo 6 del libro [34].
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Si las variables X e Y son independientes, p;; = P(X = .Y = j) =
P(X=1)-P(Y=j)=pi-pj,parai =1, ... r yj=1, .. ¢ por tanto, el
contraste seria:

Hy: pij=pip; Vij
Hy: pij # pi - pj para algin i,j

Ejemplo 2.5: En una universidad C, los 200 encuestados aleatoriamente
entre los estudiantes de informatica, pertenecian a tres carreras distintas: ITIG
(Ingenieria Técnica en Informatica de Gestién), 1T1S (Ingenieria Técnica en
Informatica de Sistemas) e 11 (Ingenieria Informética). En la encuesta tenian
dos opciones de sistema operativo (S0) favorito a elegir: Macrohofy Pingiiino,
de forma que los datos desglosados aparecen en la tabla siguiente:

Carrera
SO } ITIG ITIS 1I
Macrochof | 30 25 15
Pingititno 50 55 25

Nos interesa saber a un nivel de significacién del 5% si la preferencia por
un SO u otro es independiente de la carrera.

b) ¢ muestras independientes de ¢ poblaciones y una variable observada con
r categorias, es decir, X1, Xs, ..., X,, cada una puede tomar r valores. En este
caso, podria interesarnos contrastar la hipotesis de que todas las distribucio-
nes de donde se seleccionan las ¢ muestras son semejantes, es decir, que las ¢
distribuciones son homogéneas. Por ejemplo, cuando existen sélo dos ca-
tegorias, tales como éxito y fracaso, defectuoso y no defectuoso, etc., entonces
la prueba de homogeneidad es en realidad una prueba sobre la igualdad de ¢
parametros binomiales.

La H,, por tanto, quedaria de la siguiente forma:

Hy: pii=pi2=...=Dpi
P21 = P22 = ... = P2c
DPr1 = Pr2 = - = Dre

Las proporciones de las poblaciones son constantes en cualquier categoria,
mientras que H; afirma que al menos en una de las categorias no todas las
probabilidades serian iguales.

Ejemplo 3.6 (Examen 25/1/2006): Consideremos 3 proveedores chinos
de reproductores de MP3, Chin Lu, Chin Ga y Chin Na; 200 MP3 de cada
proveedor son aleatoriamente seleccionadas para examinarlas obteniéndose los
siguientes resultados:
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Proveedor
Calidad } Chin Lu Chin Ga Chin Na
Defectuoso 6 4 16
No defectuoso 194 196 184

. La proporcién de defectuosos es la misma para los 3 proveedores, o sea,
son homogéneas las poblaciones? (considera o = 0.01).

Para ambos casos, a) y b), el calculo del estadistico de contraste es el
mismo, aunque la forma de plantear Hy y de enunciar las conclusiones sean

distintas.

El estadistico que usaremos es:

ij

i=1 j=1
siendoe;; =T, -T; /T
Bajo Hy, sigue aproximadamente una distribucién x? con (r — 1) - (¢ — 1)
grados de libertad. La regién critica (a nivel @) es: (x2, co). Para que la apro-
ximacién sea correcta, todas las e;; deben ser al menos 5.

R: chisq.test(x), siendo = una matriz.

Ejemplo 2.5: Primero calculamos 2.

Carrera
SO ITIG ITIS 1I Total
Macrochof 30 25 15 30425415 = 70
Pingiiino 50 55 25 504-55+25 = 130
Total 30450 = 80 25455 =80 15+25 =40 200

s~ (0 — €)% (30 —70-80/200)2 (25— 70 - 80/200)>
>

Xo= 2o cu  70.80/200  70-80/200
=1 j=1
(15— 70-40/200)% (50 — 130 - 80/200)2 (55 — 130 - 80/200)2
70 - 40/200 130 - 80,/200 130 - 80,/200
25 — 130 - 40/200)?
( /200) = 0.82
130 - 40/200

Como hay r = 2 filas y ¢ = 3 columnas, los grados de libertad serdn
(r—=1)-(c—=1)=(2-1)-(3-1) = 2 grados de libertad.

@ Irene Epifanio / Pablo Gregori - ISBN: 978-84-692-4538-5 74 Ampliacion de Estadistica para la Ingenieria Técnica en Informatica de Gestion - UJI



0.82 ¢ Regién Critica = (x2, 00) = (X205, 0©) = (5.99, 00) No rechazo Hy,
no tengo pruebas para afirmar que no sean independientes.

Ejemplo 3.6:

Proveedor
Calidad Chin Lu Chin Ga Chin Na | Total
Defectuoso 6 4 16 26
No defectuoso 194 196 184 574
Total 200 200 200 600

De forma andloga, en este ejemplo calculamos y3 que es igual a 9.97.

9.97 € Regién Critica = (x2, 00) = (X241, ) = (con (2-1) - (3-1) =2
grados de libertad) = (9.21, co) Por tanto, rechazo Hy, no son homogéneas,
sino heterogéneas, la proporcién de defectuosos no es la misma para los tres
proveedores.

3.4. Otros contrastes no paramétricos

En este apartado veremos algunos procedimientos disenados especialmente
para el contraste de ajuste a distribuciones continuas, aunque los calculos los
realizaremos en practicas con el R.

El primero de los contrastes considerados es el de Kolmogorov-Smirnov,
que se basa en la diferencia maxima entre la funcién de distribucién empirica
y tedrica: compara la funcién de distribucion teérica F' con la empirica F),
mediante el estadistico de contraste:

cuya distribucién es independiente del modelo propuesto bajo Hy y esta tabu-
lada. Cuando no se especifican los parametros, sino que éstos han de estimarse,
se debe corregir la distribucion del estadistico.

R: ks.test(x, y, ...)

Debido a la gran importancia de la distribuciéon Normal, existen diversos
contrastes especificos para estudiar la bondad de ajuste a esta distribucién,
COMo:

= Contraste de Shapiro-Wilks: que se basa en el ajuste de la muestra a
una recta al dibujarla en papel probabilistico normal. En practicas, se
verd cémo obtener este grafico (grdfico de probabilidad normal).

R: shapiro.test(x), qqnorm(x), qqline(x)
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= Contraste de asimetria, que se basa en que bajo la hipétesis de normali-
dad, el coeficiente de asimetria poblacional toma el valor cero.

= Contraste de curtosis o apuntamiento, que se basa en que el coeficiente de

apuntamiento poblacional de la distribucién normal es cero (tras restarle
3).

A continuacién se muestra un ejemplo donde se contrasta si unos datos provie-
nen de una distribucion normal. Primero, sin especificar a priori sus pardme-
tros.

Ejemplo 3.7 (Examen 1/9/2008): Antes de sacar al mercado un cierto
software sobre edicién de video, se realiza un test de utilizacion (usability
testing), en el que potenciales usuarios prueban el producto y se recogen sus
datos, para con ellos refinar el producto antes de sacarlo a la venta. Entre
los datos recogidos estuvo el tiempo que necesitaron distintos usuarios para
completar una determinada tarea de edicién, y que se recopilé en el vector
Tiempotarea. Usemos los contrastes anteriores para estudiar su posible nor-

malidad (o = 0.05).
J**F* Contraste de (normalidad) de Shapiro-Wilks **** /
> shapiro.test(Tiempotarea)

Shapiro-Wilk normality test

data: Disco W = 0.9564, p-value = 0.4747

/*##% Gréfico de probabilidad normal ****/

> qqnorm(Tiempotarea)
> qqline(Tiempotarea)

Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles

Theoretical Quantiles

El contraste que planteamos es el siguiente:
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H,: La variable “Tiempo de completar la tarea” es Normal
H, : La variable “Tiempo de completar la tarea” no es Normal

Tanto a través del gréfico (los puntos se ajustan a la recta), como a través
del p-valor = 0.4747, mayor que o = 0.05, podemos aceptar que los datos de
Tiempotarea provengan de una distribuciéon Normal.

Supongamos ahora que deseamos contrastar si es Normal de media 42 y
desviacién tipica 7.

Hy : La variable “Tiempo de completar la tarea” es Normal(42,7)
H, : La variable “Tiempo de completar la tarea” no es Normal(42,7)

/% Contraste de Kolmogorov-Smirnov ****/
> ks.test(Tiempotarea, "pnorm",42,7)
One-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: Tiempotarea D = 0.1659, p-value = 0.6409
alternative hypothesis:two.sided

De nuevo, mediante el p-valor = 0.6409, que es bastante elevado (> «), po-

driamos a aceptar que “Tiempo de completar la tarea” siga una distribucién
Normal(42,7).

Tras aplicar contrastes de normalidad como los anteriores, es posible que
no se pueda aceptar que la distribucién poblacional sea normal. En ese caso, o
bien se utiliza otro modelo paramétrico que se ajuste a los datos o bien se trata
de aplicar alguna transformacion sobre la variable para tratar de conseguir que
los nuevos datos se ajusten a una normal, como son las transformaciones de
Box-Cox. Para ello, se pueden consultar [11, 56].

Ejemplo 3.7: También se recogieron los tiempos transcurridos entre llama-
das al help - desk, en el vector Tiempohelp. A continuacion aparecen distintas
salidas del R, para realizar contrastes de bondad de ajuste a la distribucién
normal y exponencial (de media 230 minutos), por ese orden. En base a estas
salidas, contrasta las hipotesis anteriores.

/**** Normal ****/

> shapiro.test(Tiempohelp)
Shapiro-Wilk normality test

data: Tiempohelp W = 0.684, p-value = 1.232e-05

El contraste es:
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Hy: La variable “Tiempo entre llamadas al help-desk” es Normal
H,: La variable “Tiempo entre llamadas al help-desk” no es Normal

El p-valor = 1.232e-05 es muy pequeno (< « = 0.05), podemos rechazar
claramente que se distribuya normalmente.

J*FFF Exponencial *##*/
> ks.test(Tiempohelp, "pexp",1/230)
One-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: Tiempohelp D = 0.1873, p-value = 0.4234
alternative hypothesis: two.sided

Fijate que el parametro de la exponencial es 1/media.

Hy: “Tiempo entre llamadas al help-desk” es Exponencial(1/230)
H,: “Tiempo entre llamadas al help-desk” no es Exponencial(1/230)

En cambio, ahora el p-valor = 0.4234 es mayor que o = 0.05, y podriamos
aceptar que los datos procedieran de una Exponencial de media 230 minutos.
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Capitulo 4

Control estadistico de calidad

St Japon puede ... ;por qué nosotros no podemos? Ellos se dieron cuenta
de que los beneficios que tu obtienes mediante los métodos estadisticos, son be-
neficios que tu obtienes sin nueva maquinaria, sin nuevo personal. Cualquiera
puede producir calidad si baja la tasa de produccion. Yo no estoy hablando de
eso. El pensamiento estadistico y los métodos estadisticos son para los trabaja-
dores, capataces y toda la compania japonesa, una seqgunda lengua. Con control
estadistico tienes un producto reproducible hora tras hora, dia tras dia. Y ves
qué reconfortante es para la direccion, ellos ahora saben qué pueden producir,
ellos saben qué costes habrd.

Los defectos no son gratis. Alguien los hace, y se le paga por hacerlos.

W. EDWARDS DEMING

4.1. Introduccién. ;Qué es el control
estadistico de la calidad?

Comencemos por el principio, jqué entendemos por calidad? Calidad sig-
nifica idoneidad de uso. Mejora de la calidad significa la eliminacion del des-
perdicio, lo cual supone mayor productividad, mayor satisfaccion del cliente,

mayor reputaciéon en la empresa, mayor competitividad y en definitiva, una
mayor ganancia.

El control estadistico de la calidad es el conjunto de métodos de ingenieria
y estadisticos que se emplean en la medicion, vigilancia, control y mejora de
la calidad.

,Por qué hay interés en el control estadistico de la calidad? Son diversas
las razones:

1. Incremento en la competitividad entre distintas empresas.

2. Necesidad de evitar pérdidas de material y ahorrar niimero de horas de
las personas.

3. Incremento en el beneficio de la empresa.
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4. Incremento en el consumismo. En la decisién de compra de un consu-
midor, la calidad de un producto puede tener la misma importancia, o
superior, que el coste o el tiempo de entrega del mismo.

5. Incremento en las demandas como consecuencia del mal funcionamiento
del producto y la necesidad de tener informacién documentada sobre el
proceso de fabricacion para una posterior defensa legal frente a demandas
de consumidores.

6. La necesidad de conocer la capacidad real del proceso de fabricacion.

7. Los cada vez més exigentes requerimientos legales para que el producto
pueda ser comercializado.

8. Proliferacién de estandares industriales de obligado cumplimiento.
9. Incremento en estdndares internacionales para comercio internacional.
Aunque nosotros solamente trataremos el control estadistico de procesos,
el control de calidad se clasifica en:
a) Control en curso de fabricacién (de procesos).

b) Control de recepcién y de producto acabado.

El control en curso de fabricacion se realiza durante la fabricacion del pro-
ducto, a intervalos fijos de tiempo, y tiene por objeto vigilar el funcionamiento
del sistema y recoger informacién para mejorarlo. El control de recepcion y
de producto acabado trata de encontrar una buena manera para decidir si un
producto verifica las especificaciones establecidas.

Control de recepcién: Un campo donde el muestreo juega un papel fun-
damental es en el control de recepcion que trata de comprobar que los produc-
tos cumplan las especificaciones de calidad.

El mas empleado es el control de recepcion por atributos, en el que se ins-
peccionan por muestreo las unidades de un lote. Se seleccionan articulos de
cada lote y se toma una decisién con base a dicha muestra respecto a si se
acepta o se rechaza el lote, segin el niimero de unidades defectuosas que con-
tenga.

Para resolver esta cuestiéon podemos emplear los llamados planes de mues-
treo. Estos podemos clasificarlos en:

a) Planes de aceptaciéon/rechazo: los més conocidos son:

= las normas japonesas JIS Z 9002

= las normas norteamericanas Military Standard MIL- STD- 105D; UNE
66020
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Este ultimo tiene en cuenta el tipo de inspeccién, asi como el rigor de ins-
peccioén.

Los muestreos pueden ser simples, dobles, miltiples y (en su caso extremo)
secuencial (un muestreo es secuencial cuando después de cada observacién se
toma una de las siguientes decisiones: aceptar el lote, rechazarlo o seguir con
el muestreo).

b) Planes de control rectificativo: los lotes rechazados se inspeccionan al
100 % sustituyendo los elementos defectuosos. Los més usados son los de Dodge-
Romig.

Las tablas de estos planes y una explicaciéon maés detallada sobre muestreo
podéis encontrarlos por ejemplo en [56], y sobre todo en cualquier libro sobre

Control de Calidad.

4.2. Introduccion a los graficos de control

En todo proceso aparece una cierta variabilidad en la calidad, debida a cau-
sas aleatorias o no asignables: variabilidad de la materia prima, la precision
de las maquinas y de los instrumentos de medida, destreza de los operarios, etc.

Otras causas no aleatorias o asignables (materias primas defectuosas, des-
gaste de herramientas, deficiente preparacién del operario, etc.) producen cier-
tos efectos previsibles y definidos. Son pocas y de aparicion irregular, pero
con grandes efectos. Son eliminables. Diremos que un proceso esta en estado
de control cuando no le afecta ninguna causa asignable. Un instrumento para
determinar si se da o no esta situacion son las graficas de control.

El grafico de control es una técnica de vigilancia en linea que puede ser
utilizada para:

1. La deteccion rapida de causas asignables.
2. Estimar los parametros del proceso de produccion.

3. Obtencién de informacién para la mejora del proceso, por ejemplo, re-
duciendo la variabilidad.

Ejemplo 4.1: La empresa el Girasol azul se dedica en una de sus plantas
al tratamiento de pipas. Estas se venden en bolsas de 200 gr, a las que se con-
trola su peso. A intervalos de tiempo de 10 minutos, se extraen cuatro bolsas
durante la produccion y se considera su peso medio, que vamos representando
como en la figura siguiente.
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Un grafico de control es una representacién de una cantidad (media, rango,
proporcién, numero de defectos, ...) en funcién del tiempo o nimero de mues-
tra con unos limites de control. Falta todavia por determinar: ;qué limites de
control son los adecuados? y jcudndo un proceso esta bajo control?

Si un punto se localiza fuera de los limites de control o aun encontrandose
entre los limites de control, si se comportan de manera sistematica o no aleato-
ria, entonces también es un indicador de que el proceso esta fuera de control.
Existe una relacién entre los graficos de control y el contraste de hipotesis,
estudiado en el tema anterior :

1. En cada punto del grafico estamos contrastando la hipdtesis de que el
proceso se encuentra en estado de control estadistico.

2. Tenemos la probabilidad de error tipo I (concluir que el proceso esta fuera
de control cuando no lo estd) y la probabilidad del error tipo II (concluir
que el proceso estd bajo control cuando no lo estd).

Un modelo general de grafico de control seria como sigue: sea W el estadisti-
co muestral que mide la caracteristica de calidad en la que se tiene interés. Las
lineas central (LC), inferior (LIC) y superior (LSC) vienen dadas por

LSC = pw + kow,
LC = puw,
LiC = ﬂw—kaw,

donde

pw = media de W,

ow = desviacion tipica de W

v k es la “distancia” de la linea central a los limites de control, siendo k =
3 una eleccion bastante comun. Estamos suponiendo que tanto la media, pyy,
como la desviacion tipica de W son conocidas. Obviamente, habitualmente
esto no es asi. Los parametros son tipicamente desconocidos y los habremos
de estimar a partir de la muestra. La idea de utilizar estos gréaficos se debe a
Walter A. Shewhart y se habla del grdfico de control de Shewhart.

A continuacion, clasificaremos los graficos de control en dos tipos generales.

@ Irene Epifanio / Pablo Gregori - ISBN: 978-84-692-4538-5 82 Ampliacion de Estadistica para la Ingenieria Técnica en Informatica de Gestion - UJI



1. Graficos de control de variables en donde la caracteristica de calidad
es una variable continua. A su vez tendremos gréaficos de control para
la tendencia central (grafico X) y para la variabilidad (graficos para la
desviacion tipica y para el rango).

2. Gréficos de control de atributos: corresponden a aquellas situaciones en
que la caracteristica de calidad no puede ser medida en una escala con-
tinua o tan siquiera cuantitativamente. Podemos decidir si la unidad
observada es conforme o no sobre la base de verificar o no unos ciertos
atributos. O bien, podemos contar el nimero de defectos que aparece en
una unidad de producto.

En otras palabras, lo anterior se resumiria como sigue: el fundamento tedri-
co de una gréfica de control se basa en la construccion, a partir de los valores
de la esperanza p y la desviacion tipica o del modelo tedrico de distribucion
que sigue la caracteristica de calidad, de un intervalo de control (generalmente
[t - 30 , 1+ 30]). Dentro de este intervalo estan casi todos los valores mues-
trales del proceso, si éste se encuentra bajo control. Las muestras se obtienen
a intervalos regulares de tiempo. Un punto que cae fuera de los limites de con-
trol, indicaria que el proceso esta fuera de control.

El control de calidad se realiza observando en cada elemento:

1) Una caracteristica de calidad medible (longitud, resistencia, contenido
de impurezas, etcﬁ.) que se compara con un estandar fijado. Es el control por va-
riables (graficas X, R, S). La caracteristica se supone distribuida normalmente.

2) Control por atributos:

2.a. Un atributo o caracteristica cualitativa que el producto posee o no
(correcto o defectuoso, por ejemplo). Da lugar a las graficas p y np. La carac-
teristica se supone distribuida segin una Binomial.

2.b. El niimero total de defectos. Da lugar a las graficas u y c. La carac-
teristica se supone distribuida segin una Poisson.

Veamos un ejemplo sobre el disefio de una grafica de control:

Ejemplo 4.2 (Examen 25/1/2006): Una fabrica de papel utiliza grafi-
cos de control para monitorizar diversos aspectos. Supongamos que los papeles
deben cortarse segtin cierta forma y que se controla la longitud entre dos pun-
tos determinados, que llamaremos X, tomando cada vez muestras de tamano
7. Supongamos que la media y desviacién tipica del proceso bajo control fuera
respectivamente: 2.05 y 0.3, es decir, X ~ N(u = 2.05,0 = 0.3), y que calcu-
lamos la longitud media de cada muestra. La caracteristica que controlamos

es: n
1
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con n =7 de modo que (recuerda el punto 1.7.1, o bien el libro [34])
o

WNN(NW:%UW:%)’

o0 sea,

0.3
W ~ N(2.05, —2),
( ﬁ)

Los limites de control (k=3) 3 — ¢ vienen dados por
LSC = py + kow = 2.39

Problemas bésicos con los que nos enfrentaremos sera: determinar el ta-
mano de la muestra y la frecuencia de muestreo.

Lo ideal es mucha muestra tomada con mucha frecuencia, pero en cambio,
lo habitual es pequenas muestras con alta frecuencia. Con el uso cada vez mas
frecuente de las nuevas tecnologias, los procedimientos automatizados nos iran
acercando a una situacién en que se muestreara cada item.

Si que debemos poner énfasis en seleccionar los llamados subgrupos ra-
cionales: seleccionar muestras que, en la medida de lo posible, recojan la va-
riabilidad natural y excluyan la asignable. Obviamente, el orden temporal de
la produccion sera la base 1égica para la formacion de los subgrupos racionales.

Hay dos opciones bésicas para obtener subgrupos racionales:

(i) Cada subgrupo esté formado por unidades producidas al mismo tiempo
(o lo més cercanas posibles): daria una instanténea del proceso.

(ii) Cada subgrupo esté formado por unidades que son representativas de
todas las unidades producidas desde que se tomo la ultima muestra.

El primer procedimiento es mas sensible a leves corrimientos. Mientras que
mediante el segundo podemos decidir si aceptar toda la producciéon desde 1lti-

ma muestra.

Como ya hemos dicho, un grafico de control puede indicar una condicién
fuera de control cuando:

(i) Uno o més puntos caen fuera de los limites de control.
(ii) Los puntos exhiben algin patrén no aleatorio de comportamiento.
Se han desarrollado distintos procedimientos empiricos. El mas importante

seria el de las reglas de la Western Electric. Segiin estas reglas un proceso
estd fuera de control cuando:
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1. Un punto cae fuera de los limites de control 3-sigma.
2. Dos de tres puntos consecutivos caen fuera de los limites 2-sigma.
3. Cuatro de cinco puntos consecutivos estan fuera de los limites 1-sigma.

4. Entendemos que en las dos reglas anteriores los puntos que caen fuera de
los limites de control estan en el mismo lado, esto es, o son todos mayores
que el limite superior correspondiente o menor que el limite inferior.

5. Ocho puntos consecutivos de la grafica estan en el mismo lado de la linea
central.

Posteriormente, se volverd a insistir en este punto.

4.3. Graficos de control para variables

Cuando la caracteristica de calidad es cuantitativa (y asumida normal),
controlaremos el valor medio (X) y la variabilidad (R o 9).

Suponiendo que la caracteristica de calidad X ~ N(u,0?), con uy o cono-
cidas, entonces la linea central (LC) del grifico X es u y los limites de control

inferior (LIC) y superior (LSC):

g
LSC = 3—
B3

o

vn

., Qué hacemos cuando no conocemos los parametros y y o?

LIC=p—3

» Tomamos m muestras previas de tamano n.

» Si X; es la media de i-ésima muestra entonces p se estima mediante
X = L§"™ Y.
X T m Z’L:l Xl‘

Para obtener los limites de control necesitamos la estimacion de desviaciéon
tipica o: bien utilizando las desviaciones estandar de las distintas muestras o
bien utilizando los rangos de dichas muestras. Si, como es habitual n es pe-
quena (de 4 a 7 son valores usuales), pueden usarse los rangos. Pero, si en lugar
de valores pequenos para n, se usan valores mayores que 10 o 12, la estimacién
de la desviacion tipica basandonos en el rango es poco eficaz. Empecemos por
el caso bastante habitual de usar los rangos.

Supongamos que X; ¢ = 1,...,n iid normales con y y o conocidas. El rango
de la muestra aleatoria considerada y el rango relativo serian:

R=méxX;, —minX, W= L
) 7 o
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Los parametros de la distribucién de W dependen sélo del tamano muestral
n, que es conocido:

EW —dy. EW - gl - EI

o o

La esperanza del rango, F R, la estimamos mediante:

donde R; es el rango correspondiente a la i-ésima muestra. Estimaremos o
mediante (ds estd tabulada):

Por tanto, los limites inferior y superior de control del grafico X son:

3 - = 3
——R, LIC=X —
dg\/ﬁR’ ¢ dor/10

Denotando Ay = ﬁﬁ (tabulado), y Z, 7 los valores muestrales de los estadisti-
cos:

LSC = X + R.

LSC =2+ Aor LC =2 LIC =7 — AyF

En la tabla siguiente encontramos los valores de los factores que usaremos
en este tema:

AQ D3 D4 d2
1.880 0 3.267 1.128
1.023 0 2.575 1.693
0.729 0 2.282  2.059
0.577 0 2,115 2.326

0.483 0 2.004 2.534
0.419 0.076 1.924 2.704
0.373 0.136 1.864 2.847
0.337 0.184 1.816 2.970
0.308 0.223 1.777 3.078

0 © 0o Utk w3

Veamos ahora cémo obtener los limites para el gréfico R.
Si conociésemos la media y la desviacién tipica del rango, serian:
LSC = ,UR—F3UR LC = HR LIC = [LR—?)O'R

Si no son conocidos: g sera estimada por . Como la desviacion tipica de W,
denotada por ds, es funcion de n, que es conocida:

R=Wo = op=dso.
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La desviacién tipica o es estimada como antes mediante:

. R
o=,
da
y el estimador de op es: ~
R
Or = d3—.
R 3d2

La linea central y limites de control superior e inferior de grafico R:

I _ _ _ _ _
LSC=R+3d—3R:(1+32—W)R LC=R LIC=R-32R=(1-32)R
2 2

Si denotamos D3 = 1 — 33—; y Dy =1+ 33—;’ (tabulados) y sustituimos los
estimadores por estimaciones:

LSC =Dyr LC =17 LIC = Dgsr.

En resumen:

Los valores del los limites superior e inferior del gréafico de control X son:

LSC = x+ Aot
LC = I
LIC = T — AT

donde T = L3 Z; (Z; es la media muestral de la muestra i-ésima, calcu-

lada con los n valores de cada muestra y m es el nimero total de muestras),
7= % > ri (donde 7; es el rango de la muestra i-ésima) y la constante A
aparece tabulada.

R: qcc(data, type=“xbar”, center, std.dev, limits, nsigmas = 3, plot =
TRUE, ...)

Por otro lado, la linea central y los limites de control superior e inferior de
un gréafico R son:

LSC = Dyr
LC =7
LIC = Dsr.

Los valores de D3 y D, para distintos valores de n aparecen tabulados.

R: qce(data, type= “R”, center, std.dev, limits, nsigmas = 3, plot = TRUE,

)
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Un estimador de 0 es 6 = R /ds, donde dy esta tabulada.

Notemos que estamos estimando unos parametros asumiendo que las mues-
tras de que disponemos estan bajo control. En el caso de que dispongamos de
muestras preliminares para llevar a cabo un estudio inicial para la determi-
nacién de los limites, procederemos iterativamente como sigue: célculo de los
limites, determinacion de las causas asignables si el proceso no ha estado bajo
control y reconstruccion del grafico una vez eliminadas las anomalias y asi su-
cesivamente. Ilustremos la construccién de estos graficos mediante un ejemplo.

Ejemplo 4.3 (Examen 1/9/2008): Se muestra a continuacién las medias
y rangos para 15 dias, cada uno basado en 6 observaciones diarias del indice
de refraccion de un cable de fibra éptica.
Medias:
95.7; 95.4; 96.6; 97.4; 96.9; 96.8; 96.5; 98.3; 96; 97.2; 96.5; 96.6; 96.4; 95.5; 97.4
Rangos:
3.2; 6.4; 3.6; 3.2; 1.9; 3.3; 3.4; 3.5; 3.1; 2.3; 3.1; 1.4; 3.8; 1.5; 34

1. Utilizando todos los datos, calcula los limites de control para las graficas
de X y R.

2. jPuede concluirse que el proceso esta bajo control? De no ser asi, supén
que pueden encontrarse las causas asignables, y recalcula los limites de
control una vez eliminados los puntos fuera de control.

3. Tras realizar el apartado anterior, estima la media y desviacion tipica del
proceso.

En primer lugar, obtenemos & = L 3" 7, = & Zzlil T; = 96.6133 y 7 =
%Zil r; = 3.14. Por otro lado, como n = 6, Ay =0483, D3 =0y Dy =
2.004. En consecuencia, los limites de X son:

LSC = Z+ As,r =98.131
LC = 2=096.6133
LIC = & — Ar =95.0957

La linea central y los limites de control superior e inferior del grafico R son:

LSC = Dyr=6.29239
LC = r=3.14
LIC = Dsr=0.

Vemos que no estda bajo control, ya que hay dos puntos fuera de los limi-
tes, el 8 en el de la media y el 2 en el del rango. Supongamos que hemos
localizado y eliminado la causa asignable que los causé, y éstos puntos vienen
eliminados del calculo de los limites de control, que volvemos a recalcular tras
su eliminacién (se eliminan de ambas gréficas, ya que si estaban tomados bajo
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la presencia de una causa asignable, no estarian representando al proceso bajo
control).

En primer lugar, recalculamos = - 3" 7; = & S 7 = (96.6133-15 -
08.3-95.4)/13 =96.5769 y 7 = £ 3% 7, = (3.14 - 15- 6.4 - 3.5)/13 = 2.86154.
Igual que antes, n = 6, Ay = 0.483, D3 = 0y Dy = 2.004. En consecuencia,
los limites de X son:

LSC = x4+ Ayr =97.96
LC = 7 =196.5769
LIC = T — A7 =95.1939

La linea central y los limites de control superior e inferior del grafico R son:

LSC = Dyr =5.73437
LC = r=2.86154
LIC = Dsr=0.

Ahora ya estaria bajo control y nos quedariamos con estos limites.

Por tltimo, 1 = 96.5769, y 6 = 7 /dy = 2.86154/2.534 = 1.12926.

X-bar Chart for medias Range Chart for rango
9F 1 ucL-9s,13 8F 1 ucL=629
os F A 1 CTR-9661 o 1 CTR-314
5 LCL =95,10 % LCL =0,00
s /N ] S 4 A
o \/ &~ \/
o6 [ \/ V\\/ ] b \,/\/ \/ 1
95 b Bl 0
0 3 6 9 12 15 0 3 6 9 12 15
Subgroup Subgroup
X-bar Chart for medias Range Chart for rango
M 1 ucL=-97.9 8 1 ucL=573
ok 1 CTR=9658 oL 1 CTR-286
§ LCL = 95,19 o LCL = 0,00
T 97k /\\\ 3 S 4f -
e \//\,, ~ = AN,
~/1 TV \Vavé
95 & J 0
0 3 6 9 12 15 0 3 6 9 12 15
Subgroup Subgroup

Estos son los graficos de X y R que se obtienen con esos datos, junto con
los graficos recalculados tras eliminar los puntos 2 y 8.

Nota: No confundais m y n, sobre todo también en caso de tener que re-
calcular los limites.

Veamos algunas pautas sencillas para interpretar los graficos de control X
y R:
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a) Puntos fuera de control en X; R en control: indica un cambio en la media.
b) Puntos fuera de control en X y en R: indica un cambio en la variabilidad.

c¢) Rachas: 7 puntos consecutivos por encima o debajo de la media. Puede
indicar (si R esta bajo control) cambios en la media (por cambios en la materia
prima, el servicio de mantenimiento, etc.).

d) Tendencias: 6 puntos seguidos en sentido creciente o decreciente. Indica
la presencia de algin factor que influye gradualmente en el proceso: desgaste
de la maquinaria, cambios de temperatura, fatiga (en la grafica X); envejeci-
miento de la maquinaria, mezclas (en R en sentido ascendente); mejora de los
operarios o del mantenimiento (en R en sentido descendente).

e) Periodicidades o ciclos: repeticién de agrupamientos (sucesién de picos
y valles). Indican la presencia de efectos periddicos: temperatura, oscilaciones
de corriente (en X); turnos, acciones de mantenimiento (en R).

f) Inestabilidad: grandes fluctuaciones. Puede indicar un sobreajuste de
la maquina, mezcla de materiales, falta de entrenamiento del operario de la
maquina.

g) Sobreestabilidad: la variabilidad de las muestras es menor que la espe-
rada (acumulacién de puntos en la zona central). Puede que los limites estén
mal calculados, que se hayan tomado incorrectamente los datos o que se haya
producido un cambio positivo temporal cuya causa debe investigarse.

Como antes hemos dicho, si en lugar de valores pequenos para n, se usan
valores mayores que 10 o 12, la estimacion de la desviacion tipica basandonos
en el rango es poco eficaz, asi que se utilizaran los graficos X y S, cuyos limites
pueden calcularse y serfan para el grafico X:

con Aj tabulada y:

R
S:EZ;SZ-,

1=

siendo 5; la desviacién tipica de la muestra i-ésima. Los limites para el grafico
S serian:
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LSC = B,S,
LC = §,
LIC = BsS,

nuevamente By y Bj se encuentran tabuladas.

Veamos su deducciéon. Ahora, para cada grupo de tamafio n, se calculara la
media y la desviacion estandar, s:

o D (@i — 5)2'

5T n—1

S no es un estimador insesgado de o (S? sf estima insesgadamente o2):

) 2 (/2
ES =c0, ¢ = \/:F((n —-1)/2)

Ademas, tenemos que:

aszmzawl—ci

Si conocemos o (cosa poco frecuente) los limites de control de S son:
LSC =cy0 +30\/1 -2 LC =cyo LIC = c40 — 30\/@.
Denotando, Bs = ¢4 — 3y/1 — & y Bs = ¢4 + 3+/1 — ¢ (tabulados)
LSC = Bgo LC = c40 LIC = Bso.

Si hay que estimar o, tendremos m muestras de tamano n, siendo S; la des-
viacion tipica de la muestra i-ésima y estimaremos ES":

i Sia
=1

5:

3=

y o lo estimamos mediante:

>
I

O | vy

Sustituyendo los valores tedricos por las estimaciones, el grafico S quedaria:

LSC=5+32\1-& LC=5 LIC=5-32/1-¢c.
Cyq Cq

Detonando, By = 1 —Bé\/l —cgyBy=1 +3é\/1 — 3, el gréfico de control

seria:

LSC =B4s LC =5 LIC = Bss.
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Notemos que By = Bg/cy y B3 = Bs/cs. Como 6 = 2| el grafico X serfa:

s
C4

S _ _ S
LC=x LIC=Z-3 .
C4\/ﬁ . v C4\/ﬁ

Denotando A3 = ﬁ, el grafico X serfa :

LSC =2+ A3s LC=2 LIC =

LSC=z+3

— Ass.

]

R: qcc(data, type="S", center, std.dev, limits, nsigmas = 3, plot = TRUE,

)

En otras ocasiones, el tamano muestral es n =1, como en las siguientes:

1. Se utiliza tecnologia de medicién e inspecciéon automatizada, con lo que
se analiza cada unidad producida.

2. El ritmo de produccién es lento, y resulta inconveniente permitir que
muestras de tamano n > 1 se acumulen antes de ser analizadas.

3. Las mediciones repetidas de un proceso difieren sélo debido a errores en
el laboratorio o a errores en el analisis, como sucede en muchos procesos
quimicos.

Para estimar variabilidad del proceso usamos el rango movil de dos obser-
vaciones consecutivas:

MR, =| X; — X, 1 |

La idea es construir grupos artificiales formados por una observacion y la
siguiente. Es posible generalizar la idea anterior tomando una observacion y
tres o cuatro o mas consecutivas a ella. Hablarifamos de rangos méviles de or-
den mayor a uno.

En este caso, la estimacion de o seria:

6 =MR/dy=(n=2)=MR/1.128

El grafico de control para mediciones individuales sera:

LSC=72+3"" o=z LIC=7-3""
d2 d2

El grafico de control de rango movil sera:

LSC = Dymr =3.26Tmr LC =mr LIC = Dsmr = 0.
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R: qce(data, type=“xbar.one”, target, center, std.dev, limits, nsigmas =

3, plot = TRUE, ...)

Debido a la dificultad de interpretaciéon del grafico de rangos moviles por
estar correlacionados y la menor sensibilidad del grafico de mediciones indivi-
duales para la deteccion de pequenos desplazamientos de la media, se vera en
este mismo tema, otra alternativa, como es el grafico de suma acumulada.

El funcionamiento de un proceso en estado de control, no garantiza que
sea capaz de producir un resultado suficientemente correcto para cumplir los
estandares o especificaciones de calidad que se le exijan. No deben confundirse
los limites de control, con los limites de las especificaciones, que son externas
al proceso.

Vamos a presentar dos indices para comprobar la capacidad de un proceso.
En primer lugar, el Indice de la Capacidad del Proceso (ICP):

0P — LSE—LIE7
60

donde LSE y LIFE son los limites superior e inferior de especificacion.

La interpretacion del ICP es la siguiente: (1/ICP)100 es el porcentaje del
ancho de las especificaciones utilizadas por el proceso, por ello:

(a) ICP > 1: pocas unidades defectuosas.
(b) ICP =1: 0.27% de unidades defectuosas.

(c) ICP < 1: muchas unidades defectuosas.

La definicién de ICP asume que el proceso esta centrado en la dimensién nomi-
nal. Es razonable considerar ICP como una medida de la capacidad potencial
(si estuviera centrado entonces si que mediria su capacidad). Por ello, se define
IC P, como un indicador mas robusto frente a la no centralidad del proceso:

LSE —pu p—LIE

ICP; = min{ 3 3
o o

}.

En muchas companias se suele utilizar: ICP = 1.33 de un modo genérico e
ICP = 1.66 si la caracteristica de calidad se refiere a resistencia, seguridad u
otras caracteristicas criticas. También se utiliza IC P, = 2 que recibe el nom-
bre de proceso 6-sigma, ya que la distancia entre la media y la especificacién
mas cercana es de seis desviaciones estandar.

R: process.capability(object, spec.limits, nsigmas=3, ...)

Ejemplo 4.2: Si las especificaciones son 2 + 0.1. Calcula los dos indices
anteriores, y también la probabilidad de producir unidades por encima, por
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debajo de las especificaciones, y en definitiva defectuosas.

LSE =2+01=21y LIE =2-0.1 =1.9. Ademéas también sabfamos
que = 2.05y o0 = 0.3. Con lo cual:

LSE —p p— LIE ~2.05 2.05—1.9
30 } = min(> 303 ' 3.03 00

IC Py, es bajisimo y estd muy por debajo de 1.33, es decir, el proceso no es
capaz, hay un elevado porcentaje de elementos defectuosos.
Por otro lado,

ICP, = min{

0P — LSE - LIE _ 21-19 o011
6o 6-0.3

La capacidad potencial del proceso, si estuviera (que no lo estd) centrado,
serfa de 0.11 (muy por debajo de 1.33), es decir, el proceso no seria capaz, ni
aun estando centrado en la dimensiéon nominal, y habria también un elevado
porcentaje de elementos defectuosos.

Calculemos estos porcentajes. Primero obtendremos la probabilidad de que
esté por debajo de las especificaciones, y luego por encima:

X—p 1.9-205
< e
o 0.3 )
P(Z < —0.5) = 0.3085

P(X < LIE) = P(X < 1.9) = P(

X—p_ 21-205
o 0.3
P(Z > 0.167) = 0.4338
En definitiva el porcentaje de defectuosos seré: 30.85 % + 43.38 % = 74.23 %

P(X > LSE) = P(X > 2.1) = P( ) =

Una forma de evaluar las decisiones respecto al tamano de la muestra y la
frecuencia de muestreo es a través de la ARL, average run length, longitud
media de la racha. El ARL nos proporcionara el niimero medio de puntos que
deben representarse antes que cualquier punto exceda los limites de control.
Si p es la probabilidad de que cualquier punto exceda los limites de control,
entonces ARL = 1/p (recuerda la distribuciéon geométrica).

Ejemplo 4.2: ;Cuél es la ARL, para el grafico X con limites 3-sigma?

0%
VT

Los limites de control (k=3) 3 — ¢ venian dados por

X ~ N(2.05,

LSC = pux+kox =239
LIC = pux—kogx =171
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Precisamente por como se habian construido los limites:

p=P(X < LIC)+ P(X >LSC)=P(Z < -3)+P(Z>3)=

2-0.00134996 = 0.0027

Por tanto, ARL = 1 / 0.0027 = 370.37. Cada 370 muestras o puntos de
control tendriamos una falsa alarma, en promedio.

Ejemplo 4.2: Ahora supongamos que el proceso se sale de control y que
la media se corre a 1.85. ;Cual es la probabilidad de que el desplazamiento
se detecte en la primera muestra después del corrimiento? ;Cual es la ARL
después del corrimiento?

Ahora:
0.3

X ~ N(1.85, =2
(185, 7%

),

p=P(X <LIC)+ P(X > LSC) = P(X < 1.71) + P(X > 2.39) =

P(Z < (1.71 — 1.85) )+ P(Z > (2.39 — 1.85) =

0.3 0.3

/ﬁ /ﬁ)

P(Z < —1.23)+ P(Z > 4.76) = 1 — 0.8906 + 0 = 0.1094
ARL=1/0.1094 = 9.14

Si pensamos que es catastrofico darnos cuenta de ese desplazamiento en la
novena muestra (en promedio), podemos hacer dos cosas (0 una combinacién de
ambas): muestrear con mayor frecuencia (cada menos tiempo) o bien aumentar
el tamano de las muestras, aumentar n, de esta forma reduciremos la ARL.

4.4. Graficos de control de atributos

Empecemos con la grafica P. Es un grafico de control para la fraccién de
articulos defectuosos o que no cumplen con las especificaciones, que se basa en
la distribucién binomial.

Denotamos por p la fracciéon de piezas no conformes que se producen cuan-
do el proceso esta funcionando de un modo estable. Si seleccionamos una
muestra de tamano n y D es el nimero de unidades no conformes, enton-
ces D ~ Bi(n,p).

Si conocemos p, el grafico p para la fraccién de articulos defectuosos serd (re-
cuerda la distribuciéon Binomial):

p(1—p)

LSC =p+3

1 —
2l —p) - D po=p Lic=p-3
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Normalmente p es desconocido, asi que podemos tomar m (20-25) mues-
tras de tamafio n. Sea D; el numero de unidades no conformes en la muestra
i, entonces P; = 2i es la proporcién de articulos defectuosos en la muestra i.

n

Estimaremos p mediante p = L >~ p; = -L 5" d,.

El grafico p para la fraccion de articulos defectuosos sera:

LSO:ﬁJrB\/p—(ln_p) LC=p LIC=p-3 p—(ln_p).

Estos limites se han basado en la aproximacion normal de la binomial, que
podria no ser adecuada si p es pequeno. Si p es pequeno, el limite inferior puede
ser negativo, en estos casos lo tomaremos como 0.

R: qcc(data, type=“p”, sizes, center, std.dev, labels, limits, nsigmas = 3,
plot = TRUE, ...)

Ejemplo 3.3: Se desea construir un gréfico de control para controlar un
proceso que fabrica diodos para un circuito impreso. Se tienen 20 muestras,
cada una formada por 50 diodos. El niimero de diodos defectuosos en cada una
de las muestras aparece a continuacion: 45314575106513123546 2.

= i) Utilizando todos los datos, calcula los limites de control para un grafico
de control apropiado.

= ii) ;Puede concluirse que el proceso estd bajo control? De no ser asi,
supén que pueden encontrarse las causas asignables, y recalcula los limi-
tes de control una vez eliminados los puntos fuera de control.

En cada muestra, se estd monitorizando el nimero de diodos defectuosos
de 50 diodos, es decir, nuestra caracteristica de calidad es una Binomial, por
tanto, vamos a usar la grafica P.

P es la estimacién de p (fraccién defectuosa del proceso), obtenida mediante:

1 m 1 20
p:E;pF%;pz:oo&

con p; la proporcién muestral de unidades defectuosas en la muestra i-ésima

(4/50, 5/50, ..., 2/50).
Con lo cual:

(1 —p 0.082(1 — 0.082
LSC = p+3\/]¥:0.082+3\/ (50 ) _ 01984

LC = p=0.082

0.082(1 — 0.082)
20

LIC = 0.082-3 0
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Vemos que solo el punto 9 (10/50 = 0.2) estaria fuera de los limites. Lo
elimino (suponiendo que se ha detectado y solventado la causa asignable), y
recalculo los limites.

1 1 82 — 10
n —_ AZ’ —_ Ai — - 007579
De esta forma:

5(1—p 0.07579(1 — 0.07579
LSC = p+3\/]¥:0.07579+3\/ (50 ) _ 0188

LC = p=0.082

0.07579(1 — 0.07579)

0
50

LIC = 0.07579—3\/

Ahora, el proceso si parece estar bajo control, y nos quedariamos con estos
limites.

Cuando un punto muestral caiga fuera de los limites de control, las posibles
opciones son:

a) El proceso ha variado, aumentando o disminuyendo (segun el sentido del
valor extremo) el valor de p.

b) El sistema de medicién ha cambiado (el inspector o los criterios de me-

dida).
¢) Se ha cometido un error al estimar el valor de p en dicha muestra.
d) El proceso no ha variado, pero los limites de control son erréneos.
e) Nada ha cambiado, simplemente un suceso poco frecuente ha ocurrido.
De igual forma, es posible controlar el nimero de unidades defectuosas en
una muestra. Es incluso mas facil de interpretar por el personal que realiza la

inspeccién. Para ello usariamos las graficas NP, con limites (n es el tamano
muestral de cada muestra):

LSC = np+3y/np(l —p)

LC = np

LIC = np—3+y/np(1—p)

R: qcc(data, type=“np”, sizes, center, std.dev, labels, limits, nsigmas = 3,
plot = TRUE, ...)
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Si el nimero de unidades que componen nuestra muestra es variable, po-
demos contemplar las siguientes dos opciones:

Opcién 1: estimamos p globalmente y luego ajustamos la desviaciéon tipi-
ca de cada muestra considerando su tamano (limites de control que no son
constantes de muestra a muestra). Si denotamos n; el tamano de la i-ésima
muestra:

Opcidn 2: en el caso en que los tamanos no sean muy distintos puede ser mas
practico tomar una especie de tamano promedio que aproxime m&as o0 menos
bien a todos los puntos, y lo utilizariamos para todos los puntos:

Z:’il "

m

n =

Cuando lo que interesa es controlar el nimero de defectos que aparecen en
un individuo mas que el nimero de individuos defectuosos, utilizaremos los
graficos C' o U, que veremos seguidamente. Por ejemplo, supongamos que re-
visamos un monitor TFT, concretamente el nimero de pixeles en mal estado.
Si el nimero de pixeles no es muy grande el producto puede prestar su servicio
con una buena calidad. Obviamente, un nimero excesivo de pixeles que no
funcionan adecuadamente sera algo desagradable para el usuario y finalmente
repercutira en la venta del mismo.

En el gréfico C' controlamos el nimero total de defectos en una muestra de
n unidades, C', asumiéndose que el nimero de defectos es una distribucién de
Poisson. Con lo cual, EC' = var(C) = A.

Los limites (tedricos y desconocidos) del grafico de control son:

LSC=A+3VN LC=X LIC=X\-3V\

Si no conocemos A\ tomaremos m muestras, siendo C; el nimero de defectos
en la i-ésima muestra, y su estimador serd: A =C = 15" (.
m 1=

El grafico de control C' sera:

S

LSC =¢+3Ve LC=¢ LIC=¢—3

Si el limite de control inferior es negativo tomariamos el valor 0 en su lugar.
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R: qcc(data, type= “c”, sizes, center, std.dev, labels, limits, nsigmas = 3,

plot = TRUE, ...)

Si en cambio queremos controlar los defectos por unidad, usaremos el grafico
U. Utilizamos el promedio de defectos por unidad en la muestra. Si tenemos n
(que puede no ser un entero) unidades y un total de defectos C' entonces:

U=,
n

es el promedio de defectos por unidad. Con m muestras preliminares y valores

aleatorios Uy, ..., U,, entonces el nimero medio de defectos por unidad es:
1 m
1=

El gréfico de control U es el siguiente (también nos basamos en la aproximacién
normal de la distribucién de Poisson):

LSC = ﬂ—i—3\/§
n

LC = u
LIC = u—3\/g
n

R: qcc(data, type=“u”, sizes, center, std.dev, labels, limits, nsigmas = 3,
plot = TRUE, ...)

Este grafico, a diferencia del grafico C', se puede utilizar en aquellos casos
en que no se puede tomar una unidad del mismo tamano para controlar el
nimero de defectos, pudiendo obtener limites no constantes.

Ejemplo 4.2: En la fabrica de papel, se controlan también las imperfec-
ciones en rollos de papel. Se inspeccionan 20 muestras preliminares de 10 rollos
cada una, recogiéndose el nimero de imperfecciones totales: 3576 8 9 10 13
671098651761547.

= i) Utilizando todos los datos, calcula los limites de control para una
grafica U.

= ii) ;Puede concluirse que el proceso estd bajo control? De no ser asi,
supén que pueden encontrarse las causas asignables, y recalcula los limi-
tes de control una vez eliminados los puntos fuera de control.

En primer lugar, calculamos:

1 1 1
u mg u E u 20‘10(3+5+7+ +15+4+7)=0.805

i=1 1=
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Asi, los limites serian:

0.805
= 0.805 + 34/ ——— = 1.656

LSC = u+3
u + 10

LC = u=0.805

LiC = u—3\/§:0.805—3 MEO
n 10

)

El punto 16 se sale del limite superior (17/10 = 1.7), procedemos a su
eliminacién y recalculamos los limites (suponemos que hemos encontrado las
causas asignables).

m 9
1 1 1
2T g 2 g g 161 1T) = 0T

Asi los limites serian:

0.7579
LSC = +3\/7 0.7579 + 34/ ———— = 1.584
n 10
LC = =0.7579
LIC = u—3\/z 0.7579 — 3 L57950
n 10

Estos son los graficos U que se obtienen con esos datos, junto con el grafico
tras eliminar el punto 16.

u Chart for Papel/10 u Chart for Papel/10
18 F

1.8 [

1 ucL=1,66 1 ucL=1,58

L5 1 CTR=081 L5F 1 CTR=076
12r 7 LCL=0,00 L2r 7 LCL=0,00
5 09f_ /= 1 5 09f 1
06F A \\j Y \/\/\/ ] 06 \\/J \/\/\/ 1
03F E 03F
0 4 8 12 16 20 0 4 8 12 16 20
Subgroup Subgroup

Tras la eliminacién del 16, el proceso si parece estar bajo control y nos
quedariamos con estos limites.

4.5. Graficos de control de suma acumulada

Para finalizar el tema, se presentaran los graficos de control de suma acu-
mulada (CUSUM), que al igual que los anteriores pueden aplicarse en areas
diversas como control de procesos industriales, administracion, ciencias médi-
cas, marketing, comercio, biologia, etc.
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Estos graficos surgieron como alternativa a los graficos Shewhart, que son
poco sensibles a pequenos corrimientos de la media (del orden de 1.50 o in-
feriores). Esto se deberia a que sélo utilizan informacién del dltimo punto.
No consideran toda la secuencia. Alternativas como las reglas de la Western
Electric tienen inconvenientes: por un lado, se complica la interpretacién del
grafico, y por otro lado, la ARL bajo control se reduce por debajo de 370. Este
incremento de las falsas alarmas puede tener consecuencias serias en la practica.

Usaremos los gréficos de la suma acumulada para promedios muestrales y
mediciones individuales (para las que son particularmente eficaces), aunque
también se pueden plantear para el niimero de defectos, desviaciones estandar,
etc.

Supongamos que jo es el objetivo para la media del proceso y Xj es la
j-ésima media muestral, entonces el grafico de control de suma acumulada
consiste en representar las sumas dadas por la siguiente ecuacion:

i
Si= Y (X; = o),

Jj=1

con i =1,...,m. Notemos que las sumas S; combinan informacion de distin-
tas muestras. El punto basico a tener en cuenta es que si el proceso esta bajo
control alrededor de g, los distintos S; han de fluctuar alrededor de cero. Si
la media se desplaza a p; mayor que pg, entonces los S; tenderan a tomar
valores positivos y cada vez mayores. Si la media se desplaza a p1; menor que
[0, entonces los S; tenderan a tomar valores negativos y cada vez menores. En
consecuencia, la observacion de una tendencia en el grafico es un indicativo de
que ha habido una modificaciéon de la media y deberia buscarse alguna causa
asignable.

Este grafico no es una grafica de control, ya que no tiene limites de control.
Dos son los enfoques que se usan para determinar los limites de control: el
procedimiento de la mascara V (que vemos en la grafica siguiente) y el cu-
SUM tabular, en el que se definen una cusum de cola superior e inferior, que
acumulan las desviaciones del valor objetivo mayores que cierta cantidad. El
proceso estaria fuera de control si exceden cierta constante.

13 F ; ; ; s
0,9 F ]
0,5 F .
01F LA .
03 F i

CuSum

-0,7 - .

-1,1 B . . . I
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La méscara V viene definida por la distancia d y el angulo 6, tal y como
vemos en la figura siguiente. El origen (O) de la méscara se coloca en la dltima
suma obtenida, y si algtin punto queda fuera de los brazos de la V, entendemos
que alguna causa asignable ha afectado al proceso. Si « es la probabilidad de
error tipo I (falsa alarma), 3 la probabilidad del error tipo II (no detectamos
un corrimiento que si se ha producido) y A el corrimiento minimo en la media
del proceso que deseamos detectar, entonces valores habituales de la méscara

V son: 5 15 A A

d= 5—21n( 5y Q:arctan(%) con 0= .
la magnitud del corrimiento expresado en unidades de desviaciéon estandar de
la media. k£ es un factor de escala que relaciona la unidad del eje de ordenadas

con la unidad del eje de abscisas (habitualmente k estd entre o y 20%).

Es 1til para la programacion del procedimiento, su implementacion tabular.
Tomamos
b=tan(200%) y h=2dogtanf

Definimos la suma acumulada unilateral superior en el periodo i como:
Sy (i) = max{0,z; — (1o +b) + Sg(i — 1)},
y la suma acumulada unilateral inferior como:
Sp(i) = max{0, (o — b) — &; + Sp(i — 1)}

donde Sg(0) = SL(0) = 0. Sy (i) y SL(i) acumulan las desviaciones, respecto
al valor deseado, que son mayores que b, con ambas cantidades puestas a cero
cuando se convierten en negativas. Si Sy (i) 0 SL(i) exceden el valor h, entonces
el proceso estd fuera de control.
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En cualquier caso, debemos tener algunas precauciones en la interpretacién
de los gréaficos CUSUM, como son:

1. Controlar la variabilidad (ha de permanecer constante) aparte.

2. No son eficaces en la deteccion de cambios graduales en la media o que
surgen y desaparecen rapidamente. Asi que podemos usar CUSUM para
detectar saltos en la media y conjuntamente los graficos Shewhart para
ayudarnos a interpretar otras anomalias.

R: object=qcc(data, type= “xbar.one”, target, ...)
cusum(object)
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Capitulo 5

Diseno de experimentos

Llamar al especialista en estadistica después de haber hecho el experimento
puede no significar mds que pedirle que haga un andlisis post mortem: es posible
que sea capaz de decir a causa de qué murid el experimento.

SIR RONALD FISHER

Especialmente en Africa, uno no debe sélo proyectar mejores estadisticas
oficiales, sino mejor trabajo experimental en agricultura, medicina e industria.

GERTRUDE CoOX

5.1. Introduccion. ;Qué es el diseno
experimental?

En este apartado, se introducen algunos conceptos basicos en experimenta-
cion: qué es y cudl es el objetivo del diseno estadistico de experimentos, qué son
los factores, los niveles o tratamientos.

Un experimento es un conjunto de pruebas o medidas, cuyo objetivo es
obtener informacién que permita tomar decisiones sobre el producto o proceso
bajo estudio.

Los experimentos disenados estadisticamente permiten eficiencia y eco-
nomia en el proceso experimental, y el empleo de los métodos estadisticos
para el andlisis de datos, brinda objetividad cientifica a las conclusiones.

Los factores controlados en un experimento son las caracteristicas para
las que se prueban diferentes niveles o valores con el fin de ver su influencia
sobre los resultados. Puede tratarse de factores cuantitativos (temperatura,
velocidad, etc.) o cualitativos (proveedor, tipo de maquina, etc.). Los diversos
valores de un factor se llaman niveles del factor. En caso de controlar un tinico
factor, sus niveles también se llaman tratamientos.

En otras palabras, dentro de un experimento encontraremos: una (aun-

que podria haber mas) variable respuesta (dependiente) y unos factores. Los
factores tomaran un numero finito de posibles valores, cada uno de ellos se
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llamara nivel. Se iran variando los distintos niveles para ver si influyen sobre
la variable respuesta. En definitiva, los modelos de diseno de experimentos,
estudian la variabilidad de la variable de interés controlando los factores que
pueden influir en la misma, frente a los modelos de regresion, que estudian
la variabilidad de la variable de interés teniendo en cuenta la relacién funcio-
nal de ésta con otras variables explicativas (que normalmente son continuas y
en muchos casos no controlables). Aunque estos dos tipos de modelos lineales
pueden estudiarse con una visién unificada.

Ejemplo 5.1: Queremos probar 3 tipos de ventiladores de 3 proveedores,
para comprar el que menos ruido produzca (otra caracteristica que podria ser
de interés, seria el que mas enfrie, es decir, también podria interesarnos la
temperatura). Experimento: seleccionamos 10 ventiladores de cada proveedor
(factor). Colocamos los 30 ventiladores en el mismo ordenador aleatoriamente,
ejecutando 1 hora el mismo programa y se mide el sonido (variable respuesta).

A grandes rasgos, en un disefio experimental encontraremos las siguientes
etapas:

a) Definir la caracteristica (o caracteristicas) sobre las que se quiere inves-
tigar los posibles efectos de los factores (las respuestas).

b) Seleccionar los factores a incluir en el experimento.
¢) Seleccionar los niveles (cudntos y cudles) considerar en cada factor.
d) Definir en qué va a consistir cada prueba.

e) Decidir el nimero de pruebas a realizar y el tratamiento a aplicar en
cada una (eleccién del disenio experimental).

f) Organizar todo el trabajo experimental, asignando las responsabilidades
correspondientes y precisando las necesidades de tiempo y recursos.

g) Analizar estadisticamente los resultados, para obtener respuesta (y sa-
car las conclusiones pertinentes) a preguntas como las siguientes: ;qué factores
tienen un efecto significativo sobre la media de la respuesta?, ;qué interaccio-
nes son significativas? (interaccién: implica que el efecto de un factor sobre la
respuesta es diferente segiin el nivel al que se halle otro factor considerado),
Jcudles serfan los niveles 6ptimos para los diferentes factores, en funciéon de sus
efectos sobre la media de la respuesta?, ;qué respuesta media cabe predecir
trabajando en las condiciones éptimas encontradas?, ;hay efectos significati-
vos sobre la varianza de la respuesta?, jdebemos ampliar el experimento, si
hubiera algin punto oscuro?

En resumen, un problema de diseno experimental comprendera los siguien-
tes puntos: comprension y planteamiento del problema, eleccion de factores y
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niveles, seleccion de la variable respuesta, eleccion del disenio experimental, rea-
lizacion del experimento, anélisis de los datos, conclusiones y recomendaciones.

Ademas, el disenio experimental utiliza tres principios basicos: obtencién de
réplicas, aleatorizacion y analisis por bloques. Veamos por orden el significado
de estos tres principios, usando el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.2: Se trata de comparar la eficiencia (tiempos de ejecucién) de
tres algoritmos en la resolucién de un cierto problema numérico.

Repeticion: Se asignan los mismos tratamientos a las diferentes unidades ex-
perimentales (elementos de un diseno). Ejemplo 5.2: obviamente, si sélo
tuviéramos una medida para cada algoritmo, no tendriamos manera de
establecer la variabilidad natural y el error de medida. Sin la repeticion,
seria imposible.

Aleatorizaciéon: jEs el paso fundamental de todas las estadisticas! Las uni-
dades experimentales se asignan al azar a los tratamientos o niveles.
Ejemplo 5.2: si tomaramos primero todas las medidas para el primer
algoritmo, luego para el segundo y por ultimo, para el tercero, en vez
de aleatoriamente, nos podria ocurrir que algin factor no controlado,
como calentamiento de la CPU o procesos que no controlamos, nos afec-
taran a los resultados. La aleatorizacién es nuestra manera de cancelar
los factores no controlados.

Control local: Hace referencia a cualquier método que represente y reduzca
la variabilidad natural. Una de sus formas es la agrupacion de las unida-
des experimentales en bloques (cuando tratamos muestras apareadas ya
estdbamos utilizando este principio). Ejemplo 5.2: como los tiempos de
ejecucién se ven afectados por la eleccién del hardware, cada algoritmo
deberia ejecutarse en distintas maquinas, cada una de las cuales seria un
bloque.

5.2. Diseno completamente aleatorizado:
analisis de la varianza con un solo factor

En este apartado, veremos los disefios con una fuente de variacién. El pro-
blema mas sencillo que puede presentarse es el de detectar la influencia de
un factor que tiene dos niveles, en una variable de interés. Este serfa el mis-
mo problema que el de comparar las medias de dos poblaciones, que bajo la
hipétesis de normalidad podemos resolver mediante el contraste de la ¢, como
se ha visto en el tema sobre Contraste de hipdtesis. La generalizacion de este
problema, es contrastar la igualdad de las medias de los a niveles de un fac-
tor, es decir, estudiar la influencia de un factor con a niveles en la variable de
interés. Veamos un ejemplo de este diseno.
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Ejemplo 5.3 (Examen 21/1/2009): Imagina que disponemos de un pro-
grama para simular el sistema y obtener los resultados (asumidos normales), en
el contexto siguiente: control de la produccion. En la tabla siguiente aparecen
los costes (gastos) totales medios por mes para cinco réplicas independientes
de 4 politicas de inventario diferentes:

Politica Observaciones
Politica 1: (20,40) | 126.9 124.3 126.7 122.6 127.3
Politica 2: (20,80) 118.2 120.2 1224 1227 1194
Politica 3: (40,60) 120.7 129.3 120.6 123.6 127.3
Politica 4: (40,100) | 131.6 137 129.9 129.9 131

En un diseno experimental completamente aleatorizado, describiremos las
observaciones con el modelo estadistico lineal (se considera que el factor de
interés tiene a niveles y que inicialmente el niimero de observaciones, n, es
igual para cada tratamiento):

Yij=mi+e; i=1,...,a j=1..n,

donde Y;; es una variable aleatoria que denota la observacién ¢j-ésima, ;
serfa la media del tratamiento i y para los errores {¢;; } haremos las siguientes
suposiciones:

= Tienen esperanza nula.

= Su varianza es siempre constante, o.

= Tienen una distribucién normal.

= Son independientes entre si.

Una formulaciéon alternativa de estas hipdtesis es:
Yij=p+7+e; e ~N00%,

con 7; definida como desviaciones de la media global g, por lo que > ¢, 7, = 0.

La hipoétesis de interés en este tipo de problemas es la de que no hay di-
ferencias significativas entre los niveles del factor, que queda formalmente ex-
presada por Hy : g = ... = u, (y Hp: no todas las medias son iguales) o
equivalentemente Hy : 7; = 0 Vi.

La idea (que intuitivamente puede verse en el grafico siguiente: en el primer
caso no esta claro si hay diferencia entre los dos grupos, en cambio en el segundo
caso, es claro que si las hay, mientras que en el ultimo caso no habria diferencia)
para deducir el estadistico de contraste se basa en descomponer la variabilidad
total de los datos en dos términos: la variabilidad entre las medias de cada
muestra y la media general, y la variabilidad dentro de cada grupo o residual:

Doici 2 Wi =9 = > (G =02+ T 2 (W — )2
S C'T - S CTratamientos + S CE
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En esta identidad, y;; representa la observaciéon j-ésima obtenida en el trata-
miento i-ésimo, ¢ es la media de todas las observaciones, 7; es la media de
las observaciones bajo el tratamiento i-ésimo. Ademds, SC7 denota la suma
de cuadrados total, SCr,qtamientos 1a suma de cuadrados de los tratamientos
(variabilidad entre) y SCg la suma de cuadrados del error (variabilidad dentro).

5.8 6,1 6,4 6,7 7 73 7,6

5,5 5.9 6,3 6,7 7,1 7,5 7.9
3 5 7 9 11

Figura 5.1: Idea intuitiva de ANOVA

La SCrratamientos mediria la variabilidad explicada por las diferencias en-
tre las medias de tratamientos, mientras que SCg mediria la variabilidad no
explicada. Cuando haya diferencias reales entre las medias en cada nivel, la
variabilidad entre sera grande, comparada con la variabilidad residual. Juzgar
su tamano relativo requiere conocer su distribucién en el muestreo.

Se demuestra que cuando Hy es cierta, SCr/0? v SCrratamientos/0? son

variables independientes que tienen una distribucién ji-cuadrado con a(n — 1)
y a — 1 grados de libertad respectivamente.
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El estadistico de contraste sera pues:

= SOTratamientos/(a - 1)
° SCr/a(n —1)

que tendrd una distribuciéon F' de Snedecor con a — 1 y a(n — 1) grados de
libertad. El numerador es conocido como cuadrado medio de los tratamien-
tos (C'Mrratamientos) ¥ €l denominador como cuadrado medio del error (C'Mg).
Puede demostrarse también, que C Mg es un estimador insesgado de 2. Por
otra parte, si la hipdtesis nula es cierta, C My qiamientos €8 Un estimador in-
sesgado de o2. Sin embargo, si la hipétesis nula es falsa, el valor esperado de
C'Mryatamientos €5 mayor que o2. Por consiguiente, H, se rechazard al nivel o
si fo > Fia-1,a(n-1), s decir, tendremos un contraste unilateral en el que la
regiéon critica es la cola derecha de la distribucion F.

Los términos de la descomposicién en que se basa este contraste suelen
disponerse en una tabla conocida como tabla ANOVA (segun la arraigada ter-
minologia anglosajona: ANalysisO fV Ariance). En la tabla 5.1 podemos ver
la tabla ANOVA para este primer modelo. En esta tabla aparece el anédlisis
de varianza cuando contamos con un diseno desbalanceado o desequilibrado
(el nimero de observaciones en cada tratamiento puede ser diferente), sélo
deben realizarse ligeras modificaciones en las férmulas anteriores de las sumas
de cuadrados. Elegir un diseno balanceado tiene dos ventajas: 1) si los ta-
marnos son iguales, el procedimiento es relativamente insensible a las pequenas
desviaciones del supuesto de la igualdad de varianzas y 2) la potencia de la
prueba se maximiza si las muestras tienen igual tamano. Denotaremos por n;
las observaciones en el tratamiento ¢-ésimo y N el total de observaciones.

Fuente de Suma de Grados de | Media de
variacién cuadrados libertad | cuadrados F
Tratamientos
(entre grupos) | >0 ni(gi —v.)? a—1 sg =iy Cé/[]\T/[};”‘
Error
(dentro grupos) | 37, > (yij — 7i.)” N—a 2Cn
Total > Zj(%j —7.)? N -1

Tabla 5.1: Tabla ANOVA de un factor

Regién critica (a nivel a): (Fyq—1N—a,0)

R: a = aov(respuesta ~ factor)
anova(a)

Ejemplo 5.3: Especifica el modelo y prueba la igualdad de los efectos (usa
a = 0.05), explicando el resultado que obtengas.

Se trata de andlisis de la varianza con un factor (Politica), siendo la variable
respuesta Costes:
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Y;‘j:[,bi—f-Gij Z:]_,,4 j:]_,...,5, EijNN(O,O'Q)

Para resolver el contraste:

Ho: pn = po = p3 = jig
H, : No todas las medias son iguales
construimos la tabla ANOVA.

Supongamos que tenemos parte de la tabla, y tenemos que acabar de relle-
nar los huecos:

Fuente Suma Cuadrados GL Cuadrados medios F
Politica
Error 7,9705

ot o072

Podemos obtener los grados de libertad facilmente. Serian respectivamente,
a-1=4-1=3 N—a=20-4=16, N-1=20-1=19. A partir de
ahi, podemos obtener SCr = 16 - 7.9705 = 127.53. Con lo cual podemos tam-
bién deducir el valor de SC7rqatamientos = 459.172 - 127.53 = 331.64. Entonces,
podemos obtener C My, qtamientos = 331.64 / 3 = 110.55, y por iltimo, F' =
110.55 / 7.97 = 13.87.

En definitiva, la tabla ANOVA (segtn la salida del R) quedaria:

Analysis of Variance Table

Response: Costes

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
factor(Politica) 3 331.64 110.55 13.870 0.0001026 *x*x
Residuals 16 127.53 7.97

Signif. codes: 0 ‘**%*x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x> 0.056 “.” 0.1 < ’ 1

Regién critica (a nivel a): (Faq—1,n-a,0) = (Fp.053.16, 00) = (3.24, 00)

13.87 € (3.24,0) con lo cual, rechazo Hy, si que hay diferencia entre los
costes medios (p;), segin la politica de inventario usada.

Para estimar los parametros del modelo, que usaremos para construir los
residuos y comprobar la validez del modelo, podemos hacerlo mediante:
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pg = E5
i = Yi. = %

7; = f1; — [, donde se usa Y ¢ n;7; = 0.

Los residuos (e;; = v;; — Uij = ¥ij — ¥i.) son utiles para verificar las hipétesis
bésicas del modelo: comprobar su normalidad (recuerda los contrastes vistos en
el capitulo 3), comprobar la variabilidad constante, representando los residuos
frente a los valores ajustados o frente a los niveles del factor, la homogeneidad
de varianzas también puede comprobarse mediante algiin test como el de Bar-
tlett, representar los residuos frente al tiempo (por si hubiera alguna traza de
no independencia), comprobar si existen valores atipicos. En [55, pdg. 58] se
resumen los efectos de las desviaciones en las hipdtesis basicas.

En la figura 5.2 se muestran graficos de residuos frente a valores previstos
(media prevista por el modelo para dicho punto). En ambas se incumplen las
hipdtesis del modelo, en el primero la variabilidad va aumentando con el nivel y
en el segundo, la variabilidad de un grupo es mucho mayor que en los restantes.

X

PRI R
s sed o e
.

oo

Figura 5.2: Diagramas de residuos frente a valores previstos

Por otro lado, en la figura 5.3, se representan los residuos en su secuencia
temporal de obtencién, mostrando cuatro situaciones interesantes. En la pri-
mera se ha producido a partir de cierto instante un aumento en la respuesta, en
el gréfico contiguo se observa una correlacién negativa entre los residuos, en el
primer gréafico inferior el cambio es gradual y aparece una tendencia, mientras
que en el ultimo grafico se muestra una reduccion paulatina de la variabilidad
(efecto de aprendizaje).
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Figura 5.3: Diagramas de residuos en funcion del tiempo

Seguidamente, se veran algunos métodos para comparar las medias, cuando
el efecto ha sido declarado significativo por la prueba F. Podrian dividirse en
comparaciones a priori y a posteriori.

En las comparaciones a priori (nosotros no las veremos en este curso), an-
tes de llevar a cabo el experimento, ya se saben las comparaciones de interés:
se consideraran los contrastes ortogonales. Un contraste lo podemos plantear
como Hj : ZZ cip; = 0 con cq,...,c, constantes conocidas con ZZ n;c; = 0.
Dos contrastes con coeficientes {c;} y {d;} seran ortogonales si >, n;c;d; = 0.
Para probar un contraste se debe comparar su suma de cuadrados SCqo =
(Ot ayi)?/> 0 nici (yi es el total de las observaciones del tratamiento -
ésimo) con la media de cuadrados del error. El estadistico resultante tiene una
distribuciéon F con 1 y N — a grados de libertad.

Por otro lado, si no se tiene planteada ninguna pregunta con respecto a las
medias de los tratamientos (comparaciones a posteriori), se presentara el méto-
do de la minima diferencia significativa o LSD (Least Significant Difference)
(otros métodos pueden encontrarse en [47]). De esta manera, se compararan
todos los pares de medias con las hipdtesis nulas Hy : p; = p1; (para toda i # j)
y el par de medias p; y p1; se declarara significativamente diferente si |y; — ;.| >
LSD, donde LSD al nivel a viene definida como ta/g,N,a\/CME(l/ni +1/n;).
Fijate que si tenemos el mismo niimero de observaciones para el tratamiento
i-ésimo y j-ésimo, n; sera igual a n;.

Se pueden representar grupos homogéneos con columnas de X’s, de forma
que si estan en la misma columna no existirian diferencias estadisticamente
significativas entre las medias.

R: multicomp.Im(objeto aov, method= “lsd” ,error.type=“cwe”)
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Ejemplo 5.3: Calcula la LSD al 95 % y realiza las comparaciones explican-
do los resultados. Identifica grupos homogéneos con columnas de X’s. ; Cuél/es
politica/s serfan mejores?

En este ejemplo, como todas las politicas tienen el mismo niimero de ob-
servaciones, la LSD sera la misma para todos los pares de medias:

LSD = ta/27N_a\/CME(]_/TLi + ]_/TLJ) = t0.05/2716\/7.97(1/5 -+ 1/5) ==
2.12-/7.97(1/5+1/5) = 3.785

Las medias observadas para cada tratamiento (politica) son:
Y1, = 125.56, yo. = 120.58 , y3. = 124.3, y4 = 131.88
Realizamos las comparaciones por parejas:

1-2: |1~ @a.| = 4.98 > LSD — g # po
1-3: |g1.— y3.| = 1.26 < LSD — p; = pg
1-4: |g1.— §a.| = 6.32 > LSD — py # 14
2-3: |go.— ¥3.| = 3.72 < LSD — pp = pu3
2-4: |go.— ys| = 11.3 > LSD — g # g
3-4: |g3.— §4| = 7.58 > LSD — L3 7£ jon

Ordenamos las politicas, segiin sus medias observadas, de menor a mayor,
y colocamos una X en distinta columna si existe diferencia entre las medias
poblacionales (fijate que como la 3 no difiere de la 2 ni de la 1, perola 1y la
2 si son distintas, la 3 tiene dos X’s para poder expresarlo):

Politica Media

2 120,58 X

3 124,3 XX
1 125,56 X
4 131,88 X

Las mejores politicas serfan la 2 y la 3, que forman un grupo homogéneo.
A continuacion, vendria el grupo formado por la 3 y la 1. Mientras que en el
ultimo lugar, estarfa la politica 4, que serfa la peor (mayor gasto medio).

Una alternativa no paramétrica de la prueba F', es el test de Kruskal-Wallis.
Unicamente se requiere que las €;; tengan la misma distribucion continua para
todos los niveles del factor. Esta prueba se basa en los rangos (orden) de las
observaciones y el estadistico de la prueba es:

a a 2

12 . N+1 12 Jor
H=__ - E (R, — 2= E —= _3(N+1
NN+ 1) ni(fi = ——) NN +1) & n, 3NV +1),

i=1 i=1
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donde R; es el total de los rangos del tratamiento i-ésimo y R;, la media. Se
rechazard Hy si el valor observado h > x2 ,_;, con un nivel de significacién
aproximado «.

5.3. Diseno en bloques aleatorizados

El siguiente modelo que se presenta es el diseno en bloques aleatorizados.
En el anterior modelo los factores no controlados por el experimentador y que
podian influir en los resultados se asignaban al azar a las observaciones. En
este modelo, las unidades experimentales han sido agrupadas segtin otra causa
de variabilidad que puede influir en los resultados: es una variable, denomina-
da wvariable de bloqueo, cuyo efecto sobre la respuesta no es directamente de
interés, pero de esta manera se obtienen comparaciones homogéneas, de forma
analoga al procedimiento de la prueba t apareada. En este diseno, tomaremos
el mismo nimero de muestras por tratamiento dentro de cada bloque y el or-
den de las medidas dentro del bloque se decidira aleatoriamente.

En otras palabras, en este diseno se considera un factor para ver su influen-
cia sobre la variable respuesta y una variable de bloqueo, llamada bloque, que
hara las comparaciones mas homogéneas. En realidad, no se estd interesado en
la variable bloque, pero despreciar su influencia (no considerar esta variable)
podria ser perjudicial, andlogamente a como ocurria con las muestras aparea-
das en los temas anteriores. El factor bloque es una variable que suponemos que
influye en la respuesta, aunque no estamos interesados en conocer su influencia.

Las hipdtesis basicas del modelo (sin repeticién) son:
Yi=p+n+Bi+e; i=1,...,a j=1,...b,

donde €;; son variables N(0,c?) independientes.

El modelo descompone la respuesta en:

» Una media global pu.

El efecto incremental en la media debida al nivel del factor, 7; (3, 7, = 0).

El efecto incremental en la media debida al bloque, 3; (3_; 3; = 0).

El error experimental, €;;, que recoge el efecto de todas las restantes
causas posibles de variabilidad del experimento.

Notar que este modelo supone que los efectos del factor y de la variable de
bloqueo son aditivos, es decir, no existe interaccién entre ambos.

Al igual que antes, resulta interesante ilustrar este disefio con un ejemplo.

Ejemplo 3.7: En otro punto del estudio, se queria comparar 3 distintas
interfaces. Para ello, a 5 sujetos se les midi6 el tiempo empleado en completar
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una determinada tarea para cada una de las interfaces, cuyo orden de presen-
tacion fue aleatoriamente seleccionado. A continuacion, aparecen estos datos:

Sujetos
Interfaz | Suj. 1 Suj. 2 Suj. 3 Suj. 4 Suj. b
1 %) 49 43 36 45
2 60 53 41 40 55
3 51 46 39 35 45

La hipotesis de interés serd Hy : 7; = 0 Vi, pero en algunas ocasiones tam-
bién puede ser de interés contrastar Hy : 5; = 0 Vj.

La deduccion de los estadisticos de contraste y sus distribuciones mues-
trales se obtiene de una manera completamente analoga al anterior. Asi, la
variabilidad total puede descomponerse en vartabilidad entre tratamientos, va-

riabilidad entre bloques y el error o variabilidad dentro de los tratamientos y
bloques.

Dt Z?:l(yij -7.)° =
SCr =

a — — b — — a b _ _ _
b (i — 92 +ad (U — 92+ > Wi — U — Ui+ Y)2
SCTratamientos + SSBloques + SCE

Las férmulas para el caso de un diseno por bloques aleatorizados con repe-
ticién pueden consultarse en [23], pero no se trataran.

Puede demostrarse que: E(CMTratamientos) = E(SCTratamientos/a - 1) = o?
—+ bZ?:l TE/CL— 1, E(OMBloques) = E(SCBloques/b_ 1) = O'2 +a Z?’:l ﬁ?/b— 1
y E(CMg) = E(SCg/(a — 1)(b — 1)) = o2. Por tanto, la hipStesis nula de
que todos los efectos de los tratamientos son cero, se rechazard con el nivel de
significacién «;, si el valor calculado del estadistico Fy = CMryatamientos/C ME

> Fya—1,(a—1)(—1)- En la tabla 5.2 podemos ver la tabla de ANOVA para este
modelo.

Fuente de Suma de Grados de Media de
variacion cuadrados libertad cuadrados F
Tratamientos | SCrratamientos a—1 = CTT(‘:;j"fie"“’S CMTE\}?E"“’S
Bloques SCBlogues b—1 %
Error SCg (a—1)(b—1) %
Total SCr ab—1

Tabla 5.2: Tabla ANOVA de un diseno en bloques aleatorizados
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Region critica (a nivel a): (Fya-1,(a-1)(b-1), )

R: a = aov(respuesta ~ factorl + factor bloques)
anova(a)

Ejemplo 3.7: Especifica el modelo y prueba la igualdad de los efectos («
= 0.05).

Se trataria de un disenio en bloques aleatorizados, donde el factor de interés
es Interfaz, los bloques son los sujetos y la respuesta, el Tiempo empleado en
realizar la tarea. Si asumimos que se cumplen las hipétesis del modelo (e;; son
variables N (0, 0?) independientes), la respuesta la descompondriamos en:

Yo—utm+Bitey i=l.3 =15

Si denotamos por p; = p + 7;, entonces el contraste seria:

Ho: py=po = s
H, : No todas las medias son iguales

Construimos la tabla ANOVA siguiente, pues se quiere estudiar si hay
diferencias significativas entre las interfaces.

Fuente Suma de cuadrados GL Cuadrados medios F
Interfaz 111,6 2 55,8 10,53
Sujeto 628,4 4 157,1

RESIDUAL 42,4 8 5,3

TOTAL 782,4 14

10.53 € (Faa—1,(a-1)(b-1), 0) = (Fo.05,2,8,00) = (4.46, 00). Por tanto, recha-
z0 Hy, s que hay diferencias entre los tiempos medios (para realizar la tarea)
de las tres interfaces.

Es interesante también observar los resultados que se hubiesen obtenido si
no se hubiesen considerado los bloques, es decir, vamos a comparar el diseno
en bloques con el diseno aleatorizado para mostrar los beneficios de analizar
por bloques.

Ejemplo 3.7: Supongamos ahora que no se han considerado los 5 suje-
tos como bloques, sino que se supone que cada vez se prueba con individuos

distintos, es decir, que tuviéramos un diseno completamente aleatorizado. La
tabla ANOVA seria:

Fuente Suma de cuadrados GL Cuadrados medios F

Interfaz 111,6 2 55,8 1,00
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Esta vez 1 ¢ (Fuq—1.N-a,0) = (Fo.052,12,00) = (3.89,00). Con lo cual, no
rechazaria Hy, no tendria pruebas para afirmar que hubiera diferencia entre
los tiempos medios de las 3 interfaces.

Con este ejemplo, vemos pues, que es fundamental el uso de los bloques
para poder, en este caso, descubrir la diferencia entre los tiempos medios de
las 3 interfaces. El no usar los bloques, nos conduciria a otra conclusion.

De igual forma que antes, es importante examinar los residuos. Ahora los
valores valores ajustados o estimados serfan: ¢;; = ft + 7; + Bj =y + (¥i.—9)
+ (W;—9 =9 +7; —y Una grafica de los residuos frente a los valores
ajustados con forma de curva, podria sugerir una interaccion entre los trata-
mientos y los bloques.

También, siguiendo el esquema del punto anterior, si el analisis de va-
rianzas hubiera indicado la existencia de diferencias entre las medias de los
tratamientos, podremos utilizar el método LSD, ahora calculada como LSD =

ta/2,(a—1)—-1)\/ 20 Mg /b.

R: multicomp.lm(objeto aov, method=“lsd” error.type= “cwe”)

Ejemplo 3.7: Calcula la LSD al 95 % y realiza las comparaciones explican-
do los resultados. Identifica grupos homogéneos con columnas de X’s. j Cuél/es
interfaz/s serfan mejores?

>a=aov(Tiempo~factor(Interfaz)+factor(Sujeto))
> multicomp.lm(a, method="1sd",error.type="cwe")

$table

estimate  stderr lower upper
1-2 -4.2 1.456022 -7.5575927 -0.8424073
1-3 2.4 1.456022 -0.9575927 5.7575927
2-3 6.6 1.456022 3.2424073 9.9575927

Gracias a la salida del R, podemos ver que hay diferencia entre 11 y o, pues-
to que 0 ¢ (-7.5575927, -0.8424073). Ademads, también hay diferencia entre ps
y 3, puesto que 0 ¢ (3.2424073, 9.9575927). Es una manera equivalente a cal-

cular la LSD = ta/2,(a71)(bfl)\/ QCME/b = t0_02578\/ 2- 53/5 = 2.306+/2 - 53/5

= 3.3576 y ver si el valor absoluto de la diferencia de la pareja de medias es
superado o no. Por ejemplo, 1-2: |g;. — ¢o.| = [45.6 — 49.8] = 4.2 > 3.3576 —
w1 # pe. Fijate que -4.2 + 3.3576 = (-7.5575927, -0.8424073).

Estos son los valores de cada media.

>model.tables(a, "means")
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Tables of means
Grand mean

46.2
factor(Interfaz)
1 2 3

45.6 49.8 43.2
factor(Sujeto)

1 2 3 4 5
55.33 49.33 41.00 37.00 48.33

0 sea,

Interfaz Media Grupos homogéneos

s 82 x
1 45.6 X

2 49.8 X

Los mejores interfaces serian el 3 y el 1, que forman un grupo homogéneo,
con menores tiempos medios, que con la interfaz 2.

5.4. Diseno factorial con dos factores

El ultimo modelo de ANOVA que se estudiara es el de dos factores, supo-
nemos ahora que la observacion de la variable Y esta influida por dos factores
de interés.

La idea basica de los disenos factoriales es cruzar los niveles de los factores
a todas las combinaciones posibles, ya que de esta manera podemos detectar
la interaccion de factores. Existe interaccién entre dos factores, si el efecto de
algin nivel de un factor cambia al variar de nivel en el otro factor. En es-
tos experimentos nos interesara estudiar la influencia de los dos factores en la
respuesta y la interaccion entre los factores. Resulta conveniente resaltar las
ventajas de estos disenos frente a experimentos en los que se varfa un factor,
dejando constantes los demas.

Ejemplo 5.4: Imaginemos que tenemos un proceso para el que queremos
minimizar un cierta respuesta R, que viene influenciada de dos variables A y
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B. Una posible opcién para encontrar unas condiciones 6ptimas de trabajo en
las cuales R sea minima (y que veremos que no serd la adecuada), serfa coger el
valor de A con el que se trabaja habitualmente (660) y mirar para dicho valor,
cual es el valor de B con el que se obtiene el éptimo, con el que se obtiene
menor R, que seria en este caso 815 (con respuesta 4.04). Después, fijado B a
815, variamos A, que nos darfa un valor 6ptimo de 685 (con respuesta 2.28).
LEs éste el valor 6ptimo? Pues si miramos la figura siguiente veremos que no
(serfa 690.6 para A y 841 para B, que nos daria una respuesta de 2.03), que
encontraremos si experimentamos con todas las combinaciones de niveles de
las dos variables.

940

920

900

880

860

840

820

640 650 660 670 680 690 700 710

Ejemplo 5.5: En la limpieza del hogar, dos productos conocidos son el sal-
fuman y la lejia. El uso mas conocido del primero es el de desincrustante para
eliminar residuos de caliza. Mientras que el segundo, entre otras cosas, puede
usarse para desinfectar los lavabos. Si sus efectos se sumaran, tendriamos el
producto de limpieza FEstrella, pero resulta que si los mezclamos, se produce el
téxico gas cloro (jecuidado!), vemos que hay interaccion.

Ejemplo 5.6: Una ingeniera desea determinar si existe o no diferencia
significativa entre los efectos de dos algoritmos (A y B) diseniados para contar
olivos en imagenes aéreas, que es de interés para las politicas de subvenciones
de la Unién Europea en agricultura. Estos algoritmos, pueden aplicarse a dos
tipos de imagenes (con distinta banda espectral y resolucién), F'y G. La tabla
siguiente da las clasificaciones del sistema para cada combinacién algoritmo-
tipo de imagen.
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Tipo de imagen
Algoritmo | 1 2
82 73
A 78 69
84 67
63 62
B 65 66
59 67

Para este modelo, consideraremos que tomamos una muestra de tamano n
en cada combinacién de factores, uno con a niveles (factor A) y el otro con b
(factor B), y las abn observaciones se realizan en orden aleatorio.

Las hipétesis basicas del modelo son ahora:
Y;jk:,u—f-ﬂ'—f—ﬁj—f—(Tﬁ)ij—l—Eijk izl,...,a jzl,b k':l,...,n,
donde las variables €;;; son N(0,0?) independientes.

El modelo descompone la respuesta en:

Una media global p.

El efecto incremental en la media debida al nivel i-ésimo del factor A, 7;

(> =0).

El efecto incremental en la media debido al nivel j-ésimo del factor B,

B (528 =0).

(17/3)ij representa el efecto de la interaccién entre ambos factores, asi que

2i(7B)ij =0y >2;(78)s = 0.

El error experimental, €;;,, que recoge el efecto de todas la restantes
causas posibles de variabilidad del experimento.

Tres son las hipétesis de interés: Hy : 7, = 0 Vi, Hy @ 55 = 0 Vj y
H(] . (T/B>ij = 0 V’L,j

Anélogamente, el andlisis de varianza prueba estas hipétesis descomponien-
do la variabilidad total de los datos en sus partes componentes, y comparando
después los diferentes elementos de esta descomposicion. En la tabla 5.3 pode-
mos ver la tabla de ANOVA para este modelo.
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Fuente de Suma de Grados de | Media de

variacién cuadrados libertad cuadrados| F
Factor A oy (. —1.)? a—1 i% g%ﬁ
Factor B an Ej (5; —9.)* b—1 % g%ﬁ

Interaccién |n )", 3= (Ui — Ui — 4. +9..)% |(a—1)(b—1) (aflc)’?ﬁl) CCA]{fEB
Error S>> Wik — ig)? ab(n — 1) a,bi?fl)
Total > 2 2w ige — 7.)?

Tabla 5.3: Tabla ANOVA de dos factores con interaccion.

abn — 1

R: aov(respuesta ~ factorl * factor2)
anova(a)

Ejemplo 5.6: Tabla ANOVA.
Analysis of Variance Table

Response: Clasificacion
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr (>F)

factor(Alg) 1 420.08 420.08 48.0095 0.0001210 **x*
factor(Tipoi) 1 60.75 60.75 6.9429 0.0299481 =*

factor(Alg) :factor(Tipoi)1l 154.08 154.08 17.6095 0.0030114 xx*
Residuals 8 70.00 8.75

Signif. codes: 0 ‘**%*x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x> 0.056 “.” 0.1 < ’ 1

Debemos mirar primero el efecto de la interaccién, y posteriormente los
efectos principales. Si la interaccién no es significativa, podemos analizar los
efectos de los factores principales. En cambio, si es significativa, la interpre-
tacion de los efectos principales ya no es tan clara, puesto que la interacciéon
puede enmascarar los efectos principales.

En nuestro ejemplo, la interaccion y los factores principales son significa-
tivos (p-valores menores que o = 0.05), con el siguiente grafico podemos ver
claramente la interaccién (hay cruce de los segmentos que unen las medias de
cada grupo, es decir, tienen un comportamiento diferente segin el nivel del
otro factor).

Como antes, se deben examinar los residuos: e;jr = Yijr - ¥i;. y también,
podemos realizar pruebas para medias individuales, usando el método de la
LSD. Si la interaccion es significativa, podria aplicarse a las medias de un fac-
tor, fijando el otro a un nivel particular.
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Interaction Plot

82 Tipoimagen
— 1
78 — 2

74

Clasif

70
66

62

Algoritmo

En el caso en que sélo dispusiéramos de una observacion por celda, una sola
réplica, hay tantos parametros en el modelo como observaciones y los grados
de libertad del error son cero. Una posible consideracién es suponer que el
efecto interaccién se puede omitir (lo cual no deja de ser peligroso). En este
caso, el analisis seria equivalente al usado en el diseno de bloques aleatorizados,
aunque debe hacerse notar que las situaciones experimentales que conducen a
estos modelos son muy distintas.
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PARTE ||
APENDICE
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Capitulo 6

So ftware

Es indiscutible la importancia del uso de las clases de ordenador para la
ensenanza de la Estadistica en la actualidad. Aqui tinicamente pretendemos
recopilar de forma general, herramientas que usaremos en las clases de labora-
torio.

En la asignatura anterior a ésta, ya se usé y presenté el R (véase [34] para
un repaso). El R es una buena elecciéon porque permite al usuario programar
facilmente funciones adicionales si, llegado el caso, el paquete no contuviera
el procedimiento estadistico necesario. El R es apropiado porque facilita la
comprension de los conceptos vistos en teoria, al centrarnos tinicamente en
los comandos que realizan lo visto en teoria. Muchos programas comerciales,
muestran por pantalla una gran cantidad de resultados y ments, mucho mayor
que la vista en clase, lo cual hace que para llegar a discernir lo fundamental
que se ha visto en clase, se tenga que navegar bastante por distintos ments.

También hemos de tener en cuenta que al tener codigo abierto, podemos
ver lo que se hace en cada instruccion, lo cual es imposible de hacer con un
programa comercial, que no permite el acceso al codigo. Esto convierte al R en
un programa mas flexible.

Ademas, otra caracteristica fundamental del R es su caracter gratuito. Re-
cordemos que en los estatutos de la Universitat Jaume I se senala que: «La
Universitat Jaume I fomentara 1'is de formats informatics oberts en la comu-
nicacié interna i externa, promoure el desenvolupament i 1'is del programari
lliure i afavorir la lliure difusié del coneixement creat per la comunitat uni-
versitaria». Pensemos que podemos usar el R en cualquier plataforma de
forma gratuita y, por tanto, también podéis emplearlo posteriormente en
cualquier empresa, sin tener que gastarse miles de euros en un sola licencia.

Por otro lado, el R estd en continua expansion, y cuenta con muchisimas

librerias que recogen los ultimos avances en Estadistica, muchos de los cuales
no estan disponibles en los programas de pago.
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Por 1ltimo, a través de la funcién Sweave() de R [41, 52| de la librerfa
Hmisc, podemos facilmente mezclar texto M TEXy cédigo R para la generacién
automatica de documentos, es decir, texto y andlisis de datos de alta calidad,
v iiiGRATIS!!'!) jqué mas se puede pedir?

6.1. Repaso previo. Simulacién y fiabilidad

Objetivos: Aprender a generar numeros aleatorios de distintas distribu-
ciones. Manejar los conceptos bésicos de fiabilidad de componentes. Simular
sistemas (sencillos) para verificar su fiabilidad. Repasar conceptos vistos en la
asignatura del curso anterior IG12 Estadistica.

6.1.1.  Software de las préacticas

Usaremos R, versién de libre disposicion del lenguaje S-PLUS. Es un intérpre-
te de comandos con una gran cantidad de funciones, orientado fundamental-
mente al andlisis estadistico. Se puede obtener en http://cran.R-project.org/,
donde también es posible obtener distinta documentacién en inglés o en cas-
tellano: http://cran.r-project.org/other-docs.html#nenglish

Es el mismo programa que se utilizé en las practicas de la asignatura 1G12
el curso pasado. Se empleard las funciones bésicas y la libreria que se encuentra
en Contributed packages: qcc, la libreria de control de calidad. Esta disponible
tanto en Linux como en Windows.

También es posible obtener el cédigo fuente, en source code.

Recuerda que puedes usar help() para ayuda on-line, o help.start() si deseas
la ayuda a través de un navegador.

Para salirte de R, teclea 'q()’ .

6.1.2. Introduccion

El objetivo de la practica es dar a conocer (muy someramente) dos dreas
de gran interés: la simulacién y la fiabilidad. Comenzaremos definiendo ambas
materias:

La simulacion es una potente herramienta para modelizar y analizar siste-
mas complejos. La mayoria de sistemas reales son dificiles de estudiar a través
de modelos analiticos. En cambio, un modelo se simulacién puede construirse
casi siempre y su ejecucién (en el ordenador) genera historias del sistema de
las que podemos extraer informacién estadistica. (Nota: también existe la si-
mulacion fisica, ejemplos de la cual aparecen en muchos de los capitulos de la
famosa serie de televisién csi LasVegas).

Los campos de aplicacién de la simulacién son variadisimos: sistemas de
produccién/inventario, redes de distribucion, sistemas informédticos (sistemas
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cliente/servidor, redes de telecomunicaciones, etc.), sistemas de transporte
(aeropuertos, puertos, ferrocarriles, autopistas), etc. Algunos ejemplos cono-
cidos de gran renombre son: el proyecto del Eurotinel o las operaciones del
canal de Suez.

Para poder realizar simulaciones, necesitamos saber generar niimeros alea-
torios, que nos permitan generar entradas, con las que «alimentar»el modelo
durante la simulacién. Nosotros nos limitaremos a dar una ligera introduccién
a la generacién de variables aleatorias, ya que la puesta en préctica de un mo-
delo de simulacién requiere de nimeros aleatorios (pseudoaletorios), pero no
iremos més alla, para ello esta la materia optativa correspondiente.

En segundo lugar, se define la fiabilidad de un componente (o de un sistema)
como la probabilidad de que el componente (o el sistema) funcione en un
intervalo de tiempo en condiciones especificadas.

6.1.3. Generacion de numeros aleatorios

Es habitual que los programas para la realizacion de calculos estadisticos
incorporen un apartado dedicado a la generacion de variables aleatorias. Nos-
otros veremos como hacerlo. En este punto, deberiamos empezar considerando
como generar valores aleatorios de una Uniforme(0,1).

La mayoria de los lenguajes de programacién dispone de alguna funcién pa-
ra su generacion. Debido a la limitacion del tiempo, sélo proporcionaremos la
siguiente informacion bibliografica que puede encontrarse en la red sobre como
generarlos, y nos restringiremos a utilizar los valores que nos suministren di-
chas funciones: http://www.library.cornell.edu/nr/bookcpdf/c7-1.pdf (capitu-
lo 7 del libro on-line Numerical Recipes in C) [59] o sobre el generador de niime-
ros aleatorios de R (http://www.stats.ox.ac.uk/pub/MASS4/VR4stat.pdf).

Sélo veremos como generar valores aleatorios de una variable exponencial y
Normal. Aunque para generar niimeros aleatorios de una determinada distribu-
cién podemos utilizar los comandos disponibles (r’nombre de la distribucion’,
por ejemplo: rbinom, rexp, rnorm, Tpois, runif, etc.) vamos a generarlos a
través de la Uniforme(0,1):

runif(n, min=0, max=1)

n Numero de observaciones
min,max | Limites inferior y superior de la distribucion

Para cada distribucion, el primer argumento indicara el nimero de observacio-
nes a generar, y los siguientes seran distintos parametros de las distribuciones,
cuyo significado dependerd de la propia distribucion.

Sin embargo, antes de comenzar con la generacion de la exponencial, hare-
mos un ejercicio previo (jel calentamiento!) para recordarla.
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Actividad 1. La exponencial y su papel en fiabilidad
Para hacer esta actividad, recuerda que para determinar probabilidades de
una distribucién en el R usamos: (p’nombre de la distribucion’, por ejemplo:

pbinom, pexp, pnorm, ppois, punif, etc.).

pexp(q, rate = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

g vector de cuantiles

Media = 1/ rate

lower.tail; si TRUE (por defecto), probabilidad P/X <= z/, sino,
P[X > 1]

log; si TRUE, probabilidades p vienen dadas como log(p)

Para cada distribucién, el primer argumento indicara el/los valor/es para el
que queremos calcular el valor/es de la funcién de distribucién F(x) = P(X <
x) (con lower.tail=FALSE obtendremos su contrario, el drea de la cola supe-
rior, P(X>x)), y los siguientes serdn distintos parametros de las distribuciones,
cuyo significado dependera de la propia distribucion.

El tiempo de duraciéon de un ensamble mecanico en una prueba de
vibracion tiene una distribucion Exponencial con media 400 horas. Calcula y
escribe los comandos que utilices:

a) ;Qué pardmetro tendrds que emplear en la funcién pexp como rate?

b) /Cuél es la probabilidad de que el ensamble falle durante la prueba en
menos de 100 horas?

c¢) ;Cuél es la probabilidad de que el ensamble trabaje durante mas de 500
horas antes de que falle?

d) Si el ensamble se ha probado durante 400 horas sin fallo alguno, jcual
es la probabilidad de que falle en las siguientes 100 horas?

En este ultimo apartado acabamos de comprobar la propiedad de falta de
memoria de la exponencial.

Actividad 2. Generacion de una muestra aleatoria de una distri -
bucién exponencial. Método de la transformada inversa

Sea F' una funcién de distribucién (estrictamente creciente) de una variable
aleatoria continua X y U una variable aleatoria uniforme en (0,1). Entonces,

X = F~1(U), es una variable aleatoria con distribucién F.

Para el caso de la exponencial de pardametro a, tendremos, por tanto: z =
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-(1/a) log(1-u), o equivalentemente, x = -(1/a) log(u) siendo u un valor alea-
torio de una variable aleatoria Uniforme(0,1).

2.1. Genera una muestra de tamano 100, de una exponencial de pardmetro
2 mediante este método, es decir, primero genera 100 valores de una Unifor-
me(0,1) y luego transforma estos valores. Guarda los valores obtenidos, pues
se usaran en otra practica. Incluye los datos generados en la memoria. jFijate
que tus datos serdan diferentes a los de tus companeros!

Puedes usar write.table(r, file = “” ) recuperables con read.table, o bien,
save(r,file="“"), recuperables con load(file).

2.2. Describe los valores obtenidos, incluye en la memoria: el histograma,
la media y la varianza. ;Cudles eran los valores de la media y varianza de la
poblacion de la que hemos generado los valores? Recuerda que para descri-
bir una muestra podemos usar: summary(x) que incluye la media (mean(x)),
var(x) para la varianza, hist(x) para el histograma, boxplot(x) para el dia-
grama de cajas, etc. Nota para los graficos en Linux: x11(), jpeg(“fichero”),
hist(x), graphics.off().

Actividad 3. Generacion de una muestra aleatoria de una distri-
buciéon Normal. Recordatorio del teorema central del limite

Para generar valores aleatorios de una Normal(0,1) vamos a utilizar el teo-
rema central del limite, que visteis el curso pasado.

Teorema central del limite: Sean Xy, X, ..., Xy variables aleatorias inde-
pendientes e idénticamente distribuidas tales que E(X;) = p y Var(X;) = o2,
ambas finitas. Entonces cuando N es grande, la variable aleatoria X = X; +
Xy +...+ Xy sigue aproximadamente una distribuciéon Normal con media Nu

y varianza No2.

Vamos a considerar 12 muestras aleatorias independientes de Uniforme(0,1),
12

con lo cual, por el teorema central del limite tendremos Y U; ~ N(6,1),
i=1

y restandole 6 conseguiriamos una variable Z ~ N(0,1). Para generar X ~

N(u,0?) a partir de Z, basta con invertir el proceso de tipificaciéon: X = y +0Z.

3.1. Genera una muestra de tamano 200 de una Normal con media d, siendo
d los 4 ultimos digitos de tu DNI y desviacién tipica 2. Por ejemplo, si tu DNI
es: 12345678, entonces d=5678. Para ello sigue los pasos siguientes. Genera 12
muestras de tamano 200 de una Uniforme(0,1), de la siguiente forma:

1. Genera 12 x 200 = 2400 valores de una uniforme(0,1) en un vector lla-
mado z.

2. Crea un vector llamado r para codificar las 12 muestras de tamano 200,
es decir, crea un vector del 1 al 200, cada uno de ellos repetido doce
veces. Sugerencia: mira la ayuda de rep.
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3. Seguidamente, realizaremos las sumas. Para ello usaremos la siguien-
te instruccién: sumaz =aggregate(z,list(r),FUN=sum). Mira y copia la
ayuda de esta funcion para asegurarte de lo que hacemos.

4. Para acabar de generar la Normal que queriamos, hemos de restarle 6
e invertir el proceso de tipificado: d + 2 *(sumaz$z - 6), o sea, si d =
5678, escribirfamos 5678 + 2 *(sumaz$z - 6). Incluye estos 200 valores
en la memoria y guardalos para una proxima practica.

3.2. Vamos a comprobar visualmente que los datos anteriores son Norma-
les, con la media y varianza pedidas, para lo cual incluye en la memoria: el
histograma, la media y la varianza de esta variable.

Existen otros métodos de generacion de variables aleatorias que no se tra-
tardan. En el libro [68], podéis encontrar un amplio tratamiento.

Para finalizar la practica, vamos a simular sistemas para verificar su fiabi-

lidad.

Existen diversas configuraciones: en serie, paralelo, combinaciones de éstos
y otros sistemas que no estan dispuestos ni en paralelo ni en serie.

Supondremos en lo que sigue que el funcionamiento de cada componente
es independiente del de los demas.

Por ejemplo, para un sistema en serie como el siguiente (el sistema funciona
si y s6lo si todos sus componentes funcionan), la fiabilidad del sistema la
calculariamos como el producto de las fiabilidades de sus componentes.

= 0.95 .99 0.9 —

En una configuracién en paralelo como el siguiente, el sistema funciona si,
y sélo si, al menos uno de sus componentes funciona, por tanto, deberiamos
calcular la probabilidad de la unién. Este céalculo se facilita si calculamos la
probabilidad del suceso contrario y usamos las leyes de De Morgan.
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095

0.99

0.9

También existen sistemas k de n. En una configuracién k de n, el sistema
funciona si al menos funcionan k£ de los n componentes. Notese que los siste-
mas en serie y en paralelo son casos particulares de este sistema con £ =n y
k = 1, respectivamente.

Actividad 4. Simulacién de sistemas 3 de 5

Vamos a simular el funcionamiento de dos sistemas 3 de 5, con dos con-
juntos de fiabilidades. Pero primero veamos un procedimiento para generar
valores de variables aleatorias discretas.

Si tenemos una variable discreta X, que toma valores x; con probabilida-
des p; (recuerda que sumardn 1), un algoritmo para simular X serfa: generar
valores de una variable U ~ Uniforme(0,1) y hacer X = x; si u < p; y hacer

Jj—1 J
X=xj8 Y, p<u<>p
i=0 i=0

4.1. Vamos a calcular la fiabilidad de un sistema & de 4, simulando el
sistema. La probabilidad de que funcione cada una de las 5 componentes es:
0.9, 0.8, 0.7, 0.6 y 0.5. El siguiente cédigo simula 5 variables, que representan
si la componente funciona o no. Asi, por ejemplo, para la componente 1, X;
=1 (funciona) con probabilidad 0.9, y X; =0 (no funciona) con probabilidad
0.1. Para cada componente del sistema, generamos 1000000 valores de una
Uniforme(0,1), conjuntamente con la indicacién de si funciona o no.

¢1<-runif(1000000)<.9
¢2<-runif(1000000)<.8
¢3<-runif(1000000)<.7
¢4<-runif(1000000)<.6
¢5<-runif(1000000)<.5

Puedes comprobar, por ejemplo, que si calculamos la media de c1, obten-
dremos 0.9 aproximadamente. Anade este resultado en la memoria:

mean(cl)
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Para acabar de simular el sistema, sumaremos las variables y veremos si 3
0 mas componentes funcionan:

sumar<-cl+c2+c3+cd+ch
sistema<-sumar>=3

Por ultimo, la fiabilidad del sistema, la podemos calcular mediante la media
de la variable anterior:

mean(sistema)

Anade este valor en la memoria.

4.2. Vamos a calcular la fiabilidad de otro sistema 3 de 5. La probabilidad
de que funcione cada una de las 5 componentes es: 0.7. En este caso, 2 X; seria
una Binomial(5,0.7).

a) Vamos a calcular la probabilidad tedrica y la obtenida simulando el sis-
tema. Primero simularemos el sistema:

¢1<-runif(1000000)<.7
¢2<-runif(1000000)<.7
¢3<-runif(1000000)<.7
c4<-runif(1000000)<.7
¢5<-runif(1000000)<.7
sumar<-cl+c24-c3+c4+cd
sistema<-sumar>=3
mean(sistema)

Incluye en la memoria, la fiabilidad del sistema obtenida mediante simula-
cién.

b) Ahora calcula la probabilidad teérica (probabilidad de que una variable
Binomial(5,0.7) sea mayor o igual que 3) y anddelo en la memoria. Recuerda
que pbinom(q, size, prob, lower.tail = TRUE) proporciona la funcién de dis-
tribucion de una binomial de tamano size y probabilidad de éxito prob. Anade
este valor a la memoria.

¢) Juega (aumenta y disminuye) con el nimero de simulaciones realizadas
anteriormente y comenta lo que sucede.

6.2. Intervalos de confianza y contrastes
de hipdtesis

Objetivos: Conocer los procedimientos para obtener intervalos de confian-
za, realizar contrastes paramétricos y no paramétricos. Afianzar los conceptos
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tratados en los temas 1 y 2 del modulo tedrico, sabiendo interpretar la infor-
macién que puede extraerse de un intervalo de confianza, y sabiendo plantear
y resolver problemas usando los contrastes de hipétesis, comprendiendo los
conceptos relativos a los mismos.

6.2.1. Introduccion

En esta practica trabajaremos los intervalos de confianza y contrastes de
hipétesis (temas 1 y 2 de teorfa). Empezaremos por los intervalos de confian-
za y contrastes paramétricos para medias, varianzas y proporciones. Después
seguiremos con los no paramétricos: test ji-cuadrado (de bondad de ajuste y
para tablas de contingencia) y otros tests de bondad de ajuste.

6.2.2. Inferencia paramétrica

Se presentan a continuacion, diversos procedimientos que nos permitirdn
obtener intervalos de confianza y realizar contrastes para medias, varianzas y
proporciones.

Medias

t.test(x, y = NULL,alternative = c( “two.sided”, “less”, “greater”), mu =
0, paired = FALSE, var.equal = FALSE, conf.level = 0.95, ...)

X Vector numérico de datos.

y Vector numérico de datos: OPCIONAL. Sélo lo usa-
remos si estudiamos dos medias.

alternative| Cadena de caracteres especificando la hipdtesis al-
ternativa, que sera una de las siguientes opciones:
“two.sided” (por defecto), “oreater” o ‘less”. Con la
letra inicial es suficiente.

mu Un nimero indicando el valor verdadero de la media
(o la diferencia de medias, si estamos trabajando
con dos muestras). Por defecto: 0.

paired Valor logico que indica si las muestras son aparea-
das. Por defecto: FALSE.

var.equal | Variable légica indicando si consideramos las dos
varianzas como iguales, en el caso de dos muestras
independientes. Por defecto: FALSE.

conf.level | Nivel de confianza del intervalo (1 - «v). Por defecto:
0.95.

Devuelve el contraste e intervalo de confianza para la media o medias, segin
lo que le hayamos especificado. El p-valor devuelto, nos indicara si rechazar o
no la hipotesis nula.
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Varianzas

var.test(x, y, ratio = 1,alternative = ¢( “two.sided”, “less”, “greater”), conf.
level = 0.95, ...)

X Vector numérico de datos.
y Vector numérico de datos.
ratio Valor del cociente de varianzas poblacionales de x

e y. Por defecto: 1.

alternative| Cadena de caracteres especificando la hipétesis al-
ternativa, que sera una de las siguientes opciones:
“two.sided” (por defecto), “greater” o “less”. Con la
letra inicial es suficiente.

conf.level | Nivel de confianza del intervalo (1 - «). Por defecto:
0.95.

Devuelve el contraste e intervalo de confianza para el cociente de varianzas,
segun los valores de los argumentos que hayamos introducido.

Proporciones

prop.test(x, n, p = NULL,alternative = c( “two.sided”, “less”, “greater”),
conf.level = 0.95)

X Vector con los éxitos.

n Vector con el nimero de pruebas, es decir, con los
tamanos muestrales.

p Probabilidad de éxito. Por defecto: NULL, no se
considera.

alternative| Cadena de caracteres especificando la hipédtesis al-
ternativa, que serd una de las siguientes opciones:
“two.sided” (por defecto), “greater” o ‘less”. Con la
letra inicial es suficiente.

conf.level | Nivel de confianza del intervalo (1 - «). Por defecto:
0.95.

Devuelve el contraste e intervalo de confianza para una o mas proporciones,
segun le hayamos especificado.

Nota: aunque en practicas usemos esta funcién que lleva el R en la base
(en la librerfa stats), esta funcién no devuelve el intervalo visto en teoria, que
es el que suele aparecer en los libros de texto, sino el intervalo basado en el
estadistico score sin correccién de continuidad, y que segin [1] seria preferible.
Si quisiéramos obtener el intervalo que calculamos en teoria, que es mas sen-
cillo de calcular a mano, tendriamos que usar la funcién binconf de la libreria
Hmisc con la opcién “asymptotic”.
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6.2.3. Inferencia no paramétrica

En esta seccion se recogen diferentes procedimientos para contrastar el
ajuste a diferentes distribuciones, y el test de la ji-cuadrado para la bondad de
ajuste y las pruebas para tablas de contingencia vistas en clase. Empezaremos
con este ultimo test.

Test Chi-cuadrado
chisq.test(x, p = rep(1/length(x), length(x)))

X Vector o matriz de datos.

p Vector de probabilidades de la misma longitud que
x. Por defecto: equiprobables (asume una uniforme
discreta).

Si x es un vector, se realiza un test de bondad de ajuste, donde la hipdtesis
nula seria si las probabilidades poblacionales son iguales a las recogidas en el
vector p.

Si x fuera una matriz, se considera como una tabla de contingencia. Chisq.test
devolverd el valor observado del estadistico x? y también el p-valor que nos
indicara si rechazar o no la hipotesis nula.

Otros contrastes no paramétricos

ks.test(x, v, ...)

X Vector numérico de datos.

y Puede ser un vector numérico o una cadena de ca-
racteres con el nombre de la funcién de distribucién.
Pardmetros de la distribucién especificada (con ca-
racteres) por y (no estimados a partir de los datos).

Realiza el test de Kolmogorov-Smirnov.

shapiro.test(x): lleva a cabo el test de Shapiro-Wilks de normalidad, para
los datos recogidos en el vector x.

qqnorm(x): permite determinar graficamente si los datos (recogidos en el

vector x) proceden de una normal, segin sea el ajuste a la recta, que podemos
dibujar con qqline(x).

6.3. Control de calidad

Objetivos: Calcular los graficos de control de calidad tanto para variables
como para atributos tratados en el tema de Control de Calidad del mdédulo
tedrico. Interpretar estos graficos. Estimar la capacidad de un proceso.

@ Irene Epifanio / Pablo Gregori - ISBN: 978-84-692-4538-5 134 Ampliacion de Estadistica para la Ingenieria Técnica en Informatica de Gestion - UJI



6.3.1. Introduccion

En esta practica abordaremos el control estadistico de calidad, que se
corresponde con el tema 3 de teoria, en concreto trataremos las graficas de
control y diagramas Pareto. El control de calidad se clasifica en:

1. Control en curso de fabricacién (de procesos).

2. Control de recepcién y de producto acabado.

El control en curso de fabricacion se realiza durante la fabricacion del pro-
ducto, a intervalos fijos de tiempo, y tiene por objeto vigilar el funcionamiento
del sistema y recoger informacién para mejorarlo.

El control de recepcion y de producto acabado trata de encontrar una buena
manera para decidir si un producto verifica las especificaciones establecidas.

Control de procesos

En todo proceso aparece una cierta variabilidad en la calidad, debida a cau-
sas aleatorias o no asignables: variabilidad de la materia prima, la precision de
las méaquinas y de los instrumentos de medida, destreza de los operarios, etc.
Otras causas no aleatorias o asignables (materias primas defectuosas, desgas-
te de herramientas, deficiente preparacién del operario, etc.) producen ciertos
efectos previsibles y definidos. Son pocas y de aparicion irregular, pero con
grandes efectos. Son eliminables. Diremos que un proceso estd en estado de
control cuando no le afecta ninguna causa asignable. Un instrumento para de-
terminar si se da o no esta situacion son las graficas de control.

El fundamento tedrico de una grafica de control se basa en la construccion,
a partir de los valores de la esperanza p y la desviacién tipica o del modelo
teodrico de distribucién que sigue la caracteristica de calidad considerada, de un
intervalo de control (generalmente [p - 30 , i1 + 30 ]). Dentro de este intervalo
estan casi todos los valores muestrales del proceso, si éste se encuentra bajo
control. Las muestras se obtienen a intervalos regulares de tiempo. Un punto
que cae fuera de los limites de control, indicaria que el proceso esta fuera de
control.

El control de calidad se realiza observando en cada elemento:

1. Una caracteristica de calidad medible (longitud, resistencia, contenido
de impurezas, etc.) que se compara con un estdndar fijado. Es el control
por variables (graficas X, R, S). La caracteristica se supone distribuida
normalmente.
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2. Control por atributos:

a) Un atributo o caracteristica cualitativa que el producto posee o no
(correcto o defectuoso, por ejemplo). La caracteristica se supone
distribuida segin una Binomial. Por tanto, se utilizan las graficas
vistas en el tema 3: p y np.

b) El ntmero total de defectos. La caracteristica se supone distribuida
segiin una Poisson. Por tanto, se utilizan las graficas vistas en el
tema 3: u y c.

Para realizar estas gréaficas, necesitaremos, en primer lugar cargar la li-
breria “qcc” (Quality Control Charts), mediante: library(qcc).

6.3.2. Gréaficas Xy R; P; U

Para realizar cualquiera de estas graficas, emplearemos la misma instruc-
cion, pero variaremos sus parametros. De hecho, en este enunciado sélo apa-
receran los pardmetros mas relevantes, aunque si escribis help(qcc) tendréis el
resto de opciones. Se obtiene también el limite superior (UCL = upper control
limit) e inferior (LCLLCL = lower control limit).

qce(data, type, sizes, center, std.dev, limits, target, labels, newdata, new-
sizes, newlabels, nsigmas = 3, confidence.level, plot = TRUE, ...).
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data Un data frame, matriz o vector con los datos observados
para la variable a representar. Cada fila del data frame o
matriz, y cada valor de un vector, se refiere a una muestra
o grupo racional.

type Cadena de caracteres indicando la gréafica a calcular:
Estadistico representado: Descripcién de la grafica
“xbar” Media: Medias de una variable continua
“S” Desviacién tipica: Desviaciones tipicas de una continua
“R” Rango: Rangos de una variable continua
“sbar.one” Media: Un dato en cada tiempo de una continua
“p” Proporcién: Proporcién de unidades no conformes
“np” Cuenta: Numero de unidades defectuosas
“c” Cuenta: N° defectos por unidad

“u” Cuenta: N° medio de defectos por unidad
sizes Un valor o vector de valores que especifica los tamanos mues-
trales asociados con cada grupo. Para datos continuos dis-
puestos en un data frame o una matriz, los tamanos mues-
trales, se obtienen contando los elementos distintos de NA
de cada fila. Para las graficas “p”, “np” y “Weste argumento
es necesario.

center Valor indicando el centro (media) del estadistico.

std.dev Un valor o vector de valores especificando la desviacién(es)
tipica(s) dentro del grupo del proceso.

limits Un vector de dos valores indicando los limites de control.

target Un valor indicando el valor “objetivo” del proceso.

labels Un vector de caracteres con etiquetas para cada grupo

newdata | Un data frame, matriz o vector, como en data, proporcio-
nando mas datos que representar, pero no incluidos en los
calculos.

newsizes | Un vector como el argumento sizes, proporcionando mas
tamanos muestrales de los nuevos datos a representar, pero
no incluidos en los calculos.

newlabels | Un vector de caracteres con las etiquetas de cada nuevo
grupo de los nuevos datos incluidos en newdata.

nsigmas Un valor numérico especificando el nimero de sigmas que
usar para calcular los limites de control. Se ignora si se pro-
porciona el argumento confidence.level.

confidence.| Un valor numérico entre 0 y 1 indicando el nivel de confianza

level para el calculo de los limites de probabilidad.
plot Valor légico. Si es TRUE se representa el grafico de Shew-
hart.

A lo largo de la practica, se pueden proporcionar los valores de los parame-
tros cuando el proceso se encuentra bajo control, o bien tendremos que realizar
un estudio previo, como se ha visto en el capitulo 4, descartando los valores
fuera de control (una vez estudiadas sus causas) y recalculando los limites.
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Aunque los graficos proporcionen pautas para su interpretacion, vosotros
mismos podéis interpretar la grafica. He aqui el recordatorio de teoria sobre la
interpretacion de los graficos X y R:

1. Puntos fuera de control en X; R en control: indica un cambio en la media.
2. Puntos fuera de control en Xy en R: indica un cambio en la variabilidad.

3. Rachas: 7 puntos consecutivos por encima o debajo de la media (linea
central). Puede indicar (si R esta bajo control) cambios en la media (por
cambios en la materia prima, el servicio de mantenimiento, etc.).

4. Tendencias: 6 puntos seguidos en sentido creciente o decreciente. Indi-
ca la presencia de algin factor que influye gradualmente en el proceso:
desgaste de la maquinaria, cambios de temperatura, fatiga (en la gréfica
X); envejecimiento de la maquinaria, mezclas (en R en sentido ascen-
dente); mejora de los operarios o del mantenimiento (en R en sentido
descendente).

5. Periodicidades o ciclos: repeticién de agrupamientos (sucesién de picos
y valles). Indican la presencia de efectos periédicos: temperatura, oscila-
ciones de corriente (en X); turnos, acciones de mantenimiento (en R).

6. Inestabilidad: grandes fluctuaciones. Puede indicar un sobreajuste de la
maquina, mezcla de materiales, falta de entrenamiento del operario de la
maquina.

7. Sobreestabilidad: la variabilidad de las muestras es menor que la espe-
rada (acumulacién de puntos en la zona central). Puede que los limites
estén mal calculados, que se hayan tomado incorrectamente los datos
o que se haya producido un cambio positivo temporal cuya causa debe
investigarse.

Para los gréaficos P y U, los limites los representa no constantes, en un
principio. Para especificarlos constantes, repasa la teoria del capitulo 4.

Recordemos también que, cuando un punto muestral caiga fuera de los
limites de control, algunas posibilidades serian (haciendo referencia al gréfico

p):

1. El proceso ha variado, aumentando o disminuyendo (segiin el sentido del
valor extremo) el valor de p.

2. El sistema de medicién ha cambiado (el inspector o los criterios de me-
dida).

3. Se ha cometido un error al estimar el valor de p en dicha muestra.
4. El proceso no ha variado, pero los limites de control son erréneos.

5. Nada ha cambiado, simplemente un suceso poco frecuente ha ocurrido.
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6.3.3. Otros comandos

Otras instrucciones utiles son:

qce.groups(data, sample)

data Valores observados.
sample Indicador de muestra para los datos observados.

Permite agrupar facilmente los datos, devolviendo una matriz de dimen-
siones adecuadas, de forma que puedan utilizarse como entrada (input) en la
funcién gee.

qcc.options(...): controla y devuelve distintas opciones del paquete qcc.

process.capability (object, spec.limits, target, ...)

object Un objeto ‘qec’ del tipo “xbar”.

spec.limits| Un vector indicando los limites de especificacién infe-
rior (LSL) y superior ( USL).

target Un valor especificando el objetivo del proceso. Si falta
se usa el valor del objeto ‘qec’ si no es NULL, sino el
objetivo se toma como el valor medio entre los limites
de especificacién.

Nos devolvera los indices de la capacidad del proceso (Cp,Cp_k), vistos en
teoria.

6.3.4. Diagrama Pareto

El diagrama Pareto es un método grafico para priorizar problemas o las
causas que los producen. Consiste en un diagrama de barras ordenadas segtin su
importancia (cada barra corresponde a uno de los distintos factores). Ademas,
representa 2 escalas: frecuencias absolutas y relativas acumuladas (en %).

También devuelve la tabla de frecuencias (absolutas, acumuladas, relativas
y relativas acumuladas). Usaremos pareto.chart(z), © contiene los valores.

6.3.5. Graficas CUSUM

Para obtener graficas de control de suma acumulada, podemos usar la fun-
cién cusum(object,...), que usa un objeto de la clase gcc. La interpretacién
de estos graficos se encuentra en el material de teoria.

6.4. Diseno de experimentos

Objetivos: Plantear y resolver problemas reales mediante estas técnicas
estadisticas (andlisis de la varianza) con el apoyo del R, lo cual es de suma
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importancia debido al elevado nimero de calculos a realizar. Estudiar la ade-
cuacion del modelo. Ser capaz de realizar comparaciones entre las medias.

6.4.1. Introduccion

En esta practica trabajaremos el tema de diseno de experimentos, que se
corresponde con el tema 4 de teoria. Empezaremos explicando cémo obtener el
andlisis de la varianza con un solo factor (diseno completamente aleatorizado),
siguiendo con el andlisis de la varianza con dos factores sin interaccién (diseno
por bloques aleatorizados) y terminando con el ANOVA de dos factores con
interaccion (diseno factorial con dos factores).

6.4.2. Analisis de la varianza con un solo factor

Los siguientes comandos nos serviran también para los otros modelos, mo-
dificando la férmula apropiadamente:

aov(formula,. . .)

La féormula toma la forma siguiente: respuesta ~ términos donde respuesta
es el vector (numérico) respuesta (la variable dependiente sobre la que quere-
mos contrastar la igualdad de medias) y en términos indicaremos los factores de
la clase factor. En el caso de ANOVA de una via, términos sélo sera el factor
con los tratamientos. Si contdramos con maés factores (por ejemplo, first y
second), y escribiéramos en términos: first + second, indicaria que conside-
ramos todos los términos del first junto con todos los del second, eliminando
duplicados. Una especificacién de la forma first : second indicaria el conjunto
de términos obtenidos de tomar todas las interacciones de todos los términos
en first con todos los términos en second. La especificacién first x second
indica el cruce de first y second, que seria los mismo que first + second +
first . second.

Al objeto devuelto por la funcién anterior podemos aplicarle distintas fun-
ciones:

1. anova: obtendremos la clasica tabla ANOVA, estudiada en el capitulo 5.

2. plot: devuelve distintos graficos de diagnésticos como son: valores ajusta-
dos vs residuos, plot Q-Q normal de los residuos estandarizados o distan-
cias de Cook. Con el argumento which podemos seleccionar los graficos
a representar.

3. model.tables: calcula tablas resumen, por ejemplo, podemos obtener una
tabla de medias con model.tables(objeto aov,” means”).
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4.  multicomp.Im: realiza comparaciones multiples. Podemos obtener la LSD
con: multicomp.Ilm(objeto aov, method="1sd”, error.type="cwe”). Me-
diante plot del objeto devuelto, representaremos los intervalos de cada
par. Estas funciones son originarias del S, y vienen incluidas en el fichero
cm.R que esta en el aulavirtual.

5. residuals: obtendremos los residuos.

Para realizar un test de homogeneidad (igualdad) de varianzas, puede usar-
se el test de Barlett: bartlett.test (formula).

Si queremos obtener un diagrama de cajas de la variable respuesta por cada
tratamiento, puede utilizarse plot(formula).

El test de Kruskal-Wallis (kruskal.test(formula)) es una alternativa no pa-
ramétrica al ANOVA de una via, que usaremos cuando las hipdtesis de norma-
lidad e igualdad de varianzas no se cumplan. El p-valor nos indicara si rechazar
o no la hipotesis nula.

6.4.3. Analisis de la varianza con dos factores

En este caso distinguiremos entre con o sin interaccién, pues en la formula,
tal y como se ha explicado previamente, apareceria con * o + respectivamente.

Podemos utilizar las funciones previamente comentadas para el objeto de-
vuelto. Ademds, en el caso de interaccion, para mostrar las interacciones pode-
mos emplear: interaction.plot(x.factor, trace.factor, response), siendo x.factor,
el factor cuyos niveles apareceran en el eje X, trace.factor es el otro factor y
response es la respuesta.

6.5. Regresion
Objetivos: Resolver problemas con el apoyo del R, trabajando los prin-

cipales conceptos de regresion. Comparar los resultados de varios ajustes y
validar las hipotesis.

6.5.1. Modelo lineal

En principio trabajaremos con el modelo lineal con errores, normales, in-
dependientes homocedasticos:

yi = Y08z + ei e; ~NID(0,0)
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En términos matriciales:
y=X0+e

donde y es el vector de respuestas, X es la matriz de diseno y tiene columnas
xo, T1,..,&, de variables independientes o predictoras. Muchas veces x es una
columna de 1s definiendo un término constante o intercept.

Con la funcién Im(formula,...) ajustaremos modelos lineales. El objeto
formula sigue las mismas reglas que ya se comentaron en el apartado anterior,
ademads en formula pueden verse més detalles (help(formula)).

Al objeto devuelto por esta funcién podemos aplicarle distintas funciones:

1. summary: entre otros resultados devuelve un resumen de los residuos,
las estimaciones del modelo y los contrastes sobre los coeficientes de
regresion, estadistico F o el coeficiente de determinacién (corregido), que
nos puede proporcionar una primera idea de la bondad del ajuste. Con
anova.lm obtendremos la tabla ANOVA.

2. predict.Im: predice valores basados en el objeto del modelo lineal.

. . . 113 . .
predict(object,newdata,interval = c( ‘none”, “confidence”, “prediction”),
... ), segin seleccionemos interval obtendremos distintos intervalos: in-
tervalo de confianza para la media y los limites del intervalo de prediccién.

3. Otras funciones ttiles son: plot.lm que devuelve distintos graficos de
diagnostico o Im.influence en el mismo sentido, residuals para obtener
los residuos, step para seleccionar el modelo.

Si deseamos representar cada término frente a la variable repuesta podemos

usar plot(formula), ademés en el caso de la regresién simple con abline(objeto
Im), tendremos la recta ajustada.
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Capitulo 7

Formulario

Datos: {z1, 2, ..., xn}
N o
Media: z = Li?\fl i

Rango intercuartilico: Diferencia entre el tercer y primer cuartil

YN (@) _ XX, a?-Na?
N-1 N—-1

PSSP D DM .2 ) Y D DI e \ i
Desviacion tipica: s = \/ ] = jaa]

Varianza: s*> =

DISTRIBUCIONES DISCRETAS:

Binomial(n, p):

n n! :
(:c ) :737'-(71—90)! siendo nl=n-(n—1)-(n—2)-...-2-1
Poisson(\):
e AN
P(X =2x)= —; x=0,1,2,3, .. (x € N)
x!

U=Ayo?=M\
ESTIMACION

Estimador puntual de p: %, donde X es el nimero de éxitos en los N
experimentos.
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Estimador puntual de pu: X

T (X X)?

: 2. Q2 _
Estimador puntual de o°: 5° = ]

~ J—

Estimador puntual del parametro A de una Poisson: A = X.

INTERVALOS DE CONFIANZA: tamano muestral = N, nivel de sig-

nificaciéon = «

= A) Intervalo de confianza para u, con o2 conocida: (T - za/gﬁ, T +

Zap2 ) con P(Z = zap2) = /2, Z ~ N(0,1)
» B) Intervalo de confianza para y, con 2 desconocida, para Normales:

(T - ta/z\/s—ﬁ, T + ta/Q\/iN) con P(T > t,/2) = /2, T es t-Student con
N — 1 grados de libertad

= C) Intervalo de confianza para y, con o2 desconocida y N grande (N >
30):

(T - Zaj2 e T F za/g\/iﬁ) con P(Z > z40) = /2, Z ~ N(0,1)

Za/? g )2

= Seleccion del tamaiio de la muestra (media): N = (55—

» D) Intervalo de confianza para la diferencia de medias p; - po, con o2
y 02 conocidas, para muestras aleatorias independientes (N; = tamaro
muestral de la muestra de la poblacién 1, Ny = tamano muestral de la
muestra de la poblacién 2):

2 2
(T1 - Ta + 2o\ = + 75) con P(Z > 24p0) = /2, Z ~ N(0,1)

» E) Intervalo de confianza para la diferencia de medias j; - o, con o?
y 02 desconocidas, para muestras aleatorias independientes y tamatios
muestrales grandes (/N; = tamano muestral de la muestra de la poblacion
1, Ny = tamano muestral de la muestra de la poblacién 2):

(@1 - T £ Zojo/ 2+ ) con P(Z 2 7o) = a/2, Z ~ N(0,1)

= F) Intervalo de confianza para la diferencia de medias 1 - po de pobla-
ciones normales independientes, con varianzas desconocidas pero iguales
(62 = 03) (N, = tamano muestral de la muestra de la poblacién 1, N

= tamano muestral de la muestra de la poblacién 2):

N1+N2—2 N1 N2
t-Student con Ny + Ny — 2 grados de libertad

(fl - Ty + ta/Q\/(]\Hfl)S%Jr(szl)S% /N1+N2) con P(T > ta/2) — 04/27 T es

= G) Intervalo de confianza para la diferencia de medias py - po de po-
blaciones normales independientes, con varianzas o?, o3 desconocidas y
desiguales (/N7 = tamano muestral de la muestra de la poblacién 1, N,

= tamano muestral de la muestra de la poblacion 2):
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(T1 - Ty £ tay2y/ ;,—%1 + ]‘i]—%) con P(T' > ty2) = /2, T es t-Student con

2 2
(i+2)2
N1 Ng
(s3/N1)2 | (s3/N9)?
Ni—1 No—1

grados de libertad

= H) Intervalo de confianza para la diferencia de medias para muestras
apareadas, con diferencia normal:

(d %+ toso \j—dﬁ) donde d es la media de las diferencias y s, es la desviacién
tipica de las diferencias. Ademés, P(T' > t,/2) = /2, T es t-Student con
N -1 grados de libertad, N es el nimero de objetos (parejas) de que

disponemos.

= I) Intervalo de confianza para o2 en una poblacién normal:

((Nfl)s2 (N;l)SQ) con P(y? > Xi/z) = a/2, x? es chi- cuadrado con N — 1

p)
Xas2 | Xi—aj2

grados de libertad.

= J) Intervalo de confianza para el cociente ¢?/05 de varianzas de dos
poblaciones normales independientes:

(S% L ) donde P( F > F,/5) = /2y F es F de Snedecor con

2 2
S5 Fa/z’sg Fl—a/2

(N7 — 1, Ny — 1) grados de libertad.

» K) Intervalo de confianza para una proporcién p (de una Binomial) cuan-
do N es grande y la proporcion no es cercana a cero o uno:

(P £ zay21/B2), donde P( Z > zop0) = /2 Z ~N(0,1) y p = X /N, § =
1 - p, X = ntimero de éxitos.

= Seleccién del tamafio de la muestra (proporcién):
N=p(l-p)- () < (F)

= L) Intervalo de confianza para una proporcién p, si ésta es muy cercana
a cero:
(0, 3x2) con P(x® > x2) = a, x? es chi- cuadrado con 2(X + 1) grados

de libertad, X = ntimero de éxitos

= M) Intervalo de confianza para la diferencia de dos proporciones, con Ny
y Ny grandes (N; = tamano muestral de la muestra de la poblacién 1,
N, = tamano muestral de la muestra de la poblacién 2):

(P1 - P2 £ Zaj2y/ BE + BE), donde P( Z > z42) = /2 Z ~ N(0,1),
= X; /Ny, ¢ = 1 - p1, X; = ntmero de éxitos en las N7 pruebas y ps =
Xy /Na, Go = 1 - pa, Xo = nimero de éxitos en las Ny pruebas.

CONTRASTE DE HIPOTESIS: tamaiio muestral = N, nivel de sig-

nificacion = «
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H, Regioén critica

[t < fio (—00, —2a)
ft# po (=00, —2a2) U (2a/2,00)
M > o (ch OO)

= A) Contraste de hipétesis para p, con N grande:

Z:gf/—fﬁowN(o,n Hy: = o

» B) Contraste de hipdtesis para ju, con o2 desconocida para una poblacién
Normal:

T =2 ~tny Hy:pu=pig

S/VN
Hy Region critica
n <o (—OO, _ta)
f# po (=00, —tasa) U (tay2, 00)
M > o (tom OO)

» C) Contraste para la diferencia de medias p; - pg, con o} y o3 desco-
nocidas, para muestras aleatorias independientes y tamanos muestrales
grandes (N; = tamano muestral de la muestra de la poblacién 1, Ny =
tamano muestral de la muestra de la poblacién 2):

~ Xl_XQ_AO - (01) H()I/,Ll—/,LQZAO
\/s%/Nl + $2/N, ’ H; : 3 casos posibles —

H, Regién critica
p1 — po < Ag (—00, —2a)
pa — p2 # Do (—00, _Zoz/2) U (Za/Qv 00)
1 — o > Ag (2o, 00)

» D) Contraste para la diferencia de medias q - po de poblaciones norma-
les independientes, con varianzas poblacionales desconocidas pero iguales
(02 = 02) (N, = tamano muestral de la muestra de la poblacién 1, N,
= tamano muestral de la muestra de la poblacién 2):

T — Xl_XQ_AO N - Ny "
- \/ (Vi D2 (No 153 V Ny 4+ Ny a2
N1+No—2

Hy @ py — p2 = Ao
H, : 3 casos posibles —
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H, Regién critica

p1 — pe < A (=00, —ta)
p1 — o # Do (=00, —tay2) U (tay2, )
p1 — 2 > Ag (ta,00)

» E) Contraste para la diferencia de medias p; - pe de poblaciones nor-
males independientes, con varianzas poblacionales o7, o3 desconocidas y
desiguales (N; = tamano muestral de la muestra de la poblacién 1, N
= tamano muestral de la muestra de la poblacién 2):

. Xl — XQ — Ao ¢
V/s1/Ni + 53/Ny gl
52 52 \9
gl = (ﬁ+ﬁi) Hy:pn — pa = Ag
T (s1/N)? i (s3/N2)? H, : 3 casos posibles —
N1—1 No—1

Hy Regioén critica
p — p2 < Ay (—00, ~ta)
p1 — 2 # Do (—00, —ta/2) U (ta/z, 00)
p — p2 > Ag (ta,00)

= I') Contraste para la diferencia de medias pip para muestras apareadas,
cuya diferencia es normal: D y Sp son la media y desviacion tipica de
las diferencias:

T—Hwt Hy:pup =4y
N Sp/vVN Nt H, : 3 casos posibles —

Hy Regioén critica
wp < AO (—OO, —ta)
pp # Do (=00, —tas2) U (tas2, 00)
wp > AO (ta, OO)

» G) Contraste para 2 en una poblacién normal:

, (N —1)5? 9 Hy:0? = o}
Xo= =3 — ~XnN-1 H, -3 ibl
o 1 : 3 casos posibles —
Hy Region critica
0% < aj (0,x7_.)
o? # o5 (0, X%—a/Q) U (Xi/w 00)
0% > af (Xa, 00)
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= H) Contraste para el cociente 0% /o3 de varianzas de dos poblaciones nor-

males independientes:

St Hy: 0% =03

F= 52 ~ Fvi-tve-n { H, : 3 casos posibles —

H, Region critica
ot <03 (0, Fia) = (0, sovg=rmrry)
ot # 05  (0,Fi_a) U (Fu,)

0% > o3 (F,,)

» I) Contraste para una proporcién p (de una Binomial) cuando N es
grande y la proporcion no es cercana a cero ni a uno:
p = X/N (X = ntimero de éxitos en las N pruebas), go = 1 - pg

~

Z%ﬂ,v]\](o’l) {Zaf];:po .
\/m 1 O casos posibles —

H; Region critica
» < Po (—00, —24)
P#Dpo (=00, —2a2) U (2a/2,00)
P> po (24, 00)

» J) Contraste para la diferencia de dos proporciones, con Ny y Ny grandes
(N7 = tamano muestral de la muestra de la poblacién 1, Ny = tamano
muestral de la muestra de la poblacién 2):
p1 = Xi/N; (X7 = ntmero de éxitos en las Ny pruebas), po = Xo/Ns
(X2 = numero de éxitos en las Ny pruebas), p = (X; + X3)/(N1 + Ns)

P1— P2 Hy:p1=po
7~ ~ N(0,1) .
\/]5(1 —p)(1/Ny + 1/N3) H, : 3 casos posibles —
H, Region critica
p1 < p2 (—00, —24)
p1# P2 (—00,—2as2) U (2a/2,00)
p1 > P2 (24, 00)

» K) Prueba de la bondad de ajuste con la x*:

2

k
2 Z (0; — €;)
XO = )
i=1 €i
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Bajo Hy, sigue aproximadamente una distribucién x? con k—r—1 grados
de libertad, siendo r el nimero de parametros estimados por maxima
verosimilitud. La region critica (a nivel o) es: (x2, 00).

» L) Pruebas con tablas de contingencia:

X\Y | wn . vy . y |Total
T 011 ... 013 ... O1c Tl.
€T; 0;1 N eeo  Oje T‘z
T, Or1  woo Opj oo Ope | T

Total Tl T] Tc T

T;. es el total de observaciones de la fila i-ésima, T'; es el total de obser-
vaciones de la columna j-ésima y T' es el total de observaciones.

X' = Z Z oy — e)” ;jeij "

i=1 j=1

siendoe;; =T, -T; /T

Bajo Hy, sigue aproximadamente una distribucién x2 con (r —1)-(c—1)
grados de libertad. La regién critica (a nivel a) es: (x2, 00).

CONTROL DE CALIDAD

» Gréfico de control X:

LSC = z+ Asr
LC = 7
LIC T — AT

donde z = L 5™ Z; (Z; es la media muestral de la muestra i-ésima,
calculada con los n valores de cada muestra y m es el nimero total de

- 1 m . s .
muestras), 7 = — 3 " r; (donde r; es el rango de la muestra i-ésima) y
la constante A, aparece tabulada.

» Gréafico R:
LSC = Dy,r
LC =7
LIC = DsF.

Los valores de D3 y D, para distintos valores de n aparecen tabulados.

» Un estimador de 0 es 6 = R /ds, donde d; esta tabulada.
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= Indices de capacidad del proceso:

0P — LSE—L[E7
60

donde LSE y LIFE son los limites superior e inferior de especificacion.

LSE—pu p—LIE

IC P, = min{ 3 3
o o

}.

» Longitud de racha media (ARL):

ARL = 1/p, p es la probabilidad de que cualquier punto exceda los limites
de control.

s Gréfica P:
——
LSC = p+3 p<np)
LC =
——
Lic = p-3/2=P) np),

donde p es la estimacion de p (fraccién defectuosa del proceso), obtenido

mediante:
m

_ 1 .
p=— E Di
m “
=1
con p; la proporcion muestral de unidades defectuosas en la muestra i-
ésima.

» Gréfico U:

LSC = ﬂ+3\/g
n

LC = u
LIC = H—B\/E
n

donde, si tenemos n (que puede no ser un entero) unidades y un total de
defectos C' entonces:

C
U=—,
n
es el promedio de defectos por unidad. Con m muestras preliminares y
valores aleatorios Uy, ..., U,, entonces el nimero medio de defectos por
unidad es:
I
U=7%§;m.
1=
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DISENO DE EXPERIMENTOS:

= Diseno completamente aleatorizado: analisis de la varianza con
un solo factor

Yij =i +e€5 €5~ N(O,UQ)

Yyj=p+7+e; e ~N0 0%,

con 7; definida como desviaciones de la media global u, por lo que

Z?:l T, = O

Denotaremos por n; las observaciones en el tratamiento i-ésimo y N el
total de observaciones, a es el nimero de niveles del factor.

Fuente de Suma de Grados de | Media de
variacion cuadrados libertad | cuadrados F
Tratamientos
(entre grupos) | > ¢, n;(y; — 7.)? a—1 S(i frl“)t‘ C%\Tjgt‘
Error
(dentro grupos) | 3. 3 (vij — 9i.)” N-—a 2Cn

Tabla 7.1: Tabla ANOVA de un factor
Regién critica (a nivel a): (Fyq—1,N—a,00)
Método de la minima diferencia significativa o LSD (Least Significant Dif-

ference): el par de medias p; y f1; se declarard significativamente diferente
si |g;.— y;.| > LSD, donde LSD al nivel « viene definida como:

ta/Q,N,a\/CME(l/TLi + 1/TL])
= Diseno en bloques aleatorizados

Yij=p+1+8+e; i=1,...,a j=1,...0,

donde ¢;; son variables N (0, 0*) independientes, y 3,7 =0y >, 3 =0
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Fuente de Suma de Grados de Media de
variacion cuadrados libertad cuadrados F
Tratamientos | SCrratamientos a—1 SCTT(CZZT;Q”“S CMTTC%}‘}’E””"”S
Bloques SCBloques b—1 S(’f%f“
Error SCg (a—1)(b—1) %
Total SCr ab—1

Tabla 7.2: Tabla ANOVA de un diseno en bloques aleatorizados

Regién critica (a nivel a): (Fio-1,(a—1)0-1), )

Método LSD: LSD = to /2 (a—1)-1)1/2C Mg /b.

FUNCIONES del R:

» runif(n, min=0, max=1)
= pexp(q, rate = 1, lower.tail = TRUE, log.p = FALSE)

= t.test(x, y = NULL,alternative = c( “two.sided”, ‘less”, “greater”), mu
= 0, paired = FALSE, var.equal = FALSE, conf.level = 0.95, ...)

= var.test(x, y, ratio = l,alternative = c( “two.sided”, “less”, “greater”),
conf.level = 0.95, ...)

= prop.test(x, n, p = NULL,alternative = C(“two.sided”, “less”, “grea-

ter”),conf.level = 0.95)
» chisq.test(x, p = rep(1/length(x), length(x)))
» ks.test(x, y, ...)
= shapiro.test(x)
qqline(x)

= qqnorm(x)

= qcc(data, type, sizes, center, std.dev, limits, target, labels, newdata, new-
sizes, newlabels, nsigmas = 3, confidence.level, plot = TRUE, ...)

= qcc.groups(data, sample)  qec.options(...)
= process.capability(object, spec.limits, target, ...)

= pareto.chart(x)

= cusum(object, ...)
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» aov(respuesta ~ términos, ...)

» anova plot model.tables multicomp.lm(objeto aov, method= “Isd”,
error.type= “cwe”)  residuals

» bartlett.test (formula)
» kruskal.test(formula)
= interaction.plot(x.factor, trace.factor, response)

» Im(formula, ...)
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PARTE IV
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Capitulo 8

Material bibliografico

Lo vamos a dividir en tres apartados. En primer lugar, repasaremos aquellos
libros que por contenidos y extensién se adecian casi completamente a la
asignatura (podrian ser utilizados como libros de texto en esta asignatura).
En segundo lugar, presentaremos los libros que se pueden recomendar a los
estudiantes que estén interesados en profundizar en alguno de los temas de
esta asignatura y también otras referencias que por ser mas amplias o bien por
no estar concebidas para ingenieros, pese a que serian excelentes refuerzos para
la materia, las calificarfamos como bibliografia complementaria. Y en tultimo
lugar, haremos un repaso por diverso material y recursos on-line.

8.1. Bibliografia basica

Aunque muchos otros podrian ser recomendados, se han escogido los si-
guientes por estar dirigidos casi la totalidad de ellos a estudiantes de Inge-
nierias. Aparecen ordenados alfabéticamente:

Ardanuy y Martin [5]. Muy ajustado a los contenidos de la asignatura, aun-
que contiene algunos pocos temas mas, como las series temporales y los
nimeros indices.

Canavos [10]. Es un libro general, claro y enfocado principalmente a la practi-
ca.

Cao et al. [11] y Vilar [79]. La obra de Cao et al. serfa excelente para la
mayor parte del programa, ya que incide en la interpretaciéon y la aplica-
cion de los métodos estadisticos méas que en la formulacién matemaética,
puesto que esta orientada hacia las titulaciones de caracter técnico y ex-
perimental, pero a la vez es muy completo. Tiene gran cantidad de ejer-
cicios resueltos y propuestos, muchos de ellos aplicados a la informética.
También, incluye colecciones de cuestiones de respuesta multiple para la
autoevaluacion de los estudiantes y ejercicios globales que recogen to-
dos los temas estudiados en el libro. Sin embargo, este libro no contiene
ningin tema dedicado a modelos lineales, ni a control de calidad. Un
libro en la linea del de Cao et al., pero dedicado a los modelos lineales en
exclusiva y cuyo autor también pertenece a la Universidad de A Coruna

@ Irene Epifanio / Pablo Gregori - ISBN: 978-84-692-4538-5 155 Ampliacion de Estadistica para la Ingenieria Técnica en Informatica de Gestion - UJI



serfa el de Vilar [79], junto con el material que se encuentra en su pagina
web: http://www.udc.es/dep/mate/estadistica2/estadistica_2.htm.

Coronado et al. [17]. Este libro incluye todos los temas tratados, entrelazan-
do teoria con practica (con Statgraphics pero en versién MS-DOS), lo
cual lo convierte en una de las referencias destacadas. No obstante, no
incluye problemas.

Chatfield [13]. Obra general para ingenieros, clara y bastante concisa, con
muchos ejemplos.

Devore [22]. Es un libro de estadistica para ingenieros. Muchos de los ejem-
plos y ejercicios involucran aplicaciones a las ciencias bioldgicas y de la
vida.

Domingo [23]. Es un libro muy ajustado a la asignatura, pues su origen son
unos apuntes de una asignatura semestral para una ingenieria. No apa-
rece la parte de control de calidad, pese a ello resulta ser una obra que
se acopla a la perfeccién a la asignatura. Esta escrito en catalan.

Dougherty [24]. Excelente libro con muchas aplicaciones a la Informética y
a la vez con un respetable nivel matematico. Cuenta también con nu-
merosos problemas, cuyas soluciones aparecen al final del texto y hasta
350 problemas resueltos. Recoge todos los contenidos de la asignatura y
algunos otros que no se incluye en el programa por falta de tiempo, pero
que también son de interés para los ingenieros informéticos. Contiene
una pequena introducciéon a los siguientes topicos: cadenas de Markov
y entropia. Ademas, los contenidos sobre diseno de experimentos, y es-
tadistica no paramétrica estan mas ampliados. También cuenta con un
apéndice dedicado a revisar el uso de diversos paquetes comerciales de
software estadistico como son: SAS, MINITAB y SPSS. Por otro lado,
el autor del libro a nivel investigador goza de un gran prestigio en el
campo del analisis de imagenes, y en concreto en el area de la morfologia
matematica.

Fernandez et al. [29]. Este libro contiene los aspectos que se cubrirdn en las
précticas, pero con el Statgraphics.

Garcia et al. [31]. Es el libro usado para el autoaprendizaje de la asignatura
de Estadistica I de Ingenieria Técnica en Informéatica de Sistemas en la
UNED. Tiene una excelente coleccion de problemas resueltos relacionados
con la informética pero no cubre el bloque dedicado a modelos lineales.
Otros libros en la misma linea por ser publicaciones de la UNED serfan:
Hernandez et al. [36].

Johnson [39]. Libro de estadistica para ingenieria, con excelentes ejemplos
orientados a la ingenieria y ejercicios propuestos con sus soluciones.

Mendenhall y Sincich [45]. Es un libro orientado a la ingenierfa, muy ex-
tenso y con muchos ejercicios, muchos de ellos con datos reales y con
aplicaciones a la informatica.
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Montgomery y Runger [49]. Libro de estadistica para ingenieros, con una
presentacion muy sencilla y clara de los conceptos. Tiene un gran ntimero
de ejemplos del mundo de la informatica.

Nicolas [53]. Libro introductorio que utiliza como software estadistico el R.

Pena [56, 55]. Excelente libro que se ha convertido en cldsico en la estadisti-
ca aplicada. Consta de dos volumenes, en el primero se tratan los tres
primeros temas de la asignatura y en el segundo volumen, el bloque de
modelos lineales, ademas de las series temporales que no se incluye en
el programa. Los contenidos son un poco méas amplios y con un cierto
nivel.

Pérez [57]. Es un excelente libro dedicado a mostrar las utilidades del progra-
ma comercial Statgraphics, muy completo, con muchos casos practicos
resueltos junto con su interpretacién. Trata muchos mas topicos del con-
siderado en el programa.

http://www.r-project.org [60]. En la pagina web del R, ademés del progra-
ma podemos encontrar distinta documentaciéon muy 1til, tanto en inglés
como en castellano, y por supuesto, los manuales de R incluidos en todas
las instalaciones (ver el directorio ./doc/manual).

Ras [62]. Esta escrito en cataldn como un texto basico semestral en una inge-
nierfa. No da ninguna coleccién de problemas y tampoco trata todos los
puntos del programa.

Ras et al. [63]. El libro lo forman siete précticas resueltas empleando el Stat-
graphics. Este libro destaca porque las practicas no se limitan a tratar
un tema concreto, sino que son practicas muy completas que engloban
diversos temas del programa.

Romero y Zinica [67]. Libro enfocado a la docencia de la estadistica en las
ingenierias, con ejercicios resueltos y propuestos, dando gran importancia
al diseno de experimentos y modelos de regresiéon. En un fasciculo inde-
pendiente se hallan los temas de introduccion a los procesos estocasticos
y la teoria de colas.

Scheaffer y McClave [69]. Estd dedicado a la estadistica para la ingenieria,
tiene muchos ejercicios.

Ugarte y Militino [75]. Este libro cubre casi todos los temas, a excepcién
del control de calidad, a un nivel adecuado para ser usado como texto
docente. Tiene una orientaciéon practica, con ejercicios resueltos con S-
PLUS y sin este paquete estadistico. Todo ello, lo convierte en un buen
texto docente.

Walpole et al. [80]. Excelente texto, amplio y muy claro, orientado a inge-
nieros y util como referencia.
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Durante los ultimos anos han ido apareciendo diversos libros dedicados a
estadistica para ingenieros de autores espanoles, que se ajustan en mayor o
menor medida al programa de la asignatura, ya que son libros orientados a
la Estadistica en las Ingenierias (tal y como se estructura en la universidad
espaniola) en general, pero no a las Ingenierias Informaticas en particular. En
la mayoria de estos libros, se presenta los contenidos tedricos fundamentales y
numerosos problemas, resueltos y propuestos. A continuacién citamos alguno
de ellos:

» A. Gdmez y L. M. Marin [30].
= M. A. Castro y Y. Villacampa [12].
» F. J. Alonso et al. [4].

» J. M. Egusquiza [25].

8.2. Bibliografia complementaria

A continuacion se muestra una serie de libros (y otro material) que pueden
ser recomendados a los estudiantes para ampliar determinados temas. También
incluimos referencias que por ser mas amplias o bien por no estar concebidas
para ingenieros, pese a que serian excelentes refuerzos para la materia, no
las considerariamos estrictamente como libros de texto bésicos para esta asig-
natura. Sin perjuicio de que en general no las recomendaramos como texto
basico, determinados temas de estas referencias mas amplias o no dirigidas a
las ingenierias, si que podrian servir como referencias basicas, pues a veces las
fronteras entre lo basico y lo complementario no son completamente claras y
definidas. En primer lugar, presentaremos en orden alfabético estas referencias
generales, y por tltimo, detallaremos otras referencias especializadas en temas
mas especificos.

Agresti et al. [2]. Este libro contiene ejemplos y ejercicios muy interesantes,
con explicaciones claras.

Allen [3]. Es un libro muy completo, con un alto nivel y con una excelen-
te orientacién a la computacion debida a la experiencia del autor co-
mo profesor en Los Angeles IBM Information System Management
Institute. Contiene un excelente capitulo sobre teoria de colas. El bloque
de modelos lineales no lo trata con mucho detalle.

Asin et al. [6]. Libro de problemas resueltos orientados a la ingenierfa, algu-
nos de ellos con aplicaciones informaticas.

Ayala (http://www.uv.es/ayala) [7]. Apuntes de Anélisis de datos con R para
Ingenieria Informatica, que pese a que muchos de los contenidos no se
incluyen en los descriptores de esta asignatura, merece la pena leerlo (o al
menos disponer de él para futuros problemas con los que se enfrenten los
estudiantes), por su completitud, aplicabilidad practica y su sinceridad,
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que lo hace muy ameno. Ademads, para los alumnos no supone coste
alguno al estar disponible en la web.

Cuadras [19, 18]. Obra general de problemas y recordatorios de teorfa. El
primer volumen estd dedicado a problemas de probabilidad, mientras
que el segundo a problemas de estadistica.

Engineering Statics handbook (on-line). Libro dedicado a la Estadistica
para ingenieros, es bastante amplio y cuenta con la ventaja de estar
disponible en la red: http://www.itl.nist.gov/div898 /handbook/.

Gonick y Smith [33]. Es un libro que abarca la mayoria de los contenidos
de la asignatura, y los explica con ilustraciones simples, muy claras y
divertidas, como en un comic, tal y como indica el titulo del libro.

Jain [37]. Libro amplio, que abarca también puntos que no entran en el te-
mario, pero que tiene muchas aplicaciones en la informatica. Es una
referencia completa sobre el andlisis del funcionamiento de sistemas in-
formaticos.

Jaisingh [38]. Es un libro de introduccién a la estadistica, con una presenta-
cion muy sencilla y grafica y con numerosas cuestiones de autoevaluacién,
de verdadero/falso, eleccién multiple y a completar.

Moore [51]. Es la versién castellana de The Basic Practice of Statistics [50],
donde se realiza una introduccion a la estadistica, dando gran impor-
tancia al trabajo con datos, tal y como recomendaba un comité de la
Sociedad Americana de Estadistica (ASA) y la Asociacién Americana de
Matematicas (MAA) creado para estudiar la ensenanza de la introduccién
a la Estadistica [15].

Navarro et al. [44]. Libro de problemas resueltos de probabilidad y estadisti-
ca para una asignatura introductoria de estadistica en diversas titulacio-
nes cientifico-técnicas.

Rios [64]. Libro general, cldsico y de un cierto nivel.
Rodriguez et al. [65]. Libro de ejercicios resueltos con el Statgraphics.
Spiegel [73]. Libro general de cierto nivel y con numerosos ejercicios resueltos.

Trivedi [74]. Es una obra de cierto nivel, con aplicaciones informaticas. Cuen-
ta con diversos capitulos dedicados a la fiabilidad y teoria de colas. Sin
embargo, el bloque de modelos lineales lo trata muy someramente.

= Para ampliar la primera parte referente a la inferencia estadistica, se
puede consultar DeGroot [21], también Rohatgi [66] y Vélez y Garcia [76].
Para profundizar en la inferencia bayesiana los siguientes textos pueden
ser recomendados: Box [8] y Lindley [42]. Por tltimo, para ampliar la
parte de Estadistica no Paramétrica podemos consultar Noether [54] y
Conover [16].
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= Dos excelentes libros que podriamos recomendar para ampliar el aparta-
do de Control de Calidad serian principalmente Montgomery [46] y Prat
et al. [58].

» Dos libros cldsicos sobre Modelos Lineales son Searle [71] y Rao [61].
Maés actuales y muy claros son Christensen [14] y Jorgensen [40]. Un
libro clésico sobre Anova es Scheffé [70]. Para profundizar en el disenio
de experimentos podemos consultar Box et al. [9]. Ademads, dos libros
de Montgomery enfocados a la Ingenieria y dedicados a los Disenos de
Experimentos y el Andlisis de Regresién respectivamente, serian [47] y

[48].

= Por ultimo, los siguientes son buenos libros, especializados en estadistica
usando el programa R o el S-Plus, aunque en la mayoria de los casos
los contenidos sobrepasan los objetivos del curso: Selvin [72], Verzani
[78] (http://www.math.csi.cuny.edu/Statistics/R/simpleR /index.html),
Faraway [28], Dalgaard [20] (http://www.biostat.ku.dk/~pd/ISwR.html),
Venables y Ripley [77] y Everitt [27].

= Fuera ya de lo que son los contenidos de la asignatura, pero que trata
el aprendizaje a partir de los datos, en una época en la que precisa-
mente, hay un superdvit de datos, es el magnifico libro de Hastie et al.
[35], que ademds cuenta con muchisimas aplicaciones reales a problemas
informaticos-estadisticos, desde por ejemplo, el reconocimiento de carac-
teres al ordenamiento de paginas de Google.

8.3. Material on-line

Pese a que esta seccidn, puede quedarse obsoleta por la rapidez de los cam-
bios en la red, no estd de mas echar un pequeno vistazo a los innumerables y
muy buenos recursos de los que disponemos en internet.

En el departamento de Matematicas de la Universidad de A Coruna existen
numerosos enlaces a webs interesantes sobre docencia en Estadistica, con enla-
ce: http://www.udc.es/dep/mate/Dpto_Matematicas/Enlaces/rec_est.htm. En
la Universitat Oberta de Catalunya también puede encontrarse buen mate-
rial y més enlaces interesantes (http://www.uoc.edu/in3/e-math/). La pagina
http://onlinestatbook.com/rvls.hmtl estd dedicada a mostrar diversos concep-
tos mediante simulaciones. También en este sentido, el material suplementario
on — line del libro de Moore [51] es muy didactico. Para complementos, la
pégina (http://www.itl.nist.gov/div898/ handbook/ index.htm) del Enginee-
ring Statistics Handbook es una buena opcion. Es posible encontrar gran can-
tidad de libros on-line en la pagina http://digital.library.upenn.edu/webbin/
book /subjectstart?Q, que pueden ser de gran interés por su accesibilidad y su
especializaciéon, son varios los libros dedicados a repasar el papel de la Estadisti-
ca en varias areas informaticas, como puede ser el Statistical Software Engi-
neering. En la pagina http: //www-groups.dcs.st-and.ac.uk /~history puede en-
contrarse la biografia de los mas ilustres estadisticos y matematicos. Un blog en
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castellano con muchos puntos interesantes es http: //predictive.wordpress.com/.
De hecho, éste y otros enlaces, fueron suministrados por los propios estudian-
tes, a raiz de una actividad propuesta al inicio del curso, sobre bisqueda de
informacion en la red.

Hay también muchas paginas con iniciativas basadas en las nuevas tecnolo-
gias como las webquest (en castellano en http://www.estadisticaparatodos.es
hay diverso material interesante), o las wikis, para aprendizaje colaborativo.
En este sentido, dirigiéndonos a los docentes, en las distintas revistas sobre
Educacion estadistica, hay muchos articulos interesantes y en muchos casos
con los datos disponibles, que sirven para tomar ideas: Journal of Statistics
Education (http://www.amstat.org/publications/jse/jse index.html), Teaching
Statistics (www.rsscse.org.uk/ts/), Technology Innovations in Statistics Education
(http://repositories.cdlib.org/uclastat/cts/tise/), Statistics Education Research Journal
(www.stat.auckland.ac.nz/iase/publications.php?show=serj), o Case Studies in
Business, Industry and Government Statistics (cs-BiGs) (www.bentley.edu/csbigs). Un
libro que también recoge gran cantidad de ideas y proyectos para fomentar
la participacién de los estudiantes es el de Gelman y Nolan [32], aunque ya
advierte que para ser efectivas, las clases no deben ser numerosas.
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