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La esencia de las matematicas no es
hacer las cosas simples complicadas, sino
hacer las cosas complicadas simples.

-Stan Gudder-
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Proélogo

Este libro va dirigido al alumnado de la asignatura Cdlculo II que se estudia
en el primer curso de los grados en Ingenieria Mecanica, Ingenieria Eléctrica,
Ingenieria Quimica e Ingenieria en Tecnologias Industriales.

A lo largo del libro estudiaremos los métodos habituales de resolucién de
ecuaciones diferenciales y complementaremos este contenido mostrando diver-
sas aplicaciones que estos métodos tienen en fenémenos reales de la fisica y la
ingenieria.

El libro esta dividido en seis temas: introduccién a las ecuaciones diferen-
ciales, ecuaciones diferenciales de primer orden, ecuaciones lineales de segundo
orden y de orden superior, sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, in-
troduccién a las ecuaciones en derivadas parciales y ecuaciones en derivadas
parciales de segundo orden lineales. Cada tema esté estructurado en seccio-
nes con diversos ejemplos para poder seguir sin dificultad el libro y, al final
de cada seccién, hay una seleccién de problemas y cuestiones junto con sus
soluciones. Al final de algunos temas se puede encontrar también un proyecto
para profundizar en la materia.

Los autores queremos agradecer la ayuda brindada por Beatriz Campos en
la elaboracién de este libro.
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TEMA 1

Introduccion a las ecuaciones
diferenciales

1.1. Introduccion

Cuando tratamos de describir un sistema o fenémeno real que puede ser
fisico, sociolégico o incluso econémico, aparece el concepto de ecuacion dife-
rencial. Este término hace referencia a una ecuacion en la que la incognita es
una funcion y en la que aparecen las derivadas de tal funcion. Recordemos
que la derivada de una funcién mide la rapidez con que la funcién varia, es
decir, mide el crecimiento de tal funciéon. Es logico, por tanto, que aparezcan
este tipo de ecuaciones al tratar de modelizar matematicamente muchisimos
problemas que surgen de estos fenémenos.

En esta seccion, introduciremos algunos ejemplos béasicos para entender
matematicamente qué es una ecuacion diferencial y después, veremos algunos
ejemplos de estas ecuaciones en algunos fenémenos reales.

® Ejemplo 1.1. Encuentra todas las funciones y(z) que cumplan que y' = 3x.

Solucién. Este es un ejemplo de ecuacion diferencial ya que la incognita es
una funcién de variable independiente x y variable dependiente y y aparece la
derivada 3 de tal funcién. En este caso, solucionar esta ecuacién diferencial es
sencillo. Basta con calcular una integral indefinida sencilla y obtenemos:

2
y(x):/&vdx:g%—l—C

para todo C' € R.
® Ejemplo 1.2. Encuentra una funcién y(z) que cumpla que y' = y.

Solucion. Si recordamos cursos anteriores de calculo, es facil obtener una
funcion que cumple la propiedad de ser igual a su derivada en todos sus puntos:
y(x) = e”. ;Sabrias encontrar otros ejemplos de funciones cumpliendo esta
ecuacion? H

® Ejemplo 1.3. Encuentra todas las funciones de dos variables u(z,t) cum-
pliendo que:
ou

— = 6at’.
ox *
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Solucion. Basta con integrar con respecto a x para encontrar todas las solu-
ciones de esta ecuacion:

u(z,t) = /6xt3 dx = 32°t° + f(t)

donde f(t) es cualquier funcién derivable que dependa tinicamente de la varia-
blet. W

Veamos ahora dos ejemplos de ecuaciones diferenciales que surgen de fenéme-
nos reales.

® Ejemplo 1.4 (Desintegracién radiactiva). Un fenémeno cuya descrip-
cién da lugar a una ecuacion diferencial muy sencilla es el de la desintegracion
de un elemento radiactivo. La rapidez con la que una sustancia radiactiva
se desintegra es proporcional a la cantidad presente de dicha sustancia. Esto
conduce a la ecuacion:

%:—kA, k>0
dt

donde nuestra incégnita A(t) representa la cantidad de sustancia presente en
un instante ¢ y k es una constante de proporcionalidad que depende de la
sustancia.
Como podremos estudiar mas adelante, la soluciéon de esta ecuacién viene
dada por:
A(t) = Ce ™,

siendo C' cualquier constante positiva. La constante C' puede obtenerse si se
conoce la cantidad de sustancia en un instante dado; por ejemplo, si para el
instante ¢ = 0 habia una cantidad inicial Ay de sustancia, entonces:

AO = C@iko = C,

por tanto:
A(t) = Aoe_kt.

Efectivamente, tener la solucién de la ecuacién nos permite conocer la can-
tidad de sustancia presente que habra en cada instante t. Wl

® Ejemplo 1.5 (Cuerpo en caida libre). Consideremos un cuerpo que, des-
de una cierta altura, cae bajo la accién de la fuerza de la gravedad, ignorando
otras fuerzas de rozamiento como la debida a la resistencia del aire. En este
caso, tenemos dos cantidades que van cambiando con el tiempo: su posicion
h(t) y su velocidad v(t).

Para modelizar este fenémeno, aplicamos la segunda Ley de Newton, lle-
gando a la ecuacion:

d*h

m— = —m
dt2 g?

donde m es la masa del objeto, h es su altura sobre el suelo, d?h/dt* es su
aceleracion, g es la constante gravitacional y —mg es la fuerza debida a la

gravedad.
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Queremos determinar cudl es su posicién en cada instante y su tipo de
movimiento. Dividiendo la ecuaciéon por m e integrando esta ecuacion respecto

de t obtenemos:

dh
— = —qt

e integrando de nuevo:

tQ
h(t) = —95 + Cit + Cs.
Las constantes de integracion C y Cy pueden determinarse si se conocen
la altura y velocidad iniciales del objeto. Supongamos que éstas son hg y v,
respectivamente. Sustituyendo estos valores en las ecuaciones anteriores para
t = 0, se obtiene:

2

0
h(0) = hy = —95 + C10 + C5, luego Cy = hy,

dh
% =y =—g0+ C1, luego C; = vy.

Por tanto,
2

t
h(t) = =g +vot +ho. W

Problemas y cuestiones de la secciéon 1.1

1. Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales:

(a) v = cos(3x) — e**.
(b) ¥ = xlnz.

< 1 1, 1, x?
(Solucién. (a) y = 3 sen(3z) — 5€ +C, b)y= 7 Inx — Vi 0).

2. Escribe la ecuacion diferencial asociada a los siguientes fenémenos reales,
escribiendo un parametro en caso necesario:

(a) La tasa de cambio de una poblacién P con respecto al tiempo t es
proporcional a la raiz cuadrada de P.

(b) La aceleracién de un coche es exactamente igual a la diferencia entre
30 km/h y la velocidad v(t) del automévil.

(c¢) La tasa de cambio con respecto al tiempo ¢ del nimero P de perso-
nas que han contraido cierta enfermedad contagiosa es proporcional
al producto del niimero de quienes estan enfermas y el nimero de
las que no lo estan en una ciudad cuya poblacion es fija e igual a
5000 personas.
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1.2. Definiciones basicas y clasificacion de las
ecuaciones diferenciales

De manera intuitiva, una ecuacién diferencial es aquella que involucra una
funcién junto con sus derivadas y la variable o variables de la que depende:

B Definicion 1.1. Una ecuacion diferencial es una ecuacién que relaciona
una funcién desconocida (la variable dependiente), las variables de las que
depende (variables independientes) y sus derivadas respecto de estas variables
independientes.

En las ecuaciones diferenciales pueden aparecer ciertos términos constan-
tes, relacionados con el problema, que reciben el nombre de parametros. Las
constantes k, m y g de los problemas anteriores serian ejemplos de parametros.

Las ecuaciones diferenciales se dividen en dos grandes grupos:

» Las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO). Son aquellas en
las que la funcién incégnita depende de una sola variable independiente,

y =y(x).

» Las ecuaciones en derivadas parciales (EDP). Son aquellas en las
que la funcién incégnita depende de varias variables; por tanto, relacio-
nan la funcion, sus variables y las derivadas parciales de dicha funcion.

Notacion. A lo largo de este libro, las derivadas de una funcién de una
variable se denotaran con la notacién de Leibnitz dy/dz, d*y/dz?, etc. o la
notacién prima v/, y", etc. Para las derivadas parciales, se utilizard también la
notacion de subindice wu,, uy, etc.

® Ejemplo 1.6. Indica si las siguientes ecuaciones diferenciales son EDO o
EDP:

d
(a) y(x) tal que d—y + 3y = cosx — 2.
T

(b) y(z) tal que vy’ = ky + 4.
(c) y(z) tal que y* + 4zy — ' = 0.

ou ou

(d) u(z,y) tal que a = "o
(e) u(x,t) tal que uy, = 2uy — 3uy.

Solucién. Las ecuaciones diferenciales (a), (b) y (c¢) son EDO mientras que
las ecuaciones dadas en (d) y (e) son EDP. La EDO (b) tiene ademds un
parametro. W

Las ecuaciones diferenciales también pueden clasificarse segin su orden y su

linealidad.
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B Definicion 1.2. Se llama orden de una ecuacién diferencial al mayor orden
de las derivadas que aparece en la ecuacion.

B Definicion 1.3. Una ecuacién diferencial es lineal si se puede expresar de
la forma:

an(x)y(”) +ap 1y 4 gy (2)y + ao(z)y = g(x),

donde ag(x),a;(x), -, a,(z), g(x) son funciones que dependen sélo de la varia-
ble x e y*) denota a la derivada k—ésima de la funcién y(z). En caso contrario
se dice que la ecuacion diferencial es no lineal.

B Nota 1.1. La linealidad de la ecuaciéon diferencial solo se exige para y y
sus derivadas.

Dentro de las ecuaciones diferenciales lineales distinguimos:

» Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes, cuando
todos los coeficientes a;(z) son constantes para todo i =1,---  n.

» Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes variables si algin
coeficiente a;(z) es una funcién que depende de = (no es constante).

® Ejemplo 1.7. Clasifica las siguientes EDO segtin su orden, si son lineales o
no y, en caso afirmativo, indicando si son de coeficientes constantes o variables.

(a) y" =3y +y=0.

d?y
by &7 4 3%
(>dx2+3dx

(c) 23y" — x*y" + 3zy’ + by = .

Solucién. Las ecuaciones diferenciales (a) y (b) son EDO de segundo orden
lineales con coeficientes constantes. La ecuacion (c¢) es una EDO de tercer orden
lineal con coeficientes variables. W

Si una EDO de orden n puede expresarse de manera que la derivada de orden
n aparezca despejada, esta expresion recibe el nombre forma normal de la

EDO.

B Nota 1.2. Si al expresar la ecuacion diferencial en forma normal aparecen
cocientes, hay que tener en cuenta que las expresiones obtenidas son validas
donde éstas existan.

® Ejemplo 1.8. Escribe en forma normal la EDO: yy” — 3y’ = 5z.

Solucion. Despejamos la derivada mas alta y obtenemos su forma normal:
/

%4
yy" — 3y’ = bx. Por tanto, quedara: y” = 3L + —. En este caso, y = 0 no es
Y Yy

solucién de la EDO dada. B
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Problemas y cuestiones de la seccion 1.2

1. Clasifica las siguientes ecuaciones diferenciales, indicando si se tratan de
EDO o EDP;, su orden, si son lineales o no y, en caso afirmativo, indicando
si son de coeficientes constantes o variables:

(a) yy" —2y =
d2
(b) d—x‘z + seny = 0.
(€) Upy = 3% Uy
(Solucidn. Las ecuaciones (a) y (b) son EDO de segundo orden no linea-
les. La ecuacién (c) es una EDP de segundo orden lineal de coeficientes
variables).

2. Escribe en forma normal las siguientes EDO:

d?y
(a) T + cosy = 0.

(b) y/// + y2 = %,

d2
(Solucién. (a) d_:(:z = —cosy, (b)y" = —y?>+e%).

3. (a) Escribe una EDO de orden 3, lineal y con coeficientes variables.
(b) Escribe una EDP de orden 2, no lineal y con coeficientes constantes.

1.3. Soluciones de una EDO

Resolver una EDO es hallar una funcién y(z) que satisfaga la ecuacién.

B Definicién 1.4. Se llama solucién de una ecuacién diferencial ordinaria en
un intervalo I a una funcién ¢(z) definida en I que, sustituida en la ecuacién
junto con sus derivadas, verifica la ecuacion en dicho intervalo.

® Ejemplo 1.9. Comprobemos que la funcién ¢(z) = e¢** es solucién de la

EDO de primer orden 3’ = 4y en el intervalo I =| — oo, +o0.

Solucién. Derivando ¢(x) = e* respecto de z, se obtiene ¢/(x) = 4e*. Sus-
tituyendo en la ecuacion, vemos que ésta se verifica para todo x € I:

¢ (1) =4e** =4 ¢(z). B

1
® Ejemplo 1.10. Comprobemos que la funcién ¢(z) = 2 — = es solucién de
x

2
la EDO de segundo orden y” — — y = 0.
x
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. . ) 1
Solucién. Derivando dos veces la funcién ¢(z) = 2* — — respecto de z, se
x

tiene:
2

/ 1 /!
¢(x):2x+ﬁ, ¢ (I):Q—F.

Sustituyendo en la ecuaciéon comprobamos que si se verifica:

2 2 1 2 2
2____(x2__):2__—2+— 0, Vax#D0.
i

1
Por tanto, ¢(x) = x? — — es solucién en el intervalo | — oo, 0] y en el intervalo

10, +occ0[. W

® Ejemplo 1.11. Veamos que toda funcién de la forma ¢(z) = Cre™? + Cye?®
es solucién de la ecuacion diferencial y” — ¢ — 2y = 0, para cualquier valor de
las constantes C y Cs.

Solucién. Derivando dos veces ¢(r) = Cre™ + Cye?, tenemos:
¢ (r) = —Cre™™ + 20%e?,
¢"(x) = Cre™® + 4Cye*
y sustituyendo, vemos que se verifica la ecuacién para todo x € R:
Cre ™ 4+ 4C5e®® + Chle ™ — 20%5e* — 2067 — 205e** = 0. 1

® Ejemplo 1.12. La ecuacién diferencial (/)% + 1 = 0 no tiene solucién real
ya que es imposible que la suma de esas dos cantidades sea 0.

Una solucién de una EDO en la que la variable dependiente se expresa
solo en funcion de la variable independiente y constantes, recibe el nombre de
solucion explicita. En otras palabras, diremos que la solucion es explicita si
se trata de una expresion en la que la variable dependiente esta “despejada”
en la forma y = y(z). Diremos que la solucién de la EDO es una solucién
implicita si se trata de una expresién de la forma g(x,y) = 0, es decir, si la
variable dependiente no estd “despejada’.

® Ejemplo 1.13. Fijémonos en que z? + 3*> = 9 es una funcién implicita.

Comprobemos que es una solucién implicita de la EDO ¢ = —;—C.

Solucién. Derivando la relacién 2% + y? = 9, tenemos:
2r +2yy =0,

de donde se obtiene, despejando, la ecuacion diferencial. W

B Nota 1.3. En el caso de obtener soluciones implicitas de la forma g(z,y) =
0, es necesario el uso del teorema de la funcién implicita para comprobar que
la expresion define a y como funcion de x.
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® Ejemplo 1.14. Veamos que y* — 23 + 8 = 0 es solucién implicita de la
2

T
ecuacion diferencial 3 = 5y B 12, 400l
Y

Solucién. Derivando la expresion y? — 2% + 8 = 0 respecto de la variable x se
tiene 2yy’ — 322 = 0, de donde despejamos ¥/

,_3m2
y_Qy

y obtenemos el resultado deseado. En este caso, a partir de la solucién implicita
podemos obtener dos soluciones explicitas de la EDO: y; = Va3 —8 e 1o =
—+v/x? — 8. Observemos que estas funciones estan bien definidas para todo
r € [2,+oo]. B

B Definicién 1.5. La gréafica de una solucion de una ecuacion diferencial se
denomina curva integral de la ecuacion diferencial.

Clasificacion de las soluciones

Como ya hemos visto en los primeros ejemplos del capitulo, el calculo in-
tegral trata de resolver EDO sencillas del tipo ¢y = f(x) cuya solucién viene
dada por la integral indefinida y = [ f(z)dz y en la que, como bien sabemos,
aparece una constante arbitraria.

® Ejemplo 1.15. Consideramos las siguientes EDO:

» La EDO de primer orden 3’ = e”. Integrando, obtenemos la solucion
Yy = e’ + Cl.

» La EDO de segundo orden 3" = e*. Integrando se obtiene iy = e+ y
volviendo a integrar se obtiene la solucion y = e* + Cix + Cs.

» Es obvio que podemos continuar este proceso y, la EDO 3™ = e® tendra
una solucién en la que apareceran n constantes arbitrarias. W

B Nota 1.4. En general, una EDO que tiene solucion, no tiene una sino
infinitas. Ademas, en la mayor parte de los casos, si la EDO es de primer
orden, la solucion contendra una constante arbitraria; si es de segundo orden,
contendra dos constantes arbitrarias y en general, si es de orden n, la solucién
contendra n constantes arbitrarias. Al conjunto de todas esas soluciones se le
llama familia n—paramétrica de soluciones de la EDO. W

® Ejemplo 1.16. La nota anterior se cumple en un amplio niimero de casos.
Atin asi, no se cumple siempre. Considera, por ejemplo, la ecuacién (y')?+y* =
0, que tiene la tinica solucién y = 0 (funcién idénticamente nula). W

Clasificamos las soluciones de una EDO de la forma siguiente:

» Familia n—paramétrica de soluciones: es la solucién de la ecuacion
diferencial que contiene n constantes arbitrarias.

F(xayay/a”'7y(n)):0 — g(xayycla"';cn)zo.
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= Solucién particular: es una solucién de la ecuacion diferencial que se
obtiene dando valores numéricos a todas las constantes de la familia n-
paramétrica de soluciones.

= Solucion singular: es una solucién de la ecuacion diferencial que no con-
tiene constantes arbitrarias y no esta contenida en la familia n-paramétri-
ca de soluciones. Este tipo de soluciones no existe siempre. Si lo hace,
se trata de una funcién denominada curva envolvente de la familia
de curvas integrales definida por la familia n—paramétrica de solucio-
nes. Para profundizar en esta cuestion, consulta la seccion 1.6 de este
capitulo.

= Soluciéon general de una ecuacién diferencial ordinaria de orden n:
es la que contiene todas las soluciones de la ecuacién. Estd formada
por la familia n—paramétrica de soluciones mas las posibles soluciones
singulares que tenga la ecuacion.

Resolver una ecuacién diferencial consiste en hallar su soluciéon general. En
el caso de las ecuaciones diferenciales lineales no existen soluciones singula-
res; por tanto, la solucion general coincide con la familia n—paramétrica de
soluciones.

® Ejemplo 1.17. Estudiemos los distintos tipos de soluciones que admite la
ecuacion diferencial y' = | /y.

Como veremos en el capitulo siguiente, la familia 1-paramétrica de solucio-
nes de esta EDO viene dada por:

1
VY = §($ +0).
y éstas estan definidas en el intervalo I = [—C, +o0].
Dando valores a C', obtenemos soluciones particulares. Por ejemplo, para C' = 0
x
obtenemos la solucién particular |/y = 5 que estd definida en I = [0, +o0[.

10
solucion particular
paraC= 0
8
6
4
envolvente y = 0
-2 2 4 6 8

Figura 1.1: Gréficas de la familia 1-paramétrica de soluciones.

Calculo II. Grados en ingenieria eléctrica, ingenieria mecanica, 21 Cristina Chiralt Monleon y Alejandro Miralles Montolio
ingenieria quimica e ingenieria en tecnologias industriales DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapiential 52
ISBN: 978-84-17429-33-1

indice



Es obvio que la funcién y = 0 también es solucion de esta EDO. Sin embar-
go, esta solucion no pertenece a la familia 1-paramétrica que hemos obtenido,
asi que se trata de una solucién singular de la EDO.

Por tanto, la solucion general de esta EDO viene dada por:

x+C

{\/g: 5 ,CeR}U{y:O}. [ |

Problemas y cuestiones de la seccion 1.3

1. Comprueba si las siguientes funciones son soluciones (explicitas o implici-
tas) de la EDO dada en el intervalo indicado:

(a) La funcién ¢(x) = €** solucién de ¢y’ —3y =0en I = ] — 00, +00 .
4
(b) La funcién y = f—6 solucién de 3’ = z/y en I = | — 00, 400 .

c¢) La funcién ¢(x) = e* solucién de y' = 4y en I =| — 00, o0|.

)
(c)
(d) La funcién ¢(x) = cos (5z) solucién de y” + 25y = 0.
(e) La funcién x 4+ y + €™ = 0 solucion de (1 + xze™)y’ + 1 + ye™ = 0.
)

(f) La funcién x? — 2y* = 3 solucién de z — 2yy’ = 0.
(Solucién. (a) Si, (b) Si, (c) No, (d) Si, (e) Si, (f) Si).

2. Determina todos los valores de r para los que ¢(x) = €™ es solucién de
la EDO 25y" = 36y. (Solucién. r = £6/5).

3. (a) Determina si la relaciéon y—31In(y+4) = x2+C, es solucién implicita

de la EDO
dy  2a(y +4)

dx y+1
(b) Comprueba que y = —4 es una solucién de esta EDO. ;Qué tipo de
solucion es?
(c¢) Determina el valor de C' para que la solucién y(z) cumpla que
y(l) = —3.
(Solucién. (a) Si. (b) Solucién singular. (c) C' = —4).

1
4. La expresion y(z) = o3 define una familia 1-paramétrica de solu-
— 3z
ciones de la ecuacién diferencial iy = 3y2.

(a) ;Hay algin valor de C para el cual la funcién y(x) cumpla que
y(0) =07

(b) (Existe alguna solucién y(z) de la EDO para la cual y(0) = 07

(Solucién. (a) No. (b) Si, la funcién y(x) = 0).
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5. Dada la ecuacién diferencial 3(y"")* + y* = 0,

(a) ;Existe alguna familia 2-paramétrica de soluciones de dicha ecua-
cién?
(b) ¢Tiene alguna solucién?

(Solucién. (a) No. (b) Si, la funcién y(z) = 0).

1.4. El problema de valor inicial

Un problema de valor inicial consiste en resolver una ecuacion diferencial
junto con una condiciéon que nos indica el valor yy que ha de tomar la variable
dependiente para un determinado valor xy de la variable independiente.

B Definicién 1.6. Un problema de valor inicial (o problema de Cauchy)
para una EDO de primer orden es un problema de la forma:

dy

—_— = €T €T = .

dr f( 7y)7 y( 0) Yo
La condicién adicional y(xg) = o recibe el nombre de condicién inicial.
Esta nos permite calcular la constante que aparece en la familia 1-paramétrica,

obteniendo la solucién particular que nos interesa.
® Ejemplo 1.18. Resolvamos el problema de valor inicial:
y' =y, y(0)=3.

Solucién. La familia 1—paramétrica de soluciones de la EDO 3y = y vie-
ne dada por y = Ce” en el intervalo I =| — 0o, +00[. Buscamos la solucién
particular cuya curva integral pasa por el punto (0,3) (ver figura 1.2).

Una vez hallada la familia y = Ce”, sustituimos la condicién inicial:

3=C¢"

obteniendo el correspondiente valor de C, que resulta ser C' = 3. Por tanto, la
solucién particular buscada es y = 3e*. I

20

solucién para 15
la condicién y(0) = 3

¥
X

|
(3]
|
|

b

‘

/N

Figura 1.2: Solucién del problema de valor inicial.
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En general, si tenemos una ecuacién diferencial de orden n, necesitaremos
n condiciones de la forma y(xo) = yo, ¥ (7o) = y1,- -,y D (x0) = yn_1, para
poder determinar las n constantes arbitrarias de la familia n—paramétrica y
obtener asf una solucién particular, donde y*) denota la derivada k—ésima de
la funcién y.

B Definicién 1.7. Un problema de valor inicial de una ecuacién diferencial
de orden n:

F(x7y7y/7"'7y(n)> :0

consiste en encontrar una solucién en un intervalo I de forma que para un
cierto xg € I se satisfagan las condiciones iniciales:

y(l‘[)) = Yo, y/(xO) =Y, - y(n_l)(x()) = Yn-1,
donde vy, y1,... , Yn—1 son valores dados.

® Ejemplo 1.19. Demostremos que la funcién ¢(z) = sen z—cos x es solucién
del problema de valor inicial:

y'+y=0, y(0)=-1, y(0)=1
Solucion. Tenemos que:

¢(z) =senx — cosx
¢'(r) = cosw + senx

¢"(x) = —senz + cos z,
y sustituyendo en la EDO comprobamos que ésta se verifica:
—senx +cosx +senx — cosx = 0.
Por tanto, ¢(x) es solucién de la EDO. Ademaés:
#(0) =sen0—cos0=—-1 'y ¢(0) =cos0+sen0 =1

asi que también se verifican las condiciones iniciales dadas. W

Problemas y cuestiones de la secciéon 1.4

1. Verifica que y = 3e%* +e~2* —3x es solucién del problema de valor inicial:

y' — 4y =12z, y(0) =4, y'(0)=1.

1
2. Comprueba que la funcién ¢(z) = 750 (4z) es solucion del problema de

valor inicial:
y"+16y =0, y(0)=0, ¥ (0)=1.
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1.5. Existencia y unicidad de soluciones

Cuando consideramos un problema de valor inicial, aparecen dos cuestiones
fundamentales:

= ; Existe solucion al problema?

= En caso de existir solucion, ;ésta es unica?

Esto equivale a preguntarse si de toda la familia de curvas integrales existe
alguna que pase por el punto definido por la condicién inicial y si ésta es la
Unica que pasa por ese punto.

® Ejemplo 1.20. El problema de valor inicial:
yl_\/§:O7 y(0>:O7
tiene dos soluciones.

Solucion. Este problema admite la solucion particular y = %2 y la solucién
singular y = 0, es decir, hay dos curvas integrales pasando por (0,0) (ver
ejemplo 1.17). W

Para asegurar la existencia y la unicidad de solucién a un problema de valor
inicial de primer orden, establecemos el siguiente resultado:

B Teorema 1.1 (Existencia y unicidad de solucién). Considera el proble-
ma de valor inicial:

;l_z = f(:c,y), y(&?g) = Yo.

: of : : ) :
Si f y = son funciones continuas en un rectdngulo que contiene al pun-

Ay
to (xo,%0) en su interior, entonces existe una unica funcién ¢(z) que es
solucion del problema en un intervalo I que contiene al punto xg.

Cabe destacar que la existencia y unicidad de la solucién se asegura soélo
en un intervalo I, que puede ser muy pequeinio, que contiene a xq (ver figura

1.3).

solucion

d /
/

Yo

Figura 1.3: Intervalo de existencia de la solucién del problema de valor inicial.
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Poder asegurar la existencia y la unicidad de una solucién no implica que
seamos capaces de hallarla. Sin embargo, conocer este hecho nos permitira, al
menos, aproximarnos a la solucién con métodos numéricos o realizar estudios
cualitativos.

® Ejemplo 1.21. Comprobemos que el problema del ejemplo 1.20 no satisface
las condiciones del teorema anterior.

Solucién. Hemos visto que la solucién general de esta ecuacién estaba formada
por una familia 1-paramétrica de soluciones y una solucién singular y = 0. Si
dibujamos las curvas integrales, vemos que por el punto (0, 0) pasan dos curvas
solucion, por tanto, no hay unicidad. Veamos que, efectivamente, no se verifica
el teorema de existencia y unicidad para (zq,yo) = (0,0):

of 1
= , es decir, x,Y) = = yY 2, derivando; — = ——.
Yy =y flr,y)=Vy=y'" vy o "2

Las funciones f y ‘g—i son continuas en el semiplano y > 0, pero no son
continuas en un rectangulo que contenga a (0, 0).
En cambio, si que podriamos asegurar que para todo (xq,yo) con yo > 0,

existe un intervalo centrado en zy en el que el problema dado tiene solucién
unica. W

® Ejemplo 1.22. Dado el problema de valor inicial:

Jexiste solucion tnica?

Solucién. Tenemos que f(z,y) = y y 2—5 = 1 son funciones continuas en

R? por tanto, son continuas en un rectdngulo alrededor de (0, 3). Podemos
asegurar que existe un intervalo que contiene a xy = 0 donde existe solucién y
es tnica (de hecho, vimos que tal solucién era y = 3¢”). W

Problemas y cuestiones de la seccion 1.5

1. Determina si se verifica el teorema de existencia y unicidad de solucion
en los siguientes problemas de valor inicial:

(a) ¥ =2® —ay®, y(1)=6
(b) o' =2y, y(0)=

() y =2y, y(1)=1

(d) ¥ =2 +y* —xy, y(0) =2
(@ v =2 )=

(Solucién. (a) Si. (b) No. (c) Si. (d) Si. (e) Si. (f) No).
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2. Considera el problema de valor inicial:

Y+ 4=y =0, y(0) = 2.

(a) Demuestra que las funciones y;(z) = 2 e yo(z) = 2 cosx satisfacen
la EDO en el intervalo [0, 7].

(b) Comprueba que no se cumplen las hipétesis del teorema de existen-
cia y unicidad de solucion.

1.6. Proyecto para el capitulo 1. Calculo de la
envolvente de una familia

Como ya hemos comentado en la secciéon 1.3, cuando una EDO tiene una so-
lucion singular, esta resulta ser la curva envolvente de la familia n—paramétrica
de soluciones.

B Definicién 1.8. Se llama envolvente de una familia de curvas a una
curva que es tangente a toda la familia y de manera que en cada punto de
la envolvente existe un tinico miembro de la familia tangente a ella.

® Ejemplo 1.23. La solucién singular y = 0 del ejemplo 1.17, es una envol-
vente de la familia 1-paramétrica de soluciones, ya que es tangente a todas las
curvas y en cada punto de la envolvente existe un inico miembro de la familia
tangente a ella (ver figura 1.1).

B Teorema 1.2 (Condicién suficiente de existencia de la envolvente).
Supongamos que f(z,y,C') es una funcién dos veces diferenciable definida
en un conjunto de valores z,y, C'. Si para este conjunto de valores se tiene
que:

of(x,y,C
y se tiene que:
o gy
ox oy 2
a2f 82f 7& 0’ S_C’j; 7£ 0
0xoC  OyoC

entonces la familia de curvas f(x,y,C) = 0 tiene una envolvente cuyas
ecuaciones paramétricas vienen dadas por (1.1).

® Ejemplo 1.24. Calculemos la envolvente de la familia (z — C)* + y* = 4.
Solucién. Sea f(z,y,C) = (z — C)* + y* — 4. Derivando respecto de C:

2 -C)=0—-2—-C=0
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y sustituyendo en la ecuacién de familia de curvas:
0+1y>=4—y==+2,

obtenemos dos envolventes de esta familia de circunferencias, cuyas graficas se
muestran en la figura 1.4.

s
K /

Figura 1.4: Familia 1-paramétrica de circunferencias y sus envolventes.

2

Y

|
® Ejemplo 1.25. Calculemos la envolvente de la familia y = Cz? + 1.

Solucién. Derivando y = Ca? + 1 respecto de C tenemos 22 = 0, y sustituyen-
do en la ecuacién de la familia, se tiene que y = 0 4 1; por tanto, y = 1. Pero
podemos observar que no se trata de una envolvente de la familia de curvas,
sino de una de ellas, correspondiente al valor C' = 0.

Por otra parte, si dibujamos las graficas de esta familia de parabolas y de
y = 1, vemos que, efectivamente, no se trata de una envolvente, pues en cada
punto de ella no hay un miembro de la familia tangente a ella y ademas, en el
punto (0,1) hay més de un miembro de la familia tangente a ella (ver figura

1.5).

4t

30

2f

-1.0 05 0.5 10
i
f
Figura 1.5: Familia 1-paramétrica de parabolas.
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TEMA 2

Ecuaciones diferenciales de
primer orden. Aplicaciones

2.1. Introduccion

En este tema nos centraremos en la resolucion de EDO de primer orden y
nuestros objetivos son los siguientes:

= Distinguir si una EDO de primer orden puede resolverse por alguno de
los métodos que vamos a estudiar y aplicar el método de resolucién de
ese método.

= Modelizar y resolver problemas provenientes de fenomenos reales donde
aparecen EDO de primer orden.

Estudiaremos algunos de los métodos més habituales y también veremos
la modelizacion y resolucién de problemas reales donde surgen este tipo de
ecuaciones. Entre los tipos de EDO de primer orden, estudiaremos y resol-
veremos ecuaciones de variables separables, ecuaciones exactas y ecuaciones
que resultan ser exactas mediante el calculo de un factor integrante, asi como
también ecuaciones lineales y ecuaciones homogéneas. Entre las aplicaciones,
veremos cOmo estas ecuaciones aparecen en la modelizacién de problemas de
enfriamiento, problemas de mecanica newtoniana, problemas de mezclas en un
deposito y en problemas del célculo del conjunto de trayectorias ortogonales a
un conjunto de curvas.

Una EDO de primer orden puede presentarse de distintas formas:

= Forma general: Es aquella en la que la variable independiente, la va-
riable dependiente y sus derivadas estan relacionadas e igualadas a 0.
Analiticamente:
F(z,y,y") =0.

= Forma normal: Tal como vimos en el capitulo 1, aqui la derivada de
mayor orden esta despejada:

dy . /

yri f(z,y) o, equivalentemente, y' = f(z,y)
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= Forma diferencial: Diremos que una EDO esta expresada en notacion
diferencial si es de la forma:

M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0.

Como recordaras de cursos anteriores de célculo, el diferencial de una funcién
y = f(z) viene dado por dy = f'(z)dz e indica el incremento dy de la variable
dependiente y al considerar un incremento dx de la variable . Operando la
ecuacion, obtendremos:

dy M(z,y) / M(z,y)
N dy =—M de — - = ——+22 =\
(. y)dy (z,y)dz dx N(z,y) Y N(z,y)’
y llamando f(z,y) = — ]\J\{((;;’)) , obtenemos la EDO 3/ = f(z,y) en forma normal.

Anélogamente, a partir de una EDO de la forma 3y’ = f(z,y) y utilizando
la notacién de Leibnitz, obtenemos:

d
8 _ ) s dym e hr — e M0,

asi que podemos pasar de la forma normal a la forma diferencial y viceversa.

® Ejemplo 2.1. Escribe la EDO 3yy’ = 2x + y en forma diferencial.

Solucion. Utilizando la notacién de Leibnitz, obtenemos:
dy
Byd— =2r+y — 3ydy = 2z + y)dxz,
x

obteniendo finalmente (2z + y)dz — 3ydy = 0.

® Ejemplo 2.2. Escribe la EDO (z — cosy)dz + (2? — y)dy = 0 en forma
general.

Solucion. Despejando, obtenemos:

dy cosy—x
der 22—y
y, por tanto,

, COsy—x

Yy — = 0.

x?—y
Problemas y cuestiones de la seccién 2.1
1. Escribe la EDO (82 — 2y?)y’ = ¢3* en forma diferencial.

2. Escribe la EDO (2? — y*)dz + (z + y)dy = 0 en forma normal.

3. Escribe la EDO ydx + dy = 0 en forma general.
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2.2. Ecuaciones de variables separables

B Definicion 2.1. Una ecuacién diferencial de la forma:
dy
% - f(.fU, y)7

es una ecuacion separable o de variables separables si f(x,y) se puede
expresar como el producto de una funciéon de x por una funciéon de y, esto es:

W~ oa)hiy). (2.1)

Resolucién de ecuaciones de variables separables

Si la ecuacién diferencial presenta la forma (2.1), separamos las variables x
e y, aislandolas en miembros opuestos de la ecuacién. Si h(y) # 0, obtenemos:

1
@dy = g(z)dz

e integrando en ambas partes de la igualdad, tendremos:

/ﬁd :/g(x)dx (2.2)

obteniendo asi la familia 1—paramétrica de soluciones en forma implicita:
H(y) = G(z) + C.

Si h(y) = 0 es también soluciéon de la EDO, la anadiremos a la familia
1—paramétrica para obtener la solucién general de la ecuacién diferencial, a
menos que ya esté incluida en ella.

B Nota 2.1. Al calcular las integrales en (2.2), no es necesario el uso de dos
constantes ya que, si escribiéramos algo del tipo H(y) + C; = G(x) + Oy,
podriamos reemplazar la constante Cy — C por C'. Normalmente, la constante
suele colocarse en el término de la variable independiente (en este caso, la x).

B Nota 2.2. Si la EDO se presenta en forma diferencial:
M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0,

podemos pasarla a su forma normal para comprobar si es de variables sepa-
rables tal como hemos indicado antes. También podemos comprobarlo direc-
tamente. En este caso, la ecuacion serd de variables separables si se puede
escribir de la forma:

g1(x)hi(y) dz + ga(x)ha(y) dy = 0. (2.3)
En este caso, dividimos la ecuacién por hq(y)gs(z), obteniendo:
g1() ha(y)

——dr + —=dy =0
92() hi(y)

Calculo II. Grados en ingenieria eléctrica, ingenieria mecanica, 31 Cristina Chiralt Monleon y Alejandro Miralles Montolio
ingenieria quimica e ingenieria en tecnologias industriales DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapiential 52
ISBN: 978-84-17429-33-1

indice



y, por tanto, la ecuacién queda de la forma:
g(x) dx + h(y) dy = 0.
A continuacién, separamos las variables:

g(x)dx = —h(y)dy

e integramos, obteniendo la solucion implicita de la EDO al igual que en el
caso anterior. H

B Nota 2.3. En el proceso de resolucién se pueden perder soluciones con
las manipulaciones algebraicas y, en este caso, hay que anadirlas al final para
obtener la solucion general. W

® Ejemplo 2.3. Comprueba si las siguientes ecuaciones diferenciales son o
no de variables separables:

d
(a) - 3y

dx

dy  br —Txy
b _— = —_—,
(b) dx y?+1

(c) y' =4+ 3zy.
(d) coszedx + (2% + 3)dy = 0.
Solucioén.

(a) Esta ecuacién la podemos reescribir como:

dy 3 2

— =" (4—-vy),
o (4-v)
luego, si es una ecuacién de variables separables.

(b) Esta ecuacién la podemos reescribir como:

dy x(5—Ty)
dv — y2+1 "
por tanto, el término de la derecha se puede escribir como el producto
de una funcién de x por una funciéon de y:

dy 5— Ty

—_— = —

dx y2+1’
luego, si es una ecuacién de variables separables.

(c¢) En la ecuacién:
y =4+ 3xy

no podemos separar la expresiéon 4 4+ 3xy como producto de una funcién
de x por una de y; por tanto, no es una ecuacién de variables separables.
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(d) Esta ecuacién es de la forma:

4 2 —
cosx, e’ dr+ (x*+3)dy =0,
f(x) g(y) h(z)

luego, si es una ecuacién separable. W

d 2 3
® Ejemplo 2.4. Resuelve la EDO de variables separables: d—y _ 2t :
x

Solucion. Separando las variables, tenemos:

v’ dy = (2x + 3)dx

/y5dy = /(zx +3)dz

obtenemos la solucion general implicita:

e integrando ambos lados,

e
5= 7%+ 3z + C).
Si queremos despejar y para obtener soluciones explicitas, denotando C' =

6C'1, obtenemos las soluciones:

y=+vV6x2+182+C. W

-3
® Ejemplo 2.5. Resuelve el problema de valor inicial dado por 3/ = py—
x
con la condicién inicial y(—2) = 1.
Solucion. Tendremos que:
d -3 d d
vy Y ‘ (2.4)

de 3z +7 y—3 3x+7

Observemos que la funcién y = 3 es solucién de la EDO. Si y # 3, integrando
ambos miembros de (2.4), se tiene que:

1
In|y —3| = §1n|3x+7|+01. (2.5)

Para simplificar la expresién y eliminar los logaritmos, pasamos el 1/3 como
exponente en el logaritmo de la derecha. Después, aplicamos la funcién expo-
nencial en ambos miembros y obtenemos:

1 _ 1/3
Injy —3|=In[3z+ 7|7 + C; — elv=3l = ellBe+T70r

Como la exponencial y el logaritmo neperiano son una funcién inversa de la
otra, obtenemos:
ly — 3| = C|3z + 7|/
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donde C' = ! puede tomar cualquier valor real positivo. Al eliminar los
valores absolutos, obtenemos la solucion:

y—3=CBx+7)/3

para todo C' # 0. Por iltimo, como ya hemos comentado al principio, la funcion
y = 3 que sale justamente de considerar el caso C' = 0 también es una solucién
de la EDO. Por tanto, la solucién general es:

y—3=CBx+7"? — y=3+CV3z+7
para todo C' € R. Para encontrar la solucién particular que cumple y(—2) = 1,

sustituimos y obtenemos 1 = 3 + C'v/1, por lo que C' = —2 y, por tanto, la
solucién particular pedida sera:

y=3-2¥3z+7. W

Problemas y cuestiones de la secciéon 2.2

1. Comprueba si las siguientes EDO son de variables separables o no:

(a) ¥ =1+z+y
(b) y¥=az+1+y+ay
(¢) 2zydr + (3y® — cosy)dy = 0

(Solucién. (a) No. (b) Factorizando el término de la derecha, se observa
que si. (c) Si).

2. Obtén la soluciéon general de las siguientes EDO de variables separables:
(a) 3x?dxr — (x* + 1)y dy = 0.

(b) e ¥senxzdr +ycosxdy = 0.

1'1'2
() ¥ = =y

(Solucién. (a) y?/2 = In(2®* + 1)+ C, (b) e¥(y — 1) = In|cosz| + C,
(c) y = tan (—W) +C).

3. Resuelve el siguiente problema de valor inicial:

d_y_y(4x2—|—4)

dx x
. s 2_
(Solucién. y = zie?* ).
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2.3. Ecuaciones diferenciales exactas y factor
integrante

Considera el conjunto de circunferencias centradas en el origen de coorde-
nadas, que viene dado por la expresion:

©?+y'=C

donde C' > 0. Si calculamos el diferencial en ambos lados de la igualdad,
obtendremos la EDO

2zdr + 2ydy = 0

cuya solucion general serd, obviamente, el conjunto de funciones implicitas
dado inicialmente.

., Qué ocurre si intentamos realizar el proceso a la inversa? Es decir, consi-
deramos, a modo de ejemplo, la EDO dada por:

yidx + 3xy*dy = 0.

Nos preguntamos si esa EDO puede provenir de calcular los diferenciales de
una expresion del tipo F(z,y) = C como la anterior para una determinada
funcién F(z,y). En tal caso, deberd cumplirse que 4& = ¢3 y %—5 = 3ay?.
Tras un pequeno tanteo o bien por integracion, observamos que la funcién
F(z,y) = zy® cumple estas las condiciones. Por tanto, la EDO procede de

diferenciar en ambos miembros la expresion:
zy® =C
y, por tanto, ésta es la solucion general de la ecuacién.

En general, a partir de una familia de curvas de la forma F(z,y) = C,
se puede generar una EDO de primer orden hallando el diferencial en ambos
lados de la ecuacién como hemos hecho en el ejemplo anterior: dF(x,y) = 0,

es decir,

oF oF
%dl’ + 8—ydy =0.

En esta seccion trataremos de resolver ecuaciones diferenciales utilizando
el proceso inverso, es decir, a partir de una EDO de la forma:

M(z,y)dx + N(z,y)dy =0,

estudiaremos si el término de la izquierda corresponde al diferencial total de
alguna funcién de dos variables F'(x,y).

B Definicion 2.2. Una EDO de primer orden:

M (z,y)dx + N(z,y)dy =0 (2.6)
Calculo II. Grados en ingenieria eléctrica, ingenieria mecanica, 35 Cristina Chiralt Monleon y Alejandro Miralles Montolio
ingenieria quimica e ingenieria en tecnologias industriales DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapiential 52

ISBN: 978-84-17429-33-1
indice



se dice que es exacta en una regién de R? (consideraremos que una regién es
o bien todo R? o bien un rectdngulo sin bordes en R?) si existe una funcién
F(z,y) tal que que:

oF oF

%(Ly) :M(:p,y) y a_y(xay) :N(x,y)

en todos los puntos (z,y) de la region.

El siguiente resultado nos da una condicién necesaria y suficiente para
saber cuando una EDO es exacta. Su demostraciéon nos proporciona, ademas,
un método para obtener la solucién general F(x,y) = C.

B Teorema 2.1. Si M(x,y) y N(z,y) son dos funciones continuas con
derivadas parciales continuas en una regién de R?, entonces la EDO

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

es exacta si y s6lo si se cumple:

oM N
a—y(:v,y) = aa—x(x,y) para todo (z,y) de la regién. (2.7)

Demostracién. (=) Si la ecuacion M (x,y)dx+ N(z,y)dy = 0 es exacta,
entonces existe una funcién F(x,y) tal que:

or oOF
Por tanto,
0*F OM (z,y) 0?F ~ ON(z,y)

Sabemos que, bajo las condiciones del enunciado, las derivadas cruzadas
segundas de F'(x,y) son iguales, asi que:

OM(z,y)  ON(z,y)
oy  Oxr

(«<=) Consideramos la ecuacién M (x,y)dz+ N(z,y)dy = 0. Si se cumple (2.7),
veamos que existe una funcién F'(z,y) verificando las condiciones:

oF OF
(z,y) = M(z,y) vy (z,y) = N(z,y).
Ox dy
oF
Si %(x, y) = M(x,y), entonces:
Fla) = [ Mz.g)de = Glo,9) + ¢(0) 2.9
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donde G(x,y) es una primitiva de M (z,y) respecto de x. Ahora, derivamos
parcialmente respecto de y la expresiéon obtenida para F' y la igualamos a
N(z,y) : oF o
/
- - =N
o (z,9) oy (z,y) +¢'(y) = N(z,y),

de donde despejamos ¢'(y):

¢ ) = Niey) — 2 (). (2.9
Y
Para poder calcular ¢(y), es necesario que la expresién de la derecha sélo
dependa de y y, en ese caso, podremos integrar con respecto a y y obtener
©(y) que, sustituida en (2.8), nos dard la expresiéon de F(z,y).
Para ver que la expresién (2.9) sélo depende de y, comprobamos que su
derivada parcial con respecto de x es cero:

oG, y))_aN G ON G ON oM

0
%(N(l’ay)—a_yx = or Ow0y  Or Oyor ox oy O™

Resumen para resolver EDO exactas
» Comprobamos si la EDO (2.6) es exacta.
= La solucién general de la EDO viene dada por la expresion implicita:
F,y) = C,

donde F'(z,y) se obtiene siguiendo los pasos vistos en la demostracién del
teorema 2.1 y donde C' es una constante arbitraria. Se puede comprobar,
aplicando lo visto sobre curvas envolventes en el tema anterior, que las
EDO exactas carecen de soluciones singulares.

® Ejemplo 2.6. Resuelve la siguiente EDO:
1
(e 4 22y?)dx + <2x2y — —) dy = 0.
Y

Solucion. Denotando por M y N respectivamente a cada término de los
diferenciales:

1
(e® + 2xy?) dx + (2.:1:2y — —) dy =0,
h/_/ y

M
N

se tiene que:
8_]\/[ =4xy y 8_]\7 = 4y
dy ox ’
asi que la EDO es exacta. Sabemos que la solucién de la EDO vendra dada
por F(z,y) = C, donde F' cumple:

oF . 5

— =M =¢€" 4 22y (2.10)

Ox
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oF 1
— =N =21y — —. (2.11)
Ay y

Integramos una de las dos expresiones, por ejemplo la expresién (2.10), y

obtenemos:
Pla) = [( 4 20) da = & 4 29 + ()

donde ¢(y) es una funcién que sélo depende de y. Derivamos ahora con respecto
a y y obtenemos:
OF
— =2% + Y (y).
9 y+ €' y)
Igualamos esta expresion y la expresiéon (2.11) y se tiene que:

1
20°y + ¢/ (y) = 22°y — ;

y obtenemos que ¢'(y) = —i, asi que:

1
o(y) Z/—Edyz—lnlyh

obteniendo que F(z,y) = z%y* — In|y|. Por tanto, la solucién general de la
EDO en forma implicita vendra dada por:

e +2*y —Infyl=C. A

B Nota 2.4. En el célculo de ¢(y) tomamos 0 como constante de integracion,
obteniendo una unica primitiva. Sin embargo, no existe pérdida de soluciones
en la solugion general F'(z,y) = C para todo C' ya que si aparecen cualesquiera
constantes C y Cs a la izquierda y a la derecha de la igualdad respectivamente,
éstas puede pasarse a la derecha y redefinir C' = C5 — .

® Ejemplo 2.7. Resuelve el siguiente problema de valor inicial:
’ e’ — Y e e -
y = ———— con la condicién inicial y(0) = 0.
T + cosy

Solucién. Pasamos la EDO a notaciéon diferencial:
dy e’ —y
L I —e")dx + (x + cosy)dy = 0
dr x4+ cosy (y ) ( y)dy

Denotando por M y N respectivamente a cada término de los diferenciales:

(y —€*)dz + (x + cosy) dy = 0,
~— ————

M N
se tiene que:
oy =1
Jy ox
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asi que la EDO es exacta. Sabemos que la soluciéon de la EDO vendra dada
por F(x,y) = C, donde F' cumple:

OF .
a—z—M—y—e (2.12)
' OF
8—y:N:x+cosy. (2.13)

Integramos, por ejemplo, la ecuacién (2.13), y obtenemos:

F(z,y) = /(:c + cosy) dy = xy + seny + P (x)

donde ¢(x) es una funcién que sélo depende de z. Derivamos ahora con res-

pecto a x y obtenemos:
oF

oY + ().

Igualamos esta expresion y la expresiéon (2.12) y se tiene que:
y+ii(e) =y—e

y obtenemos que 9'(z) = —e”, asi que:

(z) = /—e“dm S

obteniendo que F'(z,y) = zy + seny — e” y, por tanto, la solucién general de
la EDO en forma implicita vendra dada por:

xy +seny —e” = C.

Para encontrar la solucién particular, sustituimos la condicién y(0) = 0 para
hallar C: 0+0—¢e° = C, obteniendo C' = —1 y, por tanto, la solucién particular
sera:

xy+seny—e*=—-1. W

Factores integrantes
Dada una ecuacién diferencial de la forma:
M (z,y)dx + N(z,y)dy =0 (2.14)

que no es exacta, a veces es posible encontrar una funcién p(z,y) tal que al
multiplicarla por la ecuacion diferencial, ésta se convierta en exacta. Es decir,

p(z,y)M (2, y)dx + p(z, y)N(z,y)dy = 0
es una ecuacion diferencial exacta.

® Ejemplo 2.8. Considera la EDO

(y cos x + 2xy*)dx + (2 sen z + 32°y)dy = 0.
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(a) Comprueba que no es exacta.

(b) Comprueba que al multiplicar la EDO anterior por la funcién p = vy, la
nueva EDO si es exacta.

Solucion. Tenemos que:

oM ON
_zcosx+4xy y —ZQCOSZE+6Z)§y
dy ox

asi que la EDO no es exacta. Al multiplicar la ecuacién por u =y, quedara:
(v cos x + 229°)dx + (2y senz + 32%y*)dy = 0.

Comprobamos si esta EDO es exacta calculando las derivadas parciales corres-

pondientes:

0

a—(y2 cosx + 2xy°) = 2y cos ¥ + 6y’
)

—(2y sen x + 32%y*) = 2y cos z + 6ay?
x

por lo que ambas coinciden y, por tanto, si es exacta. W

B Definicién 2.3. Diremos que una funcién pu(z,y) es un factor integrante
para la EDO:
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0

si al multiplicar la ecuacién por pu(z,y) se convierte en exacta.

B Nota 2.5. Los factores integrantes pueden depender tinicamente de una
de las dos variables que intervienen en la EDO. Tanto la ecuacién original
como la nueva EDO después de multiplicar por el factor integrante, tienen
esencialmente las mismas soluciones. Aun asi, a veces es posible ganar o perder
soluciones.

® Ejemplo 2.9. Comprueba que u(z,y) = ry? es un factor integrante de la
EDO:
(2y — 6x)dz + (37 — 42y Hdy = 0 (2.15)

y resuélvela.

Solucién. Al multiplicar (2.15) por xy? obtenemos:
(22y® — 62%¢?)dx + (32%y* — 4a’y)dy = 0, (2.16)

que se comprueba facilmente que si es exacta. La solucién de la ecuaciéon (2.16)
serd F(z,y) = C, siendo F(z,y) una funcién cumpliendo:

oF

3 2,2
— = 2zy° — 627y (2.17)
Ox
' oF
2,2 3
— = 3x7y” — 4z°y. (2.18)
Ay
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Integrando (2.17) respecto de x se tiene que:

F(z,y) = / (2zy® — 62%y*)dr = 2y — 22°y* + o(y).

Derivando esta expresion respecto de y, tenemos que:

OF
6_y = 32%y? — 423y + O (y).

[gualamos esta ecuacion y la ecuacion (2.18):
32%y? — 42y + ¢/ (y) = 32%y* — 4aPy,
despejamos ¢'(y):
¥'(y) =0
y obtenemos una primitiva ¢(y) = 0. Por tanto,
F(x,y) = 2y’ — 22y
y la solucién general de la ecuacién diferencial (2.16) es:
2%yt — 2%y = C.

Al multiplicar la ecuacién (2.15) por zy?, se ha obtenido y = 0 (la funcién
idénticamente nula) como solucién de (2.16). Sin embargo, ésta no es solucién
de la EDO original (2.15). H

Calculo de algunos factores integrantes

En el apartado anterior hemos visto que p(x,y) es un factor integrante de
la EDO M (z,y)dz+ N(z,y)dy = 0 si uMdx+ puNdy = 0 es exacta. Utilizando
el teorema 2.7, tendremos que:

D(uM) _ O(uN)
dy ox

y usando la regla de derivacién de un producto, obtenemos:

o oM Ou ON

oy Moy T Vor TMor
es decir: 3 3 SM BN
Koo 08 (98 OV
oz Dy ( dy Oz ) H (2.19)

En general, es dificil obtener p a partir de esta ecuaciéon. Sin embargo, en
algunos casos es posible hacerlo.

» Factor integrante de la forma p(x). Supongamos que queremos hallar
un factor integrante que sélo dependa de z. Entonces, como la derivada
con respecto a y del factor p serd igual a 0, la ecuacién (2.19) quedara:

wilta) = (5 - 51 ) uto)
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Por tanto,
/ oM _ ON
1% (l‘) Oy oz

() N

Si la expresion de la derecha sélo depende de x y se puede integrar,
entonces el factor integrante viene dado por:

oM ON

by Oz
e
p(z) = ef N :

» Factor integrante de la forma p(y). Andlogamente al caso anterior,
si buscamos un factor integrante que sélo dependa de y, como la derivada
de p con respecto a x serd 0, la ecuacion (2.19) quedara:

—My'(y) = <8—M - a—N> 1(y).

dy ox
Por tanto:
o (-8
py) _ — oy ~ o
1(y) M

Si la expresiéon de la derecha sélo depende de y y se puede integrar,
entonces el factor integrante viene dado por:

u(y) = el (),

Resumen para encontrar factores que son de la forma p(z) o u(y)

Si consideramos la EDO M (z,y)dz+ N(x,y)dy = 0 y queremos comprobar
si es exacta o reducible a exacta mediante el uso de un factor integrante,
procederemos de la siguiente manera:

. ON : iy
Primero, calculamos 0 y e A continuacién, tenemos dos casos:
Yy x
oM  ON
(a) Si 0 la ecuacion es exacta, procedemos como en el teorema 2.7
Yy x
y el problema queda resuelto.
. OM |, ON L .
(b) Si 0 7 oz la ecuacion no es exacta y buscamos un factor integrante
Yy x
oM  ON
de una de las formas anteriores tanteando la expresion T Si
Y x

encontramos un factor integrante, se multiplica toda la EDO por dicho
factor y, puesto que la ecuacién obtenida es exacta, se resuelve utilizando
el teorema 2.7. Finalmente, se comprueba si al multiplicar por el factor
integrante aparecen soluciones extranas o se pierden soluciones.
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® Ejemplo 2.10. Resuelve la EDO (3zy — y?)dz + x(x — y)dy = 0.

Solucién. Escribimos la ecuacién desarrollando el segundo factor:
(3zy — y?)dz + (a* — xy)dy = 0

y observamos que:

0 0
a—y(?)wy —y)=3r-2 vy oo(@—wy)=2—y,

asi que las dos parciales son distintas y, por tanto, la EDO no es exacta.
Trataremos de encontrar un factor integrante que depende tinicamente de x o

2 OM _ ON.
de y. Tanteamos la expresion Sy~ oo

oM  ON
=y

dy or
y es evidente que si dividimos entre el factor N = z(z — y), el resultado
dependera unicamente de x. Asi,
oM _ 9N
dy oz _ r—1Y
N z(z —y)

1

x
asi que: )

N(x) _ ef;da: _ elnx —

es un factor integrante de la EDO. Por tanto, al multiplicar la EDO por p, la
ecuaciéon diferencial resultante:

(32%y — 2y?)dx + (2* — 2%y)dy = 0.

si que serd exacta. Sabemos que la soluciéon de la EDO vendra dada por
F(z,y) = C, donde F' cumple:

Z—Z = M = 32%y — xy° (2.20)
' oF
oy N =2® — 2%y. (2.21)
Integramos, por ejemplo, la ecuacién (2.21), y obtenemos:
3 2 3 2y
Fla) = [ =) dy =%y - 2 40

donde 9 (z) es una funcién que sélo depende de z. Derivamos con respecto a

2y obtenemos:

aF_ 2 2 /
ax—Sxy ry” + ' (x).

Igualamos esta expresion y la expresion (2.20) y se tiene que:

32%y — xy? + 4 (2) = 32%y — 2y’

Calculo II. Grados en ingenieria eléctrica, ingenieria mecanica, 43 Cristina Chiralt Monleon y Alejandro Miralles Montolio
ingenieria quimica e ingenieria en tecnologias industriales DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapiential 52
ISBN: 978-84-17429-33-1

indice



y tenemos que ¢'(x) = 0, asi que una primitiva serd ¢)(x) = 0, obteniendo

que F(z,y) = 23y — x22y2 y, por tanto, la solucién general de la EDO en forma

implicita vendra dada por:

2,2
w?’y—%:(}. |

® Ejemplo 2.11. Resuelve el problema de valor inicial dado por:
2wye” dr + (4" + 15y)dy =0 e y(0) = 1.
Solucién. Resolvemos en primer lugar la EDO. Observemos que:

oM » ON 2
oy

2re — = 8ue”
Y oz
asi que las dos parciales son distintas y la EDO no es exacta. Para buscar un
factor integrante, tanteamos la expresion:
oM  ON 2

— — —— = —6xe”

oy ox
que al dividir por M dependera, inicamente, de la variable y. De hecho,

oM ON 2
oy ox  —Obxe”® 3

M © 2xyer® ;
y, por tanto, un factor integrante para la EDO sera:
OM _ON

_ 9y 9z 34 3
M(y) = e M = efy Y = eSlny = elny — yg

Por tanto, la EDO original multiplicada por p:
2zyte” dr + (4yPe” + 15y*)dy = 0

es una EDO exacta. Sabemos que la solucién de la EDO vendrd dada por
F(z,y) = C, donde F' cumple:

OF
oo =M= 2ayte”” (2.22)

OF
S =N= 4™ + 15y*. (2.23)
y

Integramos, por ejemplo, la ecuacion (2.22), y obtenemos:

F(z,y) = / 2ryte” dr = y'e” + o(y)

donde ¢(y) es una funcién que sélo depende de y. Derivamos ahora con respecto
a la variable y y obtenemos:

aF 3 :1}2

=y '(4).
oy e +¢'(y)
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[gualamos esta expresion y la expresion (2.23) y se tiene que:
Wt + ¢ (y) = Ayt + 15y

y obtenemos que ¢'(y) = 15y*, asi que:
p(y) = / 15y*dy = 3y°

obteniendo que F(x,y) = yte™ + 3y° v, por tanto, la solucién general de la
EDO en forma implicita vendra dada por:

ye” +3y° = C.

Para encontrar la solucién particular que cumple que y(0) = 1, sustituimos en
la solucién general, obteniendo 1€ + 3 -1 = C, asi que C' = 4, obteniendo la
solucién particular en forma implicita:

yre” +3° =4 M

» Factor integrante de la forma pu(z,y) = 2%°. Si el factor integrante
es un producto de una potencia de x por una potencia de y de la for-
ma ju(z,y) = 2%° con a,b nimeros reales, podemos determinarlo de la
siguiente manera:

(1) Multiplicamos la EDO por el factor integrante:
2y’ M (x, y)dx + z%y° N (, y)dy = 0.

(2) Hacemos las parciales correspondientes y las igualamos:

a% (z*y"M(z,y)) = % (z"y’N(z,))

(3) Igualamos los coeficientes de los monomios de cada miembro de la
igualdad y obtenemos el valor de a, b.

® Ejemplo 2.12. Resuelve la EDO:

(12 + 5zy)dx + (6zy~' + 32°)dy = 0
sabiendo que tiene un factor integrante de la forma p = x%°.
Solucién. Multiplicamos la EDO por p y obtenemos:

2%y (12 + 5ay)dx + 2%’ (6zy ™" 4 32%)dy = 0
y, por tanto,

(12:anb + 5£L‘a+1yb+1)dm + (6x“+1yb_1 + 3Ia+2yb)dy =0.
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Hacemos las parciales correspondientes y las igualamos:

oM _ 12b2%y" 1 + 5(b + 1)a"ty?
Ay
ON
ox
e, igualando los coeficientes de cada monomio, obtenemos: 12b = 6(a + 1) y
5(b+1) = 3(a+2). Despejando la primera ecuacién, obtenemos que a = 2b— 1
y, sustituyendo en la otra, se tiene que 5(b+ 1) =3(2b —1+2) = 5b+5 =
6b+ 3 = b = 2y, por tanto, a = 3. El factor integrante vendra dado por
p=2%% N

= 6(a + 1)z + 3(a + 2)z*y?

Problemas y cuestiones de la seccion 2.3

1. Indica si las siguientes EDO son exactas. En caso afirmativo, resuélvelas.

(a) (3% + 10zy)dz + 5x*dy = 0.

(b) (14 22y)dx + (1 4+ 2y*)dy = 0.

C +Inx +y“cosx)dr + 2ysenxay = 0.
(c) (1+1 2 cos ) dx + 2 dy =0

(Solucién. (a) Si es exacta. La solucién es z3 + 5z?y = C. (b) No es
exacta. (c) Si es exacta. La solucién es xlnz + y*senz = C).

2. Comprueba que las siguientes EDO no son exactas. Busca un factor
integrante de la forma u(x) o pu(y) y resuélvelas.
(a) (Bry +y?)dz + (2* + zy)dy = 0.
(b) y°®cosxdr + (4y° senz + 3y*)dy = 0.
(c) (bz?y? + 12¢y3)dx + (2yx® + 12y%x)dy = 0.
(Solucién. (a) p = z y la solucién es yz® + # =C. (b)pu= y% y la
solucién es y? +y*senz = C. (c) p = z? y la solucién es y?z® + 43y =
0).
3. Considera la EDO:
v*y*dx + x(1+ y*)dy = 0.

(a) Comprueba que la EDO no es exacta.

(b) Comprueba que pu(z,y) = a:_;ﬁ es un factor integrante para la EDO
y resuélvela.

(Solucién. (a) Las parciales son distintas. (b) %2 - ﬁ +Iny =C).

4. Considera la EDO:

(3y® — 12xy*)dx + (4ay?® — 152%y*)dy = 0.
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(a) Comprueba que la EDO no es exacta.

(b) Encuentra un factor integrante de la EDO de la forma pu = z%°.

(Solucién. (a) Las parciales son distintas. (b) El factor integrante viene
dado por u = x?%y).

5. Considera la EDO:

2x 15}
2 d 223 dy = 0.
(ozxy+x2+y> a:+(:c+x2+y Y

(a) Encuentra el valor de los parametros o y § para que la EDO sea
exacta.

(b) Resuelve la EDO para esos valores de o y 5.
(Solucién. (a)a =6y 3 =1. (b) Lasolucién es 2z°y+In(z?+y) = C).
6. Encuentra todas las funciones f(y) para que la EDO:
3

22 f(y)dx + %dy =0

sea exacta.

(Solucién. f(y) =3Ilny+ C).

2.4. Ecuaciones lineales

En esta seccion veremos que las EDO lineales de primer orden que fueron
definidas en el primer capitulo pueden resolverse de forma sencilla ya que
pueden convertirse en exactas con factor integrante.

B Definicién 2.4. Una EDO lineal de primer orden es una ecuacion de
la forma:
ar(x)y’ + ao(x)y = b(x),

donde a; (), ap(x) y b(x) son funciones que sélo dependen de x.

B Nota 2.6. Si a;(z) # 0 en un intervalo determinado, podemos dividir por
ai(x) en la ecuacién anterior y obtenemos una EDO de la forma:

Yy + Plz)y = Q(x), (2.24)

donde P(z) y Q(x) son funciones de x. Si pasamos esta EDO a forma diferen-
cial, tendremos:

(P(z)y — Q(z)) dx + dy = 0. (2.25)

Método de resolucion. ;Como resolvemos una EDO lineal?

» Si P(z) = 0 la ecuacién ' = Q(x) se resuelve de forma inmediata me-
diante integracion.
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= En otro caso, fijémonos que las parciales de la EDO vienen dadas por:

0 0

oy Py = Q) = P) vy 5-(1)=0

asi que, como hemos visto en la seccion anterior, un factor integrante
vendra dado por la expresion:

p(z) = el P@de, (2.26)

Una vez conocido el factor integrante, resolvemos la EDO multiplicando
por el factor y resolviendo la EDO exacta correspondiente:

(@)Y + p(x)P(x)y = p(z)Q(x). (2.27)

B Nota 2.7. Una forma de simplificar la resolucién de estas ecuaciones consis-
te en la observacion de que la EDO (2.27) es exacta y, por tanto, las parciales
correspondientes deben ser iguales. Esto nos lleva a que u(x)P(z) = p/(z), y
por tanto, la ecuacién quedara:

@)y +p'(x) y = p(r)Q(x)

es decir,
L (pla) = H(2)QL).

Integrando respecto de x:

n(z)y = / w(2)Q(z)dz + C.

Por tanto, la solucién general es:
ol
y=—- ;L:BQIEdZE—FC), (2.28)
donde p(z) viene dado por (2.26).

B Nota 2.8. La constante C' que aparece en (2.28) se debe a la integral
indefinida. Remarcamos esta constante en la expresion anterior para evitar la
pérdida de soluciones.

® Ejemplo 2.13. Encuentra la solucién general de la EDO ¢/ + 2zy = x.
Solucién. Es una EDO lineal y tendremos que p(z) = ef 24 = e’ es un
factor integrante para la EDO. Por tanto, observando los pasos anteriores,
tendremos que:

1 1 /1 1
y=— (/xe“2d$+0) = — (—ex2+C’> —-4+Ce™. 1
e e \ 2 2

® Ejemplo 2.14. Resuelve el problema de valor inicial dado por:

xy +y==xsenz y la condicién inicial y(mw) = 1.
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Solucion. La EDO es lineal. La escribimos en forma canénica:

, 1
Yy + —y=senx
T

y tendremos que u(x) = el wdv = e — g egun factor integrante para la EDO.
Por tanto, observando los pasos anteriores, tendremos que:

1 1
y=- (/xsena:da:+0) = E(—xcos:r%—sena:%—C’)

y, por tanto, la solucion general de la EDO viene dada por:

senx C
Yy = —CcosT+ —
x x
Sustituyendo la condicién inicial y(7) = 1, obtenemos 1 = —cosm + 0+ £ y,

por tanto, C' = 0 y la solucién particular es:

senx

Yy = —cosx + .

X

Problemas y cuestiones de la seccion 2.4

1. Halla la solucion general de las siguientes ecuaciones diferenciales:

(Solucién. (a) y=Ce 3%, (b)y=Ces, ()y=1+2% +¢C,
d) y = z*(e” + O)).
2. Resuelve el problema de valor inicial:

v*y +2ry =Inxz, y(1) =2.

(Solucién. y=ilnz — 1+ 3).

2.5. Ecuaciones homogéneas

Expresiones de dos variables de la forma z%"

El grado de las expresiones de dos variables de la forma z%° con a,b € R,
viene dado por la suma de los dos exponentes: a + b. Por ejemplo, la expresion
23y* tiene grado 7 y la expresién /xy? tiene grado % +2= g
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B Definicion 2.5. Diremos que la combinacién lineal de expresiones del tipo
2%" es una funcién homogénea si cada una de las expresiones que lo forman
tienen el mismo grado. Al grado comun se le llama grado de homogeneidad.

® Ejemplo 2.15. Indica si las siguientes expresiones son funciones homogéneas
0 no:

(1) El polinomio f(z,y) = 2z* — 323y + 2%y? — y* si que es una funcién ho-
mogénea cuyo grado de homogeneidad es 4.

(2) El polinomio f(z,y) = z%y*> + 1 no es una funcién homogénea ya que el
primer término tiene grado 4 mientras que la constante 1 tiene grado 0.

(3) La funcién f(z,y) = /zy +4Yyx si que es una funcién homogénea ya que
todos los términos tienen grado % +1= %.

Funciones de dos variables homogéneas

B Definicién 2.6. Diremos que una funcién de dos variables f(x,y) es ho-
mogénea si existe un ndmero real « tal que f(tz,ty) = t*f(x,y) para todos
los valores de x,y en que la funcién esté definida y todo ¢t > 0. Al ntimero «
se le denomina grado de homogeneidad de la funcién.

® Ejemplo 2.16. Indica si las siguientes funciones son o no homogéneas e
indica su grado de homogeneidad:

.y 2r—
(1) La funcién f(z,y) = 23y cos (3x+2y )

Tendremos que:

2tx — ty t(2r —y)
to,ty) = (tr)*t ) =t'2 ) =t
ezt = (ftyeos (2500 ) =ty cos (220 ) — (o)

asi que la funcion es homogénea con grado de homogeneidad o = 4.

(2) f(z,y) = arctan <’”2+yz>. Tendremos que:

x2—y
(tx)* + (ty)” 2+ )\ o
ter,ty) = arctan | ———+—5 | = arctan | ——5 | =1
asi que la funcién es homogénea con grado de homogeneidad o = 0.
B Nota 2.9. Una combinacién lineal de expresiones del tipo 2%y’ que es

homogénea segun la definicién 2.5, también es homogénea segin la definicion
2.6. Compruébalo con algunos ejemplos.

M Definicion 2.7. Una EDO de la forma:
M (z,y)dx + N(z,y)dy =0 (2.29)

se dice que es homogénea si M (z,y) y N(z,y) son funciones homogéneas del
mismo grado.
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B Nota 2.10. Analogamente, se comprueba facilmente que una EDO de la
forma ¢y’ = f(x,y) es homogénea si la funcién f(x,y) es homogénea de grado 0.

® Ejemplo 2.17. Comprueba si las siguientes ecuaciones son homogéneas:

(a) (22 — 49?)dx + y?dy = 0.
, 2ty
(b) ¢ = p—

(c) xdz+ (3y — 1)dy = 0.

Solucién.
(a) La ecuacién diferencial (2% — 4y?)dx + y?dy = 0 es homogénea ya que
ambas funciones son homogéneas de grado 2.

2
(b) La ecuacion diferencial ¢ = Ty

es homogénea ya que:
r—Yy

2wty t2r+y)

[tz ty) = Tty =) = f(z,y),

asi que f(z,y) es homogénea de grado 0.

(c¢) La funcién x es homogénea de grado 1 pero la funcién 3y — 1 no es
homogénea ya que 3y tiene grado 1 pero —1 tiene grado 0. Por tanto, la
EDO no es homogénea.

Método de resolucion. Si una EDO de primer orden resulta ser ho-
mogénea, puede transformarse en una EDO de variables separables utilizando
uno de los siguientes cambios de variable:

(1) Cambio y = ux. Hacemos el cambio:

(z,y) — (z,u) dado por y = uz.

En tal caso, tendremos dy = udx + xdu. Después de realizar el cambio, la
EDO en la forma (2.29) puede dividirse entre 2™, donde m es el grado de
homogeneidad de M y N. La ecuacion se convierte en una ecuacion de
variables separables de variable independiente = y variable dependiente
u(x). Por dltimo, deshacemos el cambio para hallar y(x).

(2) Cambio x = vy. Hacemos el cambio:

(z,y) — (v,y) dado por =z = vy.

En tal caso, tendremos dxr = vdy + ydv y se razona de forma analoga al
caso anterior.

® Ejemplo 2.18. Resuelve la EDO (22 + y?)dz + (2% — zy)dy = 0.
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Solucién. Se trata de una ecuacion homogénea, ya que M y N son polinomios
homogéneos de grado 2. Por tanto, hacemos el cambio y = wux, con dy =
udx + xdu, obteniendo:

(2% + 2*u?)dr + (2* — zuz)(udr + zdu) = 0,
de donde se tiene que:
(2% + 2*u* + 2*u — 2%u?)dz + (2° — 23u)du = 0.

Simplificando,
22 (14 u)dr + 2*(1 — u)du =0

y como el grado de homogeneidad es 2, dividimos toda la ecuacién por x? y
quedara:
(14 u)dz + (1 —u)du = 0,

de donde deducimos que:

d—x:u_ldu = dgx—(l— 2 )du,

€T u—+1 u—+1

que es una EDO de variables separables. Integrando, obtenemos:
u—2Inlu+1=hz+C
y deshaciendo el cambio u = y/x, obtenemos:

g—an‘g—l—l‘:lnx—l—Cl.
x x

Si queremos simplificar la expresion, aplicamos exponenciales en ambos lados
de la ecuacién y obtenemos:

-2
eV/eenly/e 17" — pneoOr — ou/e)y /o 4 1|72 = ge@1,

Eliminamos el valor absoluto y cambiamos e“* por cualquier C' # 0:

1 x?
y/x:C = —y/CE:C = y/x:C 2. [ |
(y/z + 1)2° ! (@ +y)?" ! . @+9)

® Ejemplo 2.19. Resuelve la EDO zy = /2% — 4?2 + v.

Solucion. Despejando, obtenemos:

y la EDO es homogénea ya que la funcién f(x,y) = —wtyuy es homogénea

de grado 0:
a2 -ty +ty (V2 -y +y)
f(tz, ty) = = = f(z,y) paratodot > 0.
tx tx
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Hacemos el cambio y = ux y nos quedard iy’ = u + xu’, asi que:

udx;xdu _ Va2 —u?z? + ux _JiTw@ 4w
T x

Simplificando, obtenemos:
du dx

Vi@ oz

e integrando,
arcsenu = Inx + C

de donde u = sen(lnz + C) y, despejando u = y/z, obtenemos:
y =xsen(lnz + C).
® Ejemplo 2.20. Resuelve la EDO 223ydz + (z* + y*)dy = 0.

Solucién. Tanteando, vemos que simplifica los célculos el cambio x = vy.
Tendremos que dx = vdy + ydv y sustituyendo en la ecuacién:

203y (vdy + ydv) + (v'y* +y*)dy = 0

que simplificando queda (3v* + 1)y*dy + 2v3y°dv = 0. Simplificando,
—22)3 y4
2 = [ Ly
/ vt +1 ! / Yo Y

—1
?ln\3v4 + 1|+ Cy =nly|.

obteniendo que:

Eliminando logaritmos y valores absolutos obtenemos:

1 4
y=02(3v4+1)_1/6—>ﬁz(53 (3%“) — 3y’ +y =C W

Problemas y cuestiones de la seccion 2.4

1. Indica si las siguientes funciones son o no homogéneas:

(a) flz,y) = 2%y® — xy* +3°.
(b) flz,y) = 2° +3° + 3y.

23
3

(c) fla,y) = wy’e®.
(Solucién: (a) Si. (b) No. (c) Si).

2. Indica si las siguientes EDO son homogéneas. En caso afirmativo, re-
suélvelas:
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(¢) (2% + 1)dz + y*dy = 0.

(d) (2% — y*)dz + zydy = 0.
(Solucién: (a) No es homogénea. (b) Si es homogénea. Si realizamos
el cambio y = ux, obtenemos u? + 2u — 3 = Cx~2 que se simplifica y,

deshaciendo el cambio, la solucién general de la EDO es y? + 2yx — 322 =
C' o, simplificando, (y + 3z)(y —z) = C. (c) No es homogénea. (d) Si es

homogénea. Si realizamos el cambio y = ux, obtenemos re? = ).
3. Resuelve el siguiente problema de valor inicial:
2(z + 2y)dz + (y — x)dy = 0 con la condicién y(1) = 0.
(Solucién: Haciendo el cambio y = uz, obtenemos (;Zgz = Cz que

se simplifica y, deshaciendo el cambio, la soluciéon general de la EDO es
(x +y)? = C(2x + y)?).

2.6. Aplicaciones de las ecuaciones diferencia-
les de primer orden

Como ya hemos comentado en la introducciéon de este tema, vamos a ver
diversas aplicaciones que tienen las EDO de primer orden.

2.6.1. Mecanica Newtoniana. Caida de cuerpos con re-
sistencia del aire

La mecénica clésica (newtoniana) estudia el movimiento de objetos ordina-
rios. Sabemos desde Galileo que los cuerpos que se lanzan a la vez en ausencia
de rozamiento, caen a la misma velocidad. Si lo hacen a distintas velocidades,
es a causa del rozamiento debido a la resistencia del aire.

Si tiramos un objeto de masa m desde una altura determinada zy a una ve-
locidad inicial vy, para determinar su velocidad v(t) en el instante ¢, la segunda
Ley de Newton nos asegura que:

-, dv
F=md = m—=m _FT7
a9

donde ¢ denota la gravedad, F, la fuerza de rozamiento debida a la resistencia
del aire y donde la aceleracion del objeto, como es bien sabido, es 2—7;. Si, por
ejemplo, la fuerza de rozamiento es proporcional a la velocidad del objeto,
obtendremos una ecuacion de la forma:

d
md—qt):mg—kv

donde £ es una constante positiva denominada coeficiente de arrastre. La con-
dicién v(0) = vy nos determinard la solucién particular de nuestro problema
para obtener v(t). Si queremos, ademéds, conocer la distancia recorrida por el
objeto, bastard integrar v(t) para obtener x(t) y determinar la solucién parti-
cular correspondiente utilizando z(0) = .
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® Ejemplo 2.21. Tiramos un objeto de masa 10 kg con un impulso inicial de
3 m/s desde una altura de 1000 metros. La resistencia del aire es proporcional
a la velocidad del objeto, el coeficiente de arrastre viene dado por k =7 kg/s
y la gravedad viene dada por g = 9.8 m/s>.

(a) Calcula la velocidad del objeto v(t) en cualquier instante ¢ antes de al-
canzar el suelo.

(b) ;En qué momento el objeto llega al suelo?

Solucién. Tal como hemos comentado, sobre el objeto actian dos fuerzas:
una fuerza constante debida a la accion de la gravedad, dirigida verticalmente
hacia abajo y de médulo F} = mg, y una fuerza correspondiente a la resistencia
del aire, contraria al movimiento y proporcional a la velocidad del objeto,

d
Fy = —ko(t) = —k—f, siendo z(t) la distancia recorrida por el objeto en su

caida en un instante ¢. Consideramos como eje de coordenadas un eje vertical y
la posicién inicial (0) = 0 como aquella en la que se lanza el objeto. Tomamos
como direccién positiva la que estd orientada hacia abajo (ver figura 2.1).

Figura 2.1: Fuerzas que actian en la caida de un objeto.

(a) Como md—: = mg — kv, obtendremos:

100" =10-9.8 — Tv

con la condicién inicial v(0) = 3. Esta EDO es de variables separables y tam-
bién lineal. Para resolverla como lineal, la EDO queda de la forma v 4+ 0.7v =
9.8. Tendremos que P = 0.7y Q = 9.8, asi que pu = e/ 07 = 07 v por tanto,

v(t) = ! (/ pQdt + C) =e 07 (/ 9.8e" ™ dt + C'> = % + Ce 07
0 .

ast que v(t) = 14 + Ce %™, Como v(0) = 3, tendremos que 3 = 14 + Ce’, de
donde obtenemos que C' = —11 y, por tanto,

v(t) =14 — 11e %™,
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(b) Para calcular la distancia recorrida x(t), integramos v(t):

11
x(t) = /v(t)dt = / 14— 11e 07t gt — 14¢ + ﬁe—o.n e

asi que x(t) = 14t + 15.71e7%™ + C, con la condicién inicial £(0) = 0. Por
tanto, 0 = 15.71 4+ (5, de donde C5 = —15.71 y obtenemos que:

w(t) = 14t + 15.71e "™ — 15.71.

Otra posibilidad para obtener directamente z(t) es calcular la integral entre 0
y t (y tener en cuenta que z(0) = 0):

2(8) — 2(0) = a(t) = /Ot o(s)ds = /Ot 14— 116707 —

[145 + 15.71e™07]) = 14t + 15.71e™™ — 15.71.

Para saber en qué momento llega el objeto al suelo, resolvemos la ecuacién
x(t) = 1000, es decir, 14t + 15.71e7%™ — 15.71 = 1000. Una posibilidad para
resolver esta ecuacién seria utilizar un método numérico de aproximacion de
soluciones de una ecuacién. Sin embargo, podemos despreciar el término e=%7
si comprobamos que ¢ tiene un valor suficientemente grande. En tal caso, que-
dara 14t —15.71 = 1000, de donde t = 72.55 s. Para este valor de ¢, obviamente
la exponencial si es despreciable, asi que tomamos ese valor aproximado como

solucién al problema.

® Ejemplo 2.22. Un hombre con traje de astronauta con una masa total de
90 kg se tira en paracaidas sobre la superficie de Marte desde una altura de
2500 m. La fuerza debida a la resistencia del aire es proporcional a la velocidad
del paracaidista, con coeficiente de arrastre k; = 10 kg/s cuando el paracaidas
estd cerrado y ko = 50 kg/s cuando el paracaidas esta abierto. El paracaidas se
abre justo 30 s después de que se tire el hombre. ;Cuando llegard a la superficie
el paracaidista? (Nota: La gravedad de Marte es g = 3.71 m/s?.)

Solucién. El paracaidista llega al suelo con el paracaidas abierto (jespere-
mos!). Por tanto, debemos averiguar a qué altura se encontrard en el momento
en que se abre el paracaidas y a qué velocidad va. Para ello, estudiamos el
problema en dos partes:

1. Antes de abrir el paracaidas. En ese caso, tenemos que m = 90 kg
y k1 = 10 kg/s. Teniendo en cuenta el dato de la gravedad de Marte,
la EDO que nos dard su velocidad vy (t) en este trayecto viene dada por
90v] = 90-3.71 —10vy, que es lineal de primer orden. Su solucién general
es:

v1(t) = 33.39 + Ce™1/%

y, teniendo en cuenta que no hay impulso inicial, tendremos que v;(0) =
0, asi que 0 = 33.39 + C' y, por tanto, C' = —33.39 y obtenemos que:
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vi(t) = 33.39 — 33.39¢~1/%. Para calcular la distancia recorrida z;(t) en
este trayecto,

t ¢
x1(t) = 21(t) — 21(0) = / v1(s)ds = / 33.39 — 33.39e /% ds =
0 0

33.39 t
{33.395 — me—l/ﬂ = 33.39¢ + 300.51e~ Y% — 300.51.
- 0

Por tanto, después de 30 s el paracaidista ha recorrido z1(30) = 711.91 m
y lleva una velocidad de v;(30) = 32.2 m/s.

2. Después de abrir el paracaidas. Una vez se abre el paracaidas, quere-
mos calcular vy (t) y x2(t) pero partimos de la situacién x9(0) = 711.91 m
y v2(0) = 32.2 m/s. El enunciado nos dice que ky = 50 kg/s, asi que
la EDO que rige la nueva velocidad es 900" = 90 - 3.71 — 50v cuya
solucién general es v(t) = 6.678 + Ce/*. Como v,(0) = 32.2 m/s,
tendremos que 32.2 = 6.678 + C, asi que C' = 25.522 y, por tanto,
vy(t) = 6.678 — 25.522¢ 7%/ Integrando, obtenemos:

t t
To(t) = 12(0) + / vy(s)ds = 711.91 +/ 6.678 — 25.522¢ %% ds =
0 0

t

— 6.678¢ + 45.94¢ /% 1 665.97.
0

25.522
711.91 + {6.6783 — e—5/95}

—5/9

Para determinar cuando llegard a la superficie marciana, calculamos el instante
t tal que xo(t) = 2500, es decir, 6.678t + 45.94e~%/% + 665.97 = 2500. Despre-
ciando la exponencial, tendremos 6.678t4665.97 = 2500, es decir, t = 274.64 s.
|

2.6.2. Problemas de mezclas en un tanque

En esta seccién trabajaremos problemas de mezclas en los que una sustan-
cia (soluto) se disuelve en otra sustancia (solvente) para obtener una mezcla
homogénea en un tanque. Denotaremos por z(t) a la cantidad de soluto pre-
sente en el tanque en el instante ¢. La EDO que modeliza la velocidad a la que
el soluto z(t) varfa en el tanque viene dada por:

dx
E = Ve — Us

donde v, es la velocidad de entrada del soluto y v, es su velocidad de salida.
Para calcular v, y v,, tendremos en cuenta que:

Ve = Ve, "Cc Y Us =1, "Cs

donde v,,, denota la velocidad de entrada de la mezcla (de soluto y solvente)
y c. es la concentracion de entrada del soluto con respecto a toda la mezcla.
Andlogamente, vg, denota la velocidad de salida de la mezcla (de soluto y
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solvente) y ¢s es la concentracién de salida del soluto. Tengamos en cuenta
que la concentracion de salida en el instante ¢ coincidira con la concentracién
c(t) dentro del tanque en el instante t. Es obvio que ¢(t) = z(t)/vol(t) donde
z(t) es la cantidad de soluto en el instante ¢ y vol(t) es el volumen total en el
tanque en el instante t.

mezcla que entra con velocidad v,y concentracion Ce

Figura 2.2: Mezcla en un tanque.

® Ejemplo 2.23. Un tanque contiene inicialmente 500 1. de agua con sal. La
cantidad inicial de sal es de 8 kg. En el tanque entra agua con sal a razén de
4 1/m con una concentracién de sal de 0.2 kg/l. La mezcla sale al exterior a
razon de 4 1/m.

(a) Calcula la cantidad de sal z(t) en el depésito en cualquier instante t.

(b) (Cuédndo la concentracién de sal serd de 0.1 kg/17

Solucién. En nuestro caso, el soluto es la sal y el solvente es el agua. La
mezcla es la salmuera (agua con sal). Sea z(t) la cantidad de sal (en kg) en
el tanque en un instante t. Tendremos que el volumen en cualquier instante ¢
dentro del tanque vendra dado por vol(t) = 500 ya que cada minuto entran y
salen los mismos litros de agua con sal. Por tanto, la concentracion en cualquier
instante ¢ vendra dada por z(t)/500. Sabemos que:

dx
— = Ve — Us,
dt
ycomov, =02-4=08yvs=4- %, obtenemos:

! = U.05 — 4 . i ! — U.0 — U. .

x =0.8 50():>x 0.8 — 0.008x
Podemos resolver esta EDO por variables separables o como una EDO lineal.
En este tltimo caso, la EDO queda 2’ + 0.008x = 0.8, de donde P = 0.008 y

Q = 0.8. Tendremos que p = 9% y

x(t) = e 0008 (/ 0.8¢0008t gy 4 C’) — 100 4 Cle—0-008t

Para determinar C, sabemos que z(0) = 8, asi que 8 = 100 + C, de donde
C = =92y, por tanto,
z(t) = 100 — 920008
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Fijémonos que si t — oo, tendremos que x(t) — 100, es decir, la cantidad
de sal en el tanque serd exactamente el 20% del total, tal como marca la
concentracion de entrada.

La concentracién de sal ¢(t) vendra dada por:

ot) = z(t) 100 — 92e~0-008¢
~wol(t) 500

asi que ¢(t) = 0.1 cuando:

100 — 92¢ 0008t

=0.1 = 100 — 9270098 — 5
500 ¢

de donde obtenemos que t = 76.22 min. W

® Ejemplo 2.24. Un tanque contiene 600 litros de cerveza con un 3% de
alcohol. Se introduce en el tanque, a una velocidad de 8 1/min, cerveza que
contiene un 7 % de alcohol. La mezcla, conservada homogéneamente mediante
agitacion, sale del tanque a una velocidad de 6 1/min.

(a) Encuentra la cantidad z(t) de alcohol en el tanque en un instante t.

(b) ;En qué instante la cerveza tendra exactamente un 4 % de alcohol en el
tanque?

Solucién. (a) Ahora, el soluto serd el alcohol y la mezcla total serd la cerveza.
Llamamos z(t) a la cantidad de alcohol en el tanque en un instante ¢. Fijémonos
que, como cada minuto entran 8 litros de cerveza y salen 10, el volumen en
el instante ¢ vendra dado por vol(t) = 600 + 2¢. La concentracién de entrada
viene dada por ¢, = 7% = - = 0.07 y la concentracién de salida vendra dada

100

por ¢, = 6(;)(2%. Por tanto,

dx x

— =8x007T—6X ———

dt 600 + 2t’
es decir, ' = 0.56 — mx que podemos simplificar para obtener:

! = 0.56
T 300"

y con condicién inicial ¢(0) = 3% = 0.03. Como ¢(0) = z(0)/vol(0) =
x(0) /600, obtenemos que z(0) = 18. Resolvemos la ecuacién lineal con P =
ﬁ“ y @ = 0.56. El factor integrante resulta ser:

plt) = oS oo dt _ e3n(300+) _ (300 + t)3

y obtenemos la solucién:

1 (300 + ¢)*
o) = s 0.56(300 + t)*dt + C' ) = (300+t)* { 0.56——— + C
(300 + ) 4
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de donde se tiene que z(t) = 0.14(300 4 t) + C'(300 + ¢)~3. Como z(0) = 18,
sustituimos y obtenemos que 18 = 42 + C - 30073, asi que C' = —24 - 300° ,
por tanto,

300+t
(b) Para ver cuando ¢(t) = 4% = 0.04, tendremos que:

x(t)::(y14(3oo-+t)-24( 500 >3.

() _ o004 = 2(t) = 0.08(300 +1) =

600 + 2t
0.14(300 +t) — 24 300 3——008(300+t) =
‘ 300+¢t)
3003
014—24——— =0.08 = t=2237min. B
(300 + £)* e

2.6.3. Trayectorias ortogonales

B Definicion 2.8. Dos rectas se dice que son ortogonales cuando estas son
perpendiculares. Dos curvas se dice que intersectan ortogonalmente (o que son
ortogonales) en un punto cuando sus respectivas rectas tangentes en ese punto
son ortogonales.

B Nota 2.11. Si la pendiente de una recta es m, cualquier recta perpendicular
tendrd por pendiente —1/m.

B Definicién 2.9. El conjunto de trayectorias ortogonales a una familia de
curvas de la forma:

F(z,y)=C

con C' una constante arbitraria, viene dado por otra familia de curvas de la
forma G(x,y) = C de forma que todas las curvas de una familia intersectan
ortogonalmente a todas las curvas de la otra familia.

El calculo de esta familia aparece en el estudio de mapas meteorolégicos,
asi como en el estudio de campos eléctricos y magnéticos.

Método de resolucién. Consideremos la familia de curvas F(z,y) = C.
Derivando implicitamente esta ecuacion obtenemos la EDO:

OF OF
—dr + —dy = 0.
ox dy Y
A partir de esta ecuaciéon diferencial podemos obtener la pendiente de cada
curva: o
me W _ o
dx oF"
Oy

La pendiente para una curva que sea ortogonal es —%, es decir:

gy
Y _ oy
T OF -
de &
oz
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Esto significa que las curvas ortogonales a la familia dada satisfacen la ecuacion
diferencial:

—dx — —dy = 0. (2.30)
Y
En resumen,

(1) En forma diferencial. Dada la familia F'(x,y) = C, derivamos implici-
tamente y llegamos a:

M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0.
Planteamos la ecuacién diferencial:
N(z,y)dz — M(z,y)dy =0

cuya solucién G(z,y) = C es el conjunto de trayectorias ortogonales a la
familia F(z,y) = C.

(2) En forma normal. Dada la familia F(z,y) = C, derivamos implicita-
mente y llegamos a:

y' = f(z,y).
Planteamos la ecuacién diferencial:

y/ - —1/f(a7,y)

cuya solucién G(z,y) = C es el conjunto de trayectorias ortogonales a la
familia F(z,y) = C.

® Ejemplo 2.25. Dada la familia de curvas 22 + y? = C, calcula su familia
de trayectorias ortogonales.

Solucion. Veremos que la familia de trayectorias ortogonales resulta ser la
familia de rectas que pasan por el origen. Al derivar 22 + y? = C obtenemos:

2xdx + 2ydy = 0.
Entonces, la familia de trayectorias ortogonales satisface la ecuacion:
2ydx — 2xdy = 0.

Resolvemos esta ecuacion de variables separables:

rdy =ydx,
1 1
—dy = —dx,
Y X
integrando:
In|y| = In|z| + C;
por tanto:
_ Cy
ly| =[] - e,
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es decir:
y=Cx, C#D0.

Como y = 0 también es solucion, la anadimos y la familia de trayectorias
ortogonales es:
y=Cx, paratodoC €R,

que representa la familia de rectas que pasan por el origen (ver Figura 2.3).

Y

y =Czx

Figura 2.3: Familias de curvas ortogonales.

® Ejemplo 2.26. Encuentra la familia de trayectorias ortogonales a la familia
de curvas dada por y = Ce® —x — 1.

Solucién. Aislamos la constante de la familia, reescribiendo la familia de
curvas en la forma (y + x 4+ 1)e~* = C. Derivando obtenemos:

(e —(y+ax+1e *)dr+e *dy =0,
de donde operando y dividiendo la ecuacién entre e=* # 0, obtenemos:
—(y + x)dz 4+ dy = 0.

Para encontrar la familia de trayectorias ortogonales, deberemos resolver la
EDO dz + (x + y)dy = 0 o, andlogamente, en forma normal, a partir de la
familia 3/ = = + y, deberfamos resolver la EDO:
1
T4y

/

y:

Nos quedamos con la forma diferencial y comprobamos si la EDO es exacta:
oM ON

=0 — =1
dy Y ox

asi que la EDO no es exacta pero podemos tratar de encontrar un factor
integrante. De hecho,

oM  ON

dy oxr 1
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asi que p = e~/ 1y — ¢¥ eg un factor integrante de la EDO. Por tanto,
eVdr + (x +y)e’dy =0
es una EDO exacta y sabemos que existe F'(z,y) tal que:

OF OF

97w g v
e o (x4 y)e’.

Integrando, por ejemplo, con respecto a x, obtenemos que:

F(z,y) = /eydx = ze¥ + ¢(y)

de donde obtenemos:

OF
eV
oy e +¢'(y)

e igualando, obtenemos:

' (y) =ye! = oly) = /yeydy = (y—1)e

donde la ultima integral se resuelve por partes. Por tanto, F'(z,y) = ze¥+ (y —
1)eY = (z+y—1)e? y la solucién general y, por tanto, la familia de trayectorias
ortogonales vendra dada por:

(r+y—1)e'=C =zx=Ce?—-y+1. N
Problemas y cuestiones de la seccién 4.4

Problemas de mecanica newtoniana

1. Tiramos un objeto de 5 kg en Marte siguiendo una trayectoria total-
mente vertical desde una nave a 250 metros de altura del suelo con un
impulso inicial de 1 m/s. Sabemos que la fuerza de rozamiento del aire es
proporcional a la velocidad y la constante de rozamiento es k = 10 kg/s.
Si la gravedad de Marte es g = 3.71 m/s?, responde a las siguientes
cuestiones:

a) ;Cuadl es su velocidad en el instante ¢7

(
(b
(c

(d) ¢En qué momento llegard al suelo?

JEn qué momento el objeto lleva una velocidad de 1.5 m/s?
JEn qué momento el objeto lleva una velocidad de 4 m/s?

)
)
)
)

(Solucién. (a) v(t) = 1’855 — (0/855¢7%. (b) t = (/44 s. (c) El objeto
no puede sobrepasar la velocidad de 1’855 m/s. (d) t = 135 s).
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2. Tiramos un objeto de 6 kg. en la Luna siguiendo una trayectoria to-
talmente vertical desde una nave a 800 metros de altura del suelo sin
impulso inicial. Sabemos que la fuerza de rozamiento del aire es propor-
cional al cuadrado de la velocidad y la constante de rozamiento es
k =1 kg/s. Si suponemos que la gravedad de la Luna es g = 1.5 m/s?,
calcula v(t) y x(t) en cualquier instante ¢.

(Solucién. v(t) =3 — 2 y z(t) =6n <6t7+1> — 3t).
Problemas de mezclas en un depésito

3. Un lago tiene un volumen de 600 km?® y en un determinado momento
(t = 0), la concentracién de contaminantes del lago es de 0.1 %. El flujo de
entrada y de salida del lago se realizan, ambos, a razén de 180 km3/afio
y la concentracion de contaminantes en el flujo de entrada es de 0.02 %.
Si el agua se mezcla perfectamente con los contaminantes en el lago,
. Cuanto tiempo pasard para que la concentracion de contaminantes se
reduzca a 0.04 %7

(Solucién. Se tendra que x(t) = 0'12 4 0'48¢"3 anos y c(t) =
x(t)/600 = 0.04 % cuando t = 4’62 anos).

4. En un tanque muy grande con 2000 1. de agua pura entra agua con sal
a razén de 14 1/m con una concentracion de sal de 0.6 Kg/l. La mezcla
sale al exterior a razon de 12 1/m.

(a) Calcula la cantidad de sal z(¢) en el depésito en cualquier instante
t.

(b) ;Cuéando la concentracién de sal sera de 0.5 kg/1.7

(Solucién. (a) z(t) = 1'2(1000 +¢) — 1200 (72990.)°. (b) ¢ = 201'71 m).

5. Un tanque contiene 1000 litros de cerveza con un 4% de alcohol. Se
introduce en el tanque, a una velocidad de 4 1/min, cerveza que contiene
un 6% de alcohol. La mezcla, conservada homogéneamente mediante
agitacion, sale del tanque a una velocidad de 5 1/min.

(a) Encuentra la cantidad z(t) de alcohol en el tanque en cualquier
instante ¢.

(b) /En qué instante la cerveza tendra exactamente un 5% de alcohol
en el tanque?

(¢) ;En qué instante se quedard el tanque vacio?

gS)otluciléOr(l).O (a))x(t) = 0/06(1000 — t) — 20 (%)5. (b) t = 159’1 m.
C = m).

Problemas de trayectorias ortogonales
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6. Encuentra el conjunto de trayectorias ortogonales a la familia de curvas
dada por y = C/x.

(Solucién. z? — y? = O).

7. Encuentra el conjunto de trayectorias ortogonales a la familia de curvas
dada por y = Cz.
(Solucién. z? + 4y* = C).

8. Encuentra el conjunto de trayectorias ortogonales a la familia de curvas
dada por 22 — y? = Cuz.
(Solucién. y(3z* +y?) = C).

2.7. Proyecto para el capitulo 2. Aplicaciones
a problemas de enfriamiento

Ley de Newton de enfriamiento y calentamiento. De acuerdo con
la Ley de Newton, la velocidad con la que la temperatura de un cuerpo varia
es proporcional a la diferencia entre la temperatura del cuerpo y la del medio
que lo rodea. Llamando 7'(t) a la temperatura del cuerpo en el instante ¢t y A
a la temperatura del medio que lo rodea, tendremos que:

dT
=k (A-T),

donde k£ > 0 es la constante de proporcionalidad que se denomina constante
de transferencia de calor.

® Ejemplo 2.27. Un pastel se retira del horno a una temperatura de 200 ° C'.
Cinco minutos después, su temperatura es de 120 °C'. Si la temperatura am-
biente es de 24 °C, ;jcudl serd la temperatura del pastel T'(t) en cualquier
instante ¢ a partir del momento en que se retira del horno? ; Cuando se habra
enfriado el pastel hasta alcanzar 25 °C”

Solucién. Tendremos que A = 24 °C'. La Ley de Newton nos da que:

ar
—=k24-T
=k (24 T),
donde k estd por determinar y la condicién inicial es 7'(0) = 200 °C. La

ecuacién es de variables separables y también lineal. Para resolverla como
EDO lineal, tendremos:

T + kT = 24k

asi que pu = ekt y, por tanto:

T(t) = 1 ( / 24k pudt + C) = e (24" + C0) =24+ Ce™.
ol
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Como T'(0) = 200, obtenemos 24 + C' = 200 y, por tanto, C' = 176. La otra
condicién del enunciado nos da que T'(5) = 120, asi que 24 + 176e~°F = 120,
de donde e~ = 96/176 y, por tanto, —5k = In(96,/176), de donde obtenemos:

1
k=~ In(96/176) = 0121227

asi que T'(t) = 24 + 176e7%121227 Para saber en qué momento alcanzara una
temperatura de 25 °C', resolvemos la ecuacién 25 = 24+176e~2121227 de donde
obtenemos:

In((25 — 24)/176)
—0.121227

t = = 42.6513 minutos.

Problemas de enfriamiento

1. La temperatura de una taza de café acabada de servir es de 100°C. Un
minuto después se ha enfriado a 90°C'. Si la habitacién estd a 20°C, jen
qué momento la temperatura del café sera de 50°C?

(Solucién. Siexpresamos el tiempo ¢ en minutos, tendremos que 7'(t) =
20 + 80e~%1335 v T'(t) = 50 cuando t = 7'35 min).

2. Se encuentra un cadaver a las 13h en una habitaciéon que estd a 25°C.
En ese momento, la temperatura del cadaver es de 31°C' y a las 15h la
temperatura del cadaver es de 27°C'. Teniendo en cuenta que la persona
tenia una temperatura de 37°C' cuando fallecid, ja qué hora murio?

(Solucién. Si expresamos el tiempo ¢ en horas, tendremos que T'(t) =
25 + 6e70-5493t v T(t) = 50 cuando t = —2.6 h, es decir, muri6 sobre las
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TEMA 3

Ecuaciones lineales de segundo
orden y de orden superior

Las EDO lineales de orden dos o, en general, de cualquier orden, surgen
al modelizar muchos problemas de ingenieria: muelles elasticos, caida de cuer-
pos, flujo de corrientes eléctricas, etc. También resultan de gran utilidad para
aproximar soluciones de ecuaciones no lineales.

Los objetivos de este tema seran:

Ecuaciones lineales de orden n > 2 homogéneas.

Ecuaciones lineales no homogéneas y soluciones particulares por el méto-
do de coeficientes indeterminados y por variaciéon de pardametros.

Aplicaciones de las ecuaciones lineales de orden 2.

Transformada de Laplace y sus aplicaciones a la resolucién de ecuaciones
diferenciales.

3.1. Introduccion

Para introducir EDO lineales de orden dos, consideremos un péndulo simple
que consta de una masa m suspendida por un cable de longitud [ y masa
despreciable, de modo que el cable se mantiene siempre recto y la masa queda
libre oscilando en un plano vertical.

La modelizacion del movimiento del péndulo nos lleva a una ecuacién de
segundo orden que no es lineal:
d*a g
— 4+ =sena = 0.
a1
y cuya solucién explicita resulta muy dificil de encontrar. Sin embargo, como

sena &~ «, podemos aproximar esa ecuacién con la EDO lineal de segundo
orden dada por:

2
d°a g
— +-a=0 3.1
a T (8.1)
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donde el angulo que forma el cable con la vertical en cada instante ¢ viene dado
por la funcién a(t) (ver figura 3.1).

a
1 r
F,=-mg cosa
: ~
[*3
7
/
S /
m /
R %
F=mg

Figura 3.1: Fuerzas que intervienen en el péndulo simple.

Para oscilaciones pequenas del péndulo, las soluciones determinadas a par-
tir de (3.1) seran una buena aproximacion de las soluciones reales.

Veamos que las funciones «(t) = cos(wt) y a(t) = sen(wt) son soluciones
de la EDO para una constante w adecuada. Sustituyendo «(t) = cos(wt) en
(3.1) tenemos:

—w? cos(wt) + % cos(wt) = 0, es decir, <% - w2> cos(wt) = 0.

Escogiendo w? = %, tendremos que «;(t) = cos (\/gt) es una solucién de

(3.1). Andlogamente, as(t) = sen (ﬁt) es también solucién de (3.1). Dado

que (3.1) es una ecuacién lineal, es facil ver que cualquier combinacién de la

0= o ([2) - coom (/3) .

también es solucién de la EDO, con C; y C5 constantes arbitrarias. Como
veremos en el teorema 3.3, toda solucién de la ecuacion (3.1) sera de la forma
(3.2).

Conociendo el desplazamiento inicial «(0) y la velocidad angular inicial
a’(0) es posible determinar el valor de las constantes C) y Cy. Obtenemos
asi las soluciones particulares que describen el movimiento para cada par de
condiciones iniciales.

2
B Nota 3.1. Como el periodo de cos(wt) y sen(wt) es —W, entonces el periodo
w

de oscilacion del péndulo vendra dado por:

P = =21/ —.

g

. 9

El movimiento descrito en la ecuacién (3.2) se denomina movimiento
armonico simple. W
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3.2. Ecuaciones lineales de segundo orden

Una EDO lineal de orden 2, tal como vimos en el Tema 1, vendra dada
por una expresion del tipo:

as(z)y" + a1 (x)y + ao(x)y = b(x), (3.3)

donde los coeficientes as(x), ai(x), ag(x) y b(x) son funciones que pueden ser
constantes o variables.

Recordemos también que si b(x) = 0, se dice que la ecuacién es homogénea
y si b(z) # 0, diremos que la ecuacién es no homogénea y el término b(x) se
denomina término no homogéneo o término independiente.

Estudiaremos estas ecuaciones en un intervalo donde los coeficientes sean
funciones continuas. Suponiendo ademas que as(xz) # 0 en dicho intervalo,
dividiendo por as(x) podemos expresar la ecuacion (3.3) en su forma canénica:

Y +p(x)y + qlx)y = g(z), (3.4)

con p(x), q(x) y g(z) continuas. Bajo estas condiciones, un problema de valor
inicial para esta EDO tiene solucién y, ademas, es tinica:

B Teorema 3.1. Sean p(z), q(z), g(x) funciones continuas en algin in-
tervalo ]a, b[ que contiene al punto z,. Entonces, para cualquier eleccién de
los valores 1y, y; existe una tnica solucion del problema de valor inicial:

Y +p(x)y + q(z)y = g(z), sujeto a y(xo) = yo, ¥'(zo) =11

® Ejemplo 3.1. Determina el mayor intervalo para el cual podemos asegurar
que existe una unica solucién del problema de valor inicial siguiente:

4
Z/"+x—_5y'+\/5y:1nl’, y(2) =3

4
Solucién. La funcién p(z) = ;o continua en R — {5}, ¢(z) = /z es

continua en [0, 400[ y g(z) = Inz es continua en ]0, +o00[. Por tanto, el mayor
intervalo abierto que contiene a xq = 2 y donde las tres funciones son continuas
ala vez es ]0,5[. W

3.2.1. Ecuaciones lineales homogéneas

B Definicién 3.1. La ecuacién (3.4) dada por:

y" +p(x)y + q(x)y = g(x)

tiene asociada su ecuacion homogénea dada por:

1" / o
y" +ple)y +qlx)y = 0. (3.5)
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B Teorema 3.2. Si y;(z) e ya2(x) son soluciones de la EDO lineal ho-
mogénea:

y' +p(@)y +q(2)y =0, (3.6)
entonces cualquier combinacién lineal Cy;(x) + Caya(x), con Cy, Cy cons-
tantes arbitrarias, también es solucion de la EDO.

Demostracién. Como y; e y, son soluciones de (3.6), tendremos que:

Yy + p(@)y; + q(x)y =0,
Yy + p(x)yy + q(x)y, = 0.

Obviamente, Cy; + Cyys también es solucién ya que:

(Cryr + Caya)" + p(x)(Cryr + Caya)' + q(x)(Cryr + Cays)
(Cuyll + Cory) + () (Cryy + Coub) + q(x) (Cryr + Coys)
Cy (y) +p()y) + q(@)y) + Cs (vy + p(@)ys + q()y2) =
Ci-0+Cy-0=0 W

® Ejemplo 3.2. Sabiendo que y;(z) = €** cos (3z) e yz(z) = €** sen (3z) son
soluciones de la EDO y” — 4y’ + 13y = 0, halla una solucién de la EDO que
cumpla las condiciones iniciales y(0) = 2, y/(0) = —5.

Solucién. Tendremos que y(z) = C1e*” cos (3x) + Coe®* sen (3x), también es
solucién de dicha ecuacion. Buscaremos € y Cy adecuadas para que se verifi-
quen las condiciones iniciales dadas. Para ello, calculamos y'(z):

Y (z) = C1(2e* cos (31) — 3e* sen (3z)) + Co(2e** sen (3x) + 3¢ cos (37))
y sustituimos las condiciones dadas:

y'(O) = 201 + 302 = -5 — Cg = —3.

Por tanto, la solucion del problema de valor inicial es:

y(x) = 2% cos (3x) — 3¢** sen (3z). A
® Ejemplo 3.3. Si consideramos la ecuacién homogénea:

y' —y=0, (3.9)

las funciones y;(x) = €” e ya(x) = e~ son dos soluciones de esta EDO. Por

el teorema anterior, sabemos que toda combinacion lineal de la forma Cie* 4
Csye™" también es solucion. Veamos que todas las soluciones son de esta forma.
Para ello, consideramos ¢(x) una solucién cualquiera de (3.9) y tomamos un
valor fijo ¢y € R. Si existen (] y Cy constantes que cumplan:

o —To
016 + CQ@ = QZ5(J,’0>, (3 10)
To __ —x0 _ / .
Ol (& C! 2€ = QZS (l’ 0 ) s
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tendremos que las dos soluciones ¢(z) y Cre® + Cae™" satisfacen ambas las

mismas condiciones iniciales en zy. El Teorema 3.1 nos asegura que la solucién
de la EDO existe y es unica, asi que necesariamente:

o(z) = Cre® + Coe™™

para todo x € R y, por tanto, cualquier solucién de la EDO esta incluida en
esta combinacion lineal.

Para que existan C y Cy verificando el sistema (3.10), éste tiene que ser
un sistema compatible determinado y, por el teorema de Rouché-Frobenius,
sabemos que la condicién que debe cumplirse es:

Zo —Zo

e e
ero  —eTTo

£0. W

En el ejemplo anterior, hemos visto que todas las soluciones de la EDO se
podian expresar como combinacion lineal de dos soluciones particulares y; e
Y. En general, esta propiedad se cumple para EDO lineales de segundo orden
si 1 e o satisfacen la condicién del determinante que hemos visto, tal como
vemos en el siguiente teorema:

B Teorema 3.3. Sean y;(z) e y2(z) soluciones en un intervalo |a, b] de la
EDO:
y' +p@)y +q(z)y =0, (3.11)

con p(x) y q(x) funciones continuas en |a, b[. Si en algin punto zq de |a, b|
se satisface:

; ‘ £0 (3.12)

y(z) = Cry1(z) + Caya(x), (3.13)
con (] y C5 constantes.

La combinacién lineal dada por (3.13) es la solucién general de la EDO
(3.11).

B Definicién 3.2. Decimos que {yi(x), y2(z)} es un conjunto o sistema
fundamental de soluciones de (3.11) si y1(x) e ya(x) son dos soluciones
verificando el teorema anterior.

B Definicién 3.3. Dadas dos funciones derivables y; () e y2(x), se denomina
wronskiano de y;(z) e yo(z) a la expresién dada por:

Wiy, yo () :' ‘zi(x) b2 () ‘

Por el teorema 3.3, una pareja de soluciones y;(x) e ya(x) de la EDO lineal
(3.11) en un intervalo |a,b[ es un conjunto fundamental de soluciones si se
cumple que Wy, y2|(z9) # 0, para algin xy €|a, b[.
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® Ejemplo 3.4. Las funciones y;(x) = cos (3z) e ya2(x) = sen (3z) son solu-
ciones de la EDO y” + 9y = 0 en el intervalo | — oo, +o0o[. Calcula la solucion
general de dicha EDO.

Solucion. Calculamos su wronskiano:

cos (3x) sen (3x)

Wlyr, yol(z) = —3sen (3z) 3cos (31) =3#0 paratodo x € R,

asi que {sen(3z), cos(3x)} es un conjunto fundamental de soluciones y la solu-
cién general de la EDO es:

y(x) = C} cos (3z) + Cysen (3z). A

El siguiente resultado muestra que el wronskiano de dos funciones que sean
soluciones de una EDO lineal de segundo orden debe anularse en todos los
puntos o en ninguno:

B Teorema 3.4. Si y;(x) e ya(x) son soluciones de la EDO lineal:

Y +p@)y +q(z)y =0

en el intervalo ]a, b[, entonces su wronskiano, Wy, ys](z) o bien es idénti-
camente nulo o bien no se anula en ningin punto de |a, b.

B Definicién 3.4. Dos funciones y;(z) e ya2(x) se dice que son linealmente
dependientes en un intervalo |a, b| si existen un par de constantes C1,Cy € R
que no se anulan simultaneamente, tales que:

Ciyi(x) + Coya(x) =0, Vo € (a,b).

Diremos que las funciones y; e y» son linealmente independientes en |a, b]
si no son linealmente dependientes, es decir, si para cualquier par de constantes
C1, Cy € R, existe algin z( €|a, b| donde se verifica:

Chyi (o) + Coya(xo) # 0.

B Teorema 3.5. Si y;(x) e yo(z) son soluciones de la EDO lineal:

y" +p()y +q(z)y =0,
en el intervalo |a, b[, entonces son equivalentes:
a) Wy, y2](z) # 0 para todo z €]a, b|.

b) Wlyi,ys](zo) # 0 para algin zg €]a, b[, es decir, {y;(x), y2(x)} es un
conjunto fundamental de soluciones de la EDO.

¢) y1(x) e ya2(x) son linealmente independientes.
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Por tanto, para comprobar si dos soluciones forman un sistema fundamental
de soluciones, bastara con comprobar si el wronskiano es nulo o no. Esto es,
ademas, equivalente a que las dos soluciones sean linealmente independientes.

® Ejemplo 3.5. Determina si las funciones y;(z) = €* e y»(x) = e ** son
linealmente dependientes o independientes.

Solucién. Calculamos el wronskiano de y;(x) e yo(x):

T 6—2:5

oo 9= | = —2e " —e"=-3e"#0 paratodoz e R,

asi que, por el resultado anterior, sabemos que las dos soluciones son lineal-
mente independientes. W

Calculo de un sistema fundamental de soluciones para EDO ho-
mogéneas con coeficientes constantes

Veamos como calcular un sistema fundamental de soluciones de una EDO
de segundo orden homogénea con coeficientes constantes:

ay” + by’ + cy = 0. (3.14)

El teorema 3.1 garantiza que (3.14) tiene soluciones definidas en todo el con-
junto R ya que las constantes son funciones continuas en R. Para buscar un
conjunto fundamental de soluciones y obtener la solucién general de la EDO,
consideraremos funciones de la forma y(x) = €’*, siendo r una constante a
determinar. Para averiguar el valor de r, derivamos:

y sustituyendo en (3.14) obtenemos:
ar®e™ 4+ bre™ + e’ =0 — (ar® + br +¢) €' = 0.
Como €' # () para cualquier valor de r y de z, obtenemos:
ar® +br +c = 0. (3.15)
Por tanto, " serd solucién de (3.15) si r satisface la ecuacién (3.15).

B Definicién 3.5. La ecuacién (3.15) se denomina ecuacidén caracteristica
(o auxiliar) de la EDO (3.14). El polinomio p(r) = ar® + br + ¢ se llama
polinomio caracteristico de la EDO.

Las raices del polinomio caracteristico son:

B —b+/b? — 4dac —b—Vb? — 4dac

2a ’ - 2a

Tl Ty =
y, dependiendo de los valores de estas raices, construimos el sistema funda-
mental de soluciones de la siguiente manera:
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1. Raices reales y distintas

Si 1 # ry son raices reales distintas, un sistema fundamental de solucio-
nes de (3.14) viene dado por:

T T2
fen®,e™"}

y la solucién general de la EDO (3.14) viene dada por:

y(x) = Cre™* + Cae™”.

Veamos que las soluciones son linealmente independientes:

T ToX
et e'?

0% [6T1x, ergz] _ _ erlxerzx(TQ . 7"1) 7& ()7 Vr € R.

r ere To er2®

® Ejemplo 3.6. Encuentra la solucién general de la EDO y”"—6y’ + 8y = 0.

Solucién. La ecuacién caracteristica asociada a esta ecuacién es 12 —
6r + 8 = 0, cuyas raices son 11 = 2 y ro = 4. Por tanto, el sistema
fundamental de soluciones es:

{62x7 6433}
y la solucion general es:

y(I) = 01€2m + 02641. [ |

2. Raices reales repetidas

Si 1 = r9 = r son raices reales repetidas, un sistema fundamental de
soluciones de (3.14) viene dado por:

{6T$7 xerm}
y la solucién general de la EDO (3.14) viene dada por:

y(x) = Cre™ + Coxe™.

La solucién re™ se puede obtener mediante el denominado método de re-
duccion del orden, que puede estudiarse en el anexo 3.7.1. Comprobamos
que las soluciones €™ y xe” son linealmente independientes:

rT rT

& xre

W™, ze™ = re’™ e (1+rx)

=¥ 40, VreR.

® Ejemplo 3.7. Resuelve la EDO y” + 6y + 9y = 0.
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Solucién. La ecuacién caracteristica asociada a esta ecuacion es r?+6r+9 = 0,
cuya solucion es r = —3 con orden de multiplicidad 2. Por tanto, el sistema
fundamental de soluciones es:

{6_3I, T 6—390}
y la solucién general es:
y(r) = Cre ™ + Cyze ™. A

3. Raices complejas conjugadas

Si un polinomio de segundo grado con coeficientes reales tiene raices
complejas, entonces las raices son necesariamente complejas conjugadas,
es decir, son de la forma r, = a+18 y ro = a — if. Si la ecuacion
caracteristica tiene dos soluciones de esta forma, un sistema fundamental
de soluciones vendra dado por:

{e®* cos (Bx), e* sen (fz)}
y la solucién general de la EDO (3.14) viene dada por:

y(z) = Cre®® cos (Bx) + C2e* sen (Bx).

M Nota 3.2. Para razonar por qué las soluciones anteriores son un con-
junto fundamental de soluciones, es necesario trabajar con exponenciales
complejas. Para profundizar en esto, ver el anexo 3.7.2.

® Ejemplo 3.8. Resuelve la EDO 3" + 2y + 5y = 0.

Solucién. La ecuacién caracteristica asociada a esta ecuacién es r? +
2r +5 = 0, cuyas raices son r; = —1 4+ 2i y r = —1 — 2¢. Por tanto, el
conjunto fundamental de soluciones es:

{e " cos (2x), e “sen (2x)}
y la solucion general es:
y(x) = Cre " cos (2z) + Cre “sen (2z). W

M Nota 3.3. Hemos visto como calcular la soluciéon general de una EDO
lineal homogénea de orden dos con coeficientes constantes. Otras EDO
cuyos coeficientes son variables también pueden resolverse. Por ejemplo,
las denominadas ecuaciones de Cauchy-Euler, que son de la forma:

az®y’ +bzy +cy =0

donde a, b, ¢ son constantes. Estas EDO pueden estudiarse en la seccién
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Problemas y cuestiones de la seccion 3.2.1

1. Demuestra que las funciones e** y € son linealmente independien-
tes.

2. Demuestra que las funciones e* y xe® son linealmente independien-
tes.

3. Demuestra las funciones e” sen x y e€” cos x son linealmente indepen-
dientes.

4. Encuentra una EDO cuyo conjunto fundamental de soluciones sea
{6417 x€4x}.
(Solucién. y" — 8y’ + 16y = 0).
5. Resuelve las siguientes EDO:
(a) 3y" 4+ 6y — 9y = 0.
(b) 9y" — 12y’ + 4y = 0.
(¢) ¥ +2y +2y=0.
(d) y" + 5y = 0.

(Solucién. (a) y(z) = Cre* + Cy €737,
(b) y(x) = Cre*/? + Cyx e*/?,
(c) y(z) = Cre ® cosx + Cre " sen x,

(d) y(z) = C} cos (v/5x) + Cysen (v/5x)).

6. Encuentra la solucién particular del problema y” — 2y’ 4+ 3 = 0 con
las condiciones iniciales y(0) = 1, y/(0) = 1.
(Solucién. y(z) = e*).

3.2.2. [Ecuaciones lineales no homogéneas
En esta seccion consideraremos las EDO del tipo:

y' +p(2)y +q(z) = g(2),
es decir, EDO lineales de segundo orden no homogéneas.

B Teorema 3.6 (Principio de superposicién). Si y;(z) es una
solucién de la EDO:

v +p(@)y +q(@) = g1(2)
e y2(x) es una solucién de la EDO:
y' +p@)y + q(z) = g2(),

entonces cualquier combinacion lineal de la forma:

Cryi(z) + Coya(z)
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para C1,C5 € R es solucién de la EDO:
Y +p(@)y +q(x) = Crgi(x) + Caga(w).

La prueba de este teorema es sencilla y la dejamos como ejercicio para

el lector.
® Ejemplo 3.9. Sabiendo que la funcién y; (z) = —£ — 2 es solucién de
la EDO:

v'+2y —3y==x
y que la funcién yy(x) = ‘%x es solucion de la EDO:
y' + 2y — 3y = e*,
encuentra una solucién de la EDO:

y" + 2y’ — 3y = 4z — 5e**.

Solucién. Denotando g;(z) = x y go(x) = €**, el término independiente
de la EDO es 4¢1(x) — 5g2(x). Las soluciones de las EDO que nos dan

2 2z
son y(x) = _r 5 ep(r) = %. Por el principio de superposicion, la
solucién buscada es:
4z 8

Solucion general de una EDO lineal no homogénea
Utilizando el principio de superposiciéon, podemos obtener la solucién
general de una EDO lineal no homogénea:

B Teorema 3.7. Si y,(x) es una solucién particular de la EDO no
homogénea:

y' 4+ p(x)y + q(x)y = g(z) (3.16)

y las funciones y; (x) e yo(z) son dos soluciones linealmente indepen-
dientes de la ecuacion homogénea asociada:

y" +p(a)y +aqlz)y =0,
entonces, la solucion general de (3.16) viene dada por:
y(x) = Cryn(z) + Caya(z) + yp(2),

con C] y C5 constantes arbitrarias.

Demostracién. Si ¢(z) es una solucién cualquiera de (3.16), entonces,
¢(x) e yp(x) son dos soluciones de (3.16). Por el principio de superposi-
cién, se tiene que ¢(x) — y,(x) es solucién de la ecuacién homogénea:

y" 4+ p(x)y + q(z)y = g(x) — g(x) = 0.
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Como {yi(x),y2(z)} es un conjunto fundamental de esta ecuacién ho-
mogénea asociada, se cumple que la solucién ¢(x) —y,(z) es combinacién
lineal de y1(x) e y2(x). Por tanto, existen constantes C y Cy tales que:

d(r) — yp(x) = Cryr(v) + Coya(z)
de donde deducimos que la solucion es:

o(7) = yp(z) + Cry1(x) + Coy(x). B

El teorema 3.7 nos otorga un procedimiento para resolver EDO lineales
no homogéneas que se puede resumir de la siguiente manera:

e Hallamos la solucién general de la ecuacion homogénea asociada:
yn(z) = Cin(z) + Coya(a).

e Buscamos una solucién particular y,(z) de la EDO completa (es
decir, la EDO no homogénea).

e La solucién general de la EDO completa es la suma de las dos
soluciones anteriores:

y(x) = yn(z) + yp(2).
® Ejemplo 3.10. Encuentra la solucién general de la EDO ¢y" —y =

2 — 22, sabiendo que y,(z) = 2 es una solucién particular de la misma.

Solucién. Busquemos la solucion general de la ecuacién homogénea aso-
ciada y” —y = 0. Su ecuacién auxiliar es 72 — 1 = 0 y sus rafces son r = 1
y r = —1. Por tanto, la soluciéon general de la EDO homogénea asociada
es:

yn(z) = Cre® + Coe™™

y la solucién general de la EDO completa serd:

y(z) = Cre” + Coe™ +2°. B

Calculo de una solucion particular

A continuacién, damos dos métodos que nos permiten encontrar una
solucién particular de una EDO lineal no homogénea de segundo orden:

e cl método de los coeficientes indeterminados.

e ¢l método de variaciéon de los parametros.

En la seccién 6.7 veremos un tercer método para encontrar soluciones
particulares de EDO lineales de segundo orden basado en la transformada

de Laplace.
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1. Método de los coeficientes indeterminados

Este método sirve sélo para resolver ecuaciones lineales con coeficientes
constantes:
ay” + by + cy = g(x) (3.17)

con el término g(x) correspondiente a una funcién polindmica, exponen-
cial, seno, coseno o una combinacién lineal de éstas.

Para encontrar soluciones particulares, supondremos la forma que debera
tener nuestra solucion y,(z) basandonos en la funcién g(x). La funcién
yp(z) tendrd ciertos coeficientes sin especificar que deberemos determi-
nar. Para determinarlos, sustituiremos y,(x) en la EDO. La imposibili-
dad de determinarlos indicaréd que la solucién propuesta no es valida y
debemos, por tanto, modificar la suposicion inicial.

El método es limitado a las EDO que hemos comentado arriba pero, en
caso de poder aplicarlo, suele ser un método muy efectivo.

Al observar la EDO (3.17), tenemos los siguientes casos en funcién de
g(@):

Caso 1. g(z) es un polinomio de grado n.

Sig(x) = apx™+...+a1x +ap, con a; € R, se propone como solucién par-
ticular un polinomio del mismo grado al que le multiplicamos el término

l’hi

yp(z) = (Apx™ + ...+ Ay + Ag) 2.

siendo A,,, A,_1, ..., A1, Ay coeficientes por determinar. El término 2" se

anade si 0 es una de las soluciones de la ecuacién caracteristica, siendo
h su orden de multiplicidad.

® Ejemplo 3.11. Considera la EDO
y" + 4y + 3y = bx — 2.

(a) Encuentra la solucién general de la EDO homogénea asociada.

(b) Encuentra una solucién particular utilizando el método de coeficien-
tes indeterminados.

(c¢) Encuentra la solucién general de la EDO completa.

Solucién. (a) La EDO homogénea asociada es y” + 4y’ + 3y = 0 y, su
ecuacién caracteristica serd r? 4+ 4r + 3 = 0, cuyas raices son r = —3 y
r = —1. La solucién general de la EDO homogénea sera, por tanto,

yn(x) = Cre " + Che ™.

(b) Para encontrar una solucién particular, fijémonos en que g(z) = 5x—2
es un polinomio de grado 1, asi que la solucion particular seré de la forma
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yp(r) = Az 4+ B. Como 0 no es raiz de la ecuacién caracteristica, no
aparecerd el término 2. Para determinar el valor de A y B, sustituimos
Yp(z) en la EDO completa. Como y, () = A ey, (x) = 0, tendremos que:

Yy, + 4y, + 3y, = 5r —2 — 0+ 4A 4+ 3(Az + B) = 5z — 2

y, por tanto,
3Ax +4A+ 3B =5x —2

asi que, identificando los coeficientes del polinomio de la izquierda y del
polinomio de la derecha tendremos que:

5 26
5 26
La solucién particular serd y,(x) = FEair
(c) La solucién general de la EDO completa sera:
) 26
y(l’) = C’le*‘” + C2€73£E + gI - ? [ |

® Ejemplo 3.12. Propén qué forma debe tener la solucién particular
de la EDO 3" + 2y — 8y = 22% + 3, utilizando el método de coeficientes
indeterminados.

Solucién. El término no homogéneo g(z) es un polinomio de grado 2
y las raices del polinomio caracteristico de la EDO homogénea asociada
son 1y =2y ro = —4. Como 0 no es raiz, la solucion particular serd un
polinomio de grado dos de la forma:

yp(z) = Az* + Bx + C. B

® Ejemplo 3.13. Propén qué forma debe tener la solucién particular
de la EDO ¢" — 5y’ = 5a? + x, utilizando el método de coeficientes
indeterminados.

Solucién. El término no homogéneo g(x) es un polinomio de grado 2 y
las raices del polinomio caracteristico de la EDO homogénea asociada son
rp =0y ry = 5. Como 0 es raiz simple (multiplicidad uno), la solucién
particular serd un polinomio de grado dos por !, es decir, de la forma:

yp(r) = (A2* + Bz + C)x = Ax® + B2* + Cz. B

Notemos que el polinomio que proponemos es completo aunque el término
no homogéneo g(z) no lo sea.

Si el término independiente g(z) es una constante, deberemos conside-
rarlo como un polinomio de grado 0 y aplicaremos la misma técnica.
Es decir, la solucién particular serd una constante A (otro polinomio de
grado 0) salvo en el caso en que 0 sea raiz del polinomio caracteristico,
en cuyo caso deberemos multiplicar por el factor 2" donde h indicara el
orden de multiplicidad de la raiz 0.
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® Ejemplo 3.14. Resuelve la EDO 3" + 3y’ = 4.

Solucién. Las raices de la ecuacién caracteristica % + 3r = 0 son 0 y
—3. Como 0 es solucién simple, la solucion particular tendréd la forma

4
yp(r) = Ax y, sustituyendo en la EDO, obtenemos que A = 3 ¥, por

tanto, la solucién general de la EDO sera:

y(x) =C, +Coe™™ +-2. N

ol i

Caso II. g(x) es producto de ¢** por un polinomio de grado n.

Si g(z) = e* (apa™ + ... + a1x + ag), con a; € R, se propone como so-
lucién particular el producto de la misma exponencial por un polinomio
del mismo grado al que le multiplicamos el término z":

Yp(z) = 2 (Apa™ + ... + Ay + Ap) 2"

siendo A,,, A,_1, ..., A1, Ay coeficientes por determinar. El término 2" se

anade si o es una de las soluciones de la ecuacién caracteristica, siendo
h su orden de multiplicidad.

Yp(z) = €2 (Apz™ + ... + Ay + Ag) 2.

con A,, A,_1,..., A1, Ag a determinar.
B Nota 3.4. Cuando a = 0, estamos en la situacion del caso 1.

® Ejemplo 3.15. Resuelve la EDO y” — 2y +y = €**(2x + 1).

Solucién. La ecuacién caracteristica de la EDO homogénea asociada es
r?—2r+1 =0, cuyas raiz es r = 1, solucién doble. Por tanto, la solucién
de la EDO homogénea sera:

yn(z) = C1e” 4+ Come”.

El término no homogéneo g(x) es el producto de una exponencial con
a = 2 y un polinomio de grado 1. Como 2 no es solucién del polino-
mio caracteristico, no aparece el término z”" en la solucién particular,
quedando en la forma:

y,(z) = e*(Az + B)
con coeficientes A y B por determinar. Tendremos que:
y(x) = 26" (Az + B) + €** A = ¢**(2Az + 2B + A),
yn(x) = 2** (2Az + 2B + A) + ¢*"2A = €**(4Az + 4B + 4A),
asi que sustituyendo en la EDO completa, como:

Yy — 24, +Yp = e* (2x + 1)
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obtendremos,

¥ (4Ax + 4B + 4A) — 2e**(2Azx + 2B + A) + **(Ax + B) = *(2z + 1).

Reordenamos los términos y obtenemos:

e* ((4A —4A+ A)xr +4B+4A — 4B —2A+ B) =e* (22 + 1) —
¥ (Az 4+ 2A + B) = ¥ (22 + 1)

y, por tanto, identificando los coeficientes, obtenemos:
A=2y 2A+B=1— B=-3.

La solucién particular serd y,(z) = e**(2x — 3) y la solucién general de
la EDO completa vendra dada por:

y(x) = Cre” + Coxe” + e** (22 —3). N

® Ejemplo 3.16. Propén qué forma debe tener la solucién particular
de la EDO y” — 5y + 6y = xe3®, utilizando el método de coeficientes
indeterminados.

Solucién. El término no homogéneo g(x) es una exponencial con o = 3
por un polinomio de grado 1. Las raices del polinomio caracteristico de
la EDO homogénea asociada son ry = 2 y ro = 3. Como 3 es raiz simple
(multiplicidad uno), la solucién particular serd €3* por un polinomio de
grado uno por el término ', es decir, la solucién particular tendra la
forma:

yp(2) = e (Ax + B)x = **(A2* + Br). B

® Ejemplo 3.17. Propén qué forma debe tener la soluciéon particular
de la EDO 3" — 8y’ + 16y = e**, utilizando el método de coeficientes
indeterminados.

Solucién. El término no homogéneo g() es una exponencial con o = 4.
Para aplicar el método de coeficientes indeterminados, tengamos en cuen-
ta que esta funcion es una exponencial por la constante 1, es decir, un
polinomio de grado 0. El polinomio caracteristico de la EDO homogénea
asociada tiene una raiz doble dada por r = 4, asi que la solucién particu-
lar serd e*® por un polinomio de grado 0 (una constante) por el término

22, es decir, la solucién particular tendra la forma:

yp(r) = Ae™ 2. A

Caso III. El término no homogéneo es un producto de una
exponencial y una combinacion de coseno y seno del mismo
angulo multiplicados por polinomios.

Si g(x) = e* (Py(x) cos(fz) + Qm(z)sen(Bx)), con P,(x) un polinomio
de grado n y @,,(x) un polinomio de grado m, entonces, se propone como
solucion particular una funcion del mismo tipo:
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Yp(x) = e (Py () cos(Bz) + Qn () sen(fz)) z".

con Py(z) y Qn(z) polinomios de grado N = max{n,m} y con coefi-
cientes a determinar para cada uno de ellos. El término 2" se afiade si
a + fi es solucion de la ecuacion caracteristica, siendo h su orden de
multiplicidad. Si aparece, por ejemplo, la pareja de soluciones simples
conjugadas « % i, multiplicaremos por el factor z?.

B Nota 3.5. Cuando g = 0, este caso corresponde al caso II. Y si
a = [ =0, se obtiene el caso I.

® Ejemplo 3.18. Resuelve la EDO 3" — 4y + 3y = cos(9z).

Solucidén. La ecuacién caracteristica de la EDO homogénea asociada es
r? —4r 4+ 3 = 0, cuyas raices son r; = 1 y 7, = 3. Por tanto, la solucién
de la EDO homogénea sera:

yn(x) = Cre” + Coe.
En el término no homogéneo g(z) aparece uinicamente la funciéon cos(9z).
Al no aparecer exponencial, tendremos que o = 0. Se tiene que S =9, el
polinomio P,(z) = 0 y el polinomio @, (x) = 1, es decir, ambos polino-
mios son de grado 0. Como +9i no es solucion del polinomio caracteristi-

co, no aparecerd el término x. Teniendo en cuenta todo esto, tendremos
que N = 0 y la soluciéon particular vendra dada por:

yp(r) = Acos(9z) + Bsen(9z)
con coeficientes A y B por determinar. Tendremos que:
y,(r) = —9Asen(9z) + 9B cos(9z),

y,(x) = —81Acos(9r) — 81 B sen(9z),

asi que, sustituyendo en la EDO completa, como:
y, — 4y, + 3y, = cos(9z)
obtendremos,

—81Acos(9z) — 81 Bsen(9z) — 4 (—9A sen(9z) + 9B cos(9x)) +
3 (Acos(9z) + Bsen(9z)) = cos(9z).
Reordenamos los términos y obtenemos:

(—81A —36B + 3A) cos(9z) + (—81B + 36 A + 3B) sen(9z) = cos(9x) —
(—78A — 36B) cos(9zx) + (—78B + 36A) sen(9z) = cos(9z)

e identificando coeficientes, obtenemos:

13 6
~784-36B=1y —T8B+36A=0—2A=——— yv B=——"_
1230 1230
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La solucion particular sera:

13
——c
1230

0s(9z)

y la solucion general de la EDO completa vendra dada por:

y(x) = Cre* + Che® —

cos(9zx) —

sen(9z). W

1230 1230

® Ejemplo 3.19. Propén qué forma debe tener la solucién particular
de la EDO:

y' + 2y — 15y = e” (2% cos(2z) — wsen(2z)),

utilizando el método de coeficientes indeterminados.

Solucién. El término no homogéneo g(x) es una exponencial con a = 1
por una combinacion de seno y coseno con 3 = 2 por polinomios de gra-
dos 2 y 1. Las raices del polinomio caracteristico de la EDO homogénea
asociada son 11 = 3y rp = —5. Como o + fi = 1 £ 2¢ no es raiz, la
solucién particular no tendra el término 2. Teniendo en cuenta que los
polinomios que deben aparecer deben tener ambos grado 2 (ya que es el
maéximo entre 1 y 2), la solucién particular vendra dada por:

yp(z) = €* ((Az® + Bz + C) cos(2z) + (Cz® + Dz + E)sen(2z)) . W

® Ejemplo 3.20. Propén qué forma debe tener la solucion particular
de la EDO:
y" =2y + 2y = e"xsen(x)

utilizando el método de coeficientes indeterminados.

Solucién. El término no homogéneo g(x) tiene exponencial con o = 1
por un polinomio de grado 1 por un seno con § = 1. Las raices del
polinomio caracteristico de la EDO homogénea asociada son r = 1 + 1.
Como a =i = 141 es raiz del polinomio caracteristico con multiplicidad
1, la solucién particular tendra el término x'. Teniendo en cuenta que
deben aparecer los términos seno y coseno por polinomios de grado 1, la
solucién particular vendra dada por:

yp(z) = €” ((Ax + B) cos(z) + (Cx + D) sen(z)) x. B

Caso IV. El término no homogéneo es una suma de los casos
anteriores.

Este caso es una consecuencia del principio de superposiciéon que vimos
en el teorema 3.6. La propuesta de solucion particular vendra dada por
la suma de cada una de las propuestas.

® Ejemplo 3.21. Resuelve la EDO y” + ' = 3z — 4e”.
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Solucion. La ecuacién caracteristica de la EDO homogénea asociada es
r?2 +r = 0, cuyas raices son 7 = 0 y ro = —1. Por tanto, la solucién de
la EDO homogénea sera:

yn(x) = C1e® + Cye™ = C) + Coe ™.

En el término no homogéneo g(x) aparece una suma de dos funciones, un
polinomio de grado 1 y una exponencial. Estudiamos cada funcién sepa-
radamente: como 0 es solucion del polinomio caracteristico, la solucion
particular referida al polinomio serd un polinomio de grado 1 por z'. La
solucion particular referida a la exponencial serd la misma exponencial
por una constante. En la parte referida a la exponencial no aparecera el
factor 2" ya que 1 no es solucién del polinomio caracteristico. La solucién
particular vendra dada por:

yy(r) = (Ax + B)x + Ce® = (Az* + Bx) + Ce”.

Por tanto,
y,(r) =2Ax+ B+ Ce” y y)(v) =2A + Ce”
y, sustituyendo en la EDO completa:

Yoy, =3z —4e® = 24+ Ce® + 2Az + B + Ce® = 3z — 4" —
2Ac 4+ 2A + B 4 2Ce® = 3x — 4e”,

de donde deducimos que 24 = 3,2A + B = 0,2C = —4 y, por tanto,
3

A= 27 B = -3y (' = —2. La solucion particular sera:

3
yp(z) = §x2 — 3z — 2€°

y la solucion general de la EDO completa es:
—x 3 2 T
y(x) = C1 + Cae —1—590 —3x—2". N

® Ejemplo 3.22. Propén qué forma debe tener la solucién particular
de la EDO y" — 4y = 3z + 5e** + 2x cos(2x), utilizando el método de
coeficientes indeterminados.

Solucién. El término no homogéneo g(x) es la suma de un polinomio,
una exponencial y un polinomio por un coseno. Las raices del polinomio
caracteristico de la EDO homogénea asociada son ry = 2y rp = —2.
Teniendo esto en cuenta, solo afectara al segundo sumando, la expo-
nencial, en la que deberemos multiplicar por el término z!'. En el resto
no aparecera el término z”. Por tanto, la solucién particular serd de la
forma:

Yy(r) = Az + B + Cze* + (Dx + E) cos(2z) + (Fx + G) sen(27). B
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2. Método de variacion de los parametros

Consideremos de nuevo la EDO lineal no homogénea de orden dos:
y' +p(@)y +qlx)y = g(x) (3.18)

de la que conocemos un sistema fundamental de soluciones de la EDO
homogénea asociada: {y(z), y2(x)}. Como ya vimos, la solucién general
de la EDO homogénea viene dada por:

yn(z) = Cryi(x) + Coya(x), con Cy y Cy constantes.

El método de variacién de pardmetros (también denominado de
variacion de las constantes) consiste en buscar una solucién particular
de la ecuacion no homogénea reemplazando las constantes Cy y Cy por
dos funciones v (z) y va(x) que deberemos determinar:

Yp(x) = v1(x)1h (x) + va(z)y2(2). (3.19)

Para determinar las funciones vi(x) y ve(x), necesitamos al menos dos
ecuaciones que las contengan. Una de estas ecuaciones la obtenemos al
sustituir la solucién particular y,(z) y sus derivadas en la ecuacion dife-
rencial (3.18).

Calculamos la primera derivada y reordenamos sus términos:
Yp = (Viy1 + vhye) + (viyy + vays). (3.20)

Para simplificar célculos y evitar derivadas de segundo orden de vy y vy
que complican su resolucién, imponemos la condicion:

Vhyy + viyy = 0, (3.21)

que nos proporciona una primera ecuacién para obtener v, y vy. Con esta
condicién, la ecuacién (3.20) queda,

/ p—

Y, = V1Y + VaYs-
Derivando de nuevo:
Yy = VY1 + 01y + voYs + vayy
y sustituyendo en (3.18),
V1YL + viYy + 0sYh  Uayy + Puiyy + puays + quiys + quays
= o1 (Y1 + pyr + qyr) + o2 (Y3 + Y + qu2) + ViYL + vay;
= 010 + 020 + ViY] + vhyh = g, (ya que yi, yo son soluciones de (3.18))
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y obtenemos la segunda ecuacion que buscamos,
Vi + vhYh = g (3.22)

Si existen vy y vy verificando (3.21) y (3.22), entonces y, sera solucién

particular de la ecuaciéon no homogénea. Por tanto, tenemos que resolver
o . N PR

el siguiente sistema para las incégnitas v} y v5:

vy +osye = 0 }
ViYL Y, = g

que en forma matricial se puede escribir:

(G 0)(2)-()
oY U 9
Por el método de Cramer tenemos que:

—9(@el) o 9@n()
Wy, ya(x) 2 Wy, el (z)

Notemos que el sistema si tiene solucion, pues el término que aparece en

el denominador es el wronskiano de y; e y», que es no nulo ya que y; e

1o constituyen un conjunto fundamental de soluciones de la homogénea.
Integrando las expresiones anteriores obtenemos:

oy — / —9(@)ya(x) - / g@yp(z)

Wy, yo] () Wiy, yo] ()

A
'Ul—

Sustituyendo en la expresiéon (3.19) llegamos a la solucién particular
Yp().

B Nota 3.6. Cuando integramos para hallar v; y ve, podemos tomar
las constantes de integracién como cero, ya que al multiplicar por y; e
obtendriamos términos que ya estan representados en la solucién general
de la EDO homogénea.

B Nota 3.7. El método de variaciéon de los parametros o de las cons-
tantes es mas general que el método de los coeficientes indeterminados
porque se puede aplicar también a ecuaciones lineales con coeficientes
variables y para cualquiera que sea la forma del término no homogéneo
g(x). Sin embargo, la dificultad en la resolucion de ciertas integrales nos
lleva a utilizar el método de coeficientes indeterminados en muchos de
los casos en que podemos aplicarlo.

® Ejemplo 3.23. Resuelve la EDO 3" + y = secx.

Solucion. La ecuacion caracteristica de la EDO homogénea asociada es
r? + 1 = 0, cuyas soluciones son r = +i. Por tanto, {cosz,senz} es un
conjunto fundamental de soluciones de la EDO homogénea y su solucién
general sera:

yn(z) = Cycosx + Cysen .
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Tomamos como solucion particular de la EDO completa una funciéon de
la forma:

Yp(x) = v1(x) cosx + va(x) senx

con vy y v9 funciones que deberemos determinar. Teniendo en cuenta que

secx = ——, debera cumplirse que:
Cos

cosx vy +senz vy =0

—senz ) + cosrvh = :
cos

Resolvemos el sistema aplicando la regla de Cramer. Denotando por W
al wronskiano de las funciones sen x y cosz, tendremos que:

cosT  senw
W = =cos’z +sen’z =1,
—senzx cosx

tendremos que:

0 sen 0 sen x
1 1
COS T COS T
v (z) = LCOSZ _ | cosx __senxr
%% 1 cosz’
COS T 0
1
—senz 1
/ _ COST _
v2(0) W T

Integrando, obtenemos:

vi(z) = / BT gy = In| cos z|

COS T

va(z) = /1dw -

Por tanto,
Yp(z) = coszIn|cosz| + rsenx

y la solucion general de la ecuacién es:
y(x) = Cicosx + Cysena + cosx In|cosz| + zsenx. B

® Ejemplo 3.24. Encuentra una solucién particular de la EDO y” +

6_3

La ecuacién caracteristica de la EDO homogénea asociada es r2+6r+9 =

0, cuya solucién doble es r = —3. Por tanto, {e¢ 3%, xe™3*} es un conjunto
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fundamental de soluciones de la EDO homogénea y su solucion general
sera:
yn(x) = Cre " + Cowe™.

Tomamos como solucién particular de la EDO completa una funcion de

la forma:

Yp(x) = vi(z)e ™™ + vo(w)we ™

con vy y vy funciones que deberemos determinar. Debera cumplirse que:

e 3T u) + ze I vl =
6—390
—3e73% ] + (€73 — 3re ) vl = 5
14+«

Resolvemos el sistema aplicando la regla de Cramer. Denotando por W
al wronskiano de las funciones e™3* y ze™3%, tendremos que:

—3x -3z
W — _e?)e—Sx 6_3x'x_€ 3I6_3x _ e—Gm(l o 3ZE + 3$) — 6—6.1“
Y, por tanto,
0 re 3"
€—3$ L
@) T2 (1 —3x)e J—— )
V) = = — —
! W e—Gx(l + IQ) 1 + xg)
e—Sx 0
e—3m
_ 9,3z
vl (IB) = " Lo | e = 1
2 - W - 676:1:(1_’_1-2) - 1+x2

Integrando, obtenemos:

vy (z) = / Y = —%ln(l + z?)

1+ a2
y
1
vy(r) = | ——dx = arctanz.
14+
Por tanto,
1 -3z 2 —3z
Yp(z) = —35¢ In(1 + z*) + ze ** arctanz. M
Problemas y cuestiones de la seccién 3.2
1. Encuentra mediante el método de los coeficientes indeterminados, si
se puede, una solucién particular de la ecuacién y” 42y’ —3y = g(x),
siendo g(z):
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(a) g(x) = cos (2)

(b) g(w) =27

(¢) g(z) = 50x cos .

(d) g(z) = 25" + 36xe>®

(e) g(x) =tanx

(f) g(x) = 289ze” sen x — 34e” cos .

(Solucién. (a) y,(z) = — g Sen (2x) — % cos (2x),
2 —4x

(0) myla) = 2,

2
(d) yp(x) = e 2 (=122 + 8) + e*(—x — —),
(e) No funciona el método de coeficientes indeterminados.

(f) yp(x) = e”((—172 4 68) senz — 68z cos x).
2. Resuelve la siguiente EDO:

y/l+2y/+y — efw.

1
(Solucién. y(z) = Cre ™ + Coxe™™ + 53326_36).

3. Encuentra la solucion general de las EDO siguientes utilizando el
método de variacion de parametros para hallar una solucién parti-
cular:

efx

(a) ¥ +2y +y= —

(b) ¥ +6y +9y =e > Inz.

(Solucién. (a) y(x) = Cre ™ + Coze ™ + ze *(—1+ Inz),
1

(b) y(x) = Cre3* + Chwe™* + Zx26_3”(2 Inz — 3)).

3.3. Aplicaciones de las EDO lineales de
segundo orden. Vibraciones mecanicas

Muchos problemas en que aparecen vibraciones mecanicas o el flujo de
corrientes eléctricas se modelizan con una EDO de segundo orden. En
esta seccion, estudiaremos problemas de vibraciones mecanicas que pue-
den aparecer en la modelizacion de la amortiguacién de un coche, en
la vibracion de un puente debido al viento y al trafico o incluso en la
vibracion de las alas de un avién debido a los motores y al viento.

Para estudiar estas vibraciones se toma como modelo un sistema masa-
resorte, consistente en una espiral suspendida de un soporte rigido con
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una masa sujeta al extremo. Para analizar este sistema se aplica la Ley
de Hooke y la sequnda Ley de Newton. La Ley de Hooke establece que el
resorte ejerce una fuerza de restitucion opuesta a la direccién del alarga-
miento del resorte con una magnitud directamente proporcional al valor
del alargamiento. Es decir, F' = ks, donde s es el alargamiento y k es una
constante que depende de las condiciones fisicas. Para hallar k, tengamos
en cuenta que si suspendemos una masa m del muelle y éste experimenta
un alargamiento [ hasta alcanzar la posiciéon de equilibrio, aplicando la
Ley de Hooke, y teniendo en cuenta que el peso y la fuerza de restitucién
son de igual magnitud pero con sentido contrario, obtendremos mg = ki
y podemos despejar k.

Consideramos un eje vertical para representar el desplazamiento de la
masa. Tomamos x = 0 como posicion de equilibrio y consideramos x > 0
cuando la masa se encuentre por debajo de dicha posiciéon y x < 0 cuando
se encuentre por encima (ver figura 3.2).

<0
L 2=0
>0
(a) Resorte (b) Masa-resorte (c) Masa-resorte
€n reposo en movimiento
Figura 3.2: Sistema masa-resorte.
Sobre la masa m pueden actuar las siguientes fuerzas:
e Gravedad: F; = mg dirigida hacia abajo.
e Fuerza de restitucién: F, = —k (z + [), proporcional al alar-

gamiento del resorte y de sentido opuesto al movimiento. Como
mg = kl (al tomar x = 0), podemos expresar la fuerza de restitu-
cion como Fy, = —kx — mg.

d
e Fuerza de amortiguacion: F; = —bd—f, donde b > 0 es la constan-

te de amortiguacién dada en unidades de masa/tiempo. Un ejemplo
de esta fuerza seria la resistencia del aire o la friccion debida a un
amortiguador. Suponemos normalmente que la fuerza de amorti-
guacion es proporcional a la magnitud de la velocidad de la masa,
pero en sentido opuesto al desplazamiento.
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e Fuerzas externas: Fy = f(t), la resultante de todas las fuerzas ex-
ternas que actien sobre la masa. Un ejemplo seria la fuerza ejercida
sobre un automavil ocasionada por los baches de la carretera.

Aplicando la segunda Ley de Newton, tendremos que:

d*x dx
mﬁ—mg—kx—mg—quLf(t),

obteniéndose la EDO lineal de segundo orden:
m—s +b— + kx = f(t). (3.23)

En funcién del valor de b, obtendremos:

e Sistema no amortiguado. Si b = 0.

e Sistema amortiguado. Si b # 0.
Y en funcién del valor de f(t), obtendremos:

e Movimiento libre. Si f(t) = 0.

e Movimiento forzado. Si f(t) # 0.
A continuacion, estudiamos cada uno de los casos posibles salvo el caso
del movimiento forzado. Este caso y el fenémeno conocido como resonan-
cia puede estudiarse en el anexo 3.7.3. Todos los casos que analizamos

son igualmente validos para el caso en el que trabajamos con circuitos
eléctricos ya que se obtiene el mismo tipo de EDO.

1. Movimiento libre no amortiguado

En este caso, la ecuacién (3.23) se reduce a:
2
x
Mmoo + kx = 0.

Dividiendo por m, se obtiene:

d2
ar + w?r =0,

dt?

donde w = \/% . Se trata de una EDO homogénea cuya ecuacion carac-

teristica viene dada por r? + w? = 0, asi que sus raices son r = £wi y su
solucion general es:

x(t) = C} cos (wt) + Cysen (wt).

Utilizando algunos cambios trigonométricos, obtenemos que:

x(t) = Asen(wt + ¢) (3.24)
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donde: -
A=,/C}+C5 vy ¢= arctané.

Este tipo de movimiento se denomina movimiento armoénico simple.

La constante A representa la amplitud del movimiento y ¢ se deno-

2
mina angulo de fase. El movimiento es periédico con periodo P = —
w

) w
y frecuencia natural o
T

B Nota 3.8. Observemos que la amplitud y el angulo de fase dependen
de C y Oy y, por tanto, de las condiciones iniciales, es decir, de la posicion
y de la velocidad inicial en el problema. Sin embargo, el periodo y la
frecuencia solo dependen de w, es decir, de k y de m.

2. Movimiento libre amortiguado

En el caso en que aparezca friccién o amortiguacion y, en ausencia de
fuerzas externas, la ecuacién (3.23) queda:

2

T dx

Las raices del polinomio caracteristico vienen dadas por:

b b2 — 4Amk
=t 2
" 2m 2m (3.25)

y, dependiendo del discriminante, obtenemos distintas posibilidades:

2.1. Movimiento subamortiguado (u oscilatorio). Se presenta cuan-
do:
b’ < 4mk,

lo que significa que la amortiguacion es pequena. Denotando:

b Vamk — b?
o Y P T

Y

2m

la solucion general vendra dada por la expresion:
z(t) = e(C cos (Bt) + Cysen (St)).
De donde obtenemos:

2(t) = Ae™ sen(St + ¢)

C
donde A = /C?+ C3 y ¢ = arctan 51 El factor exponencial se

2
denomina factor de amortiguacién y el factor con la funcion seno
se denomina factor senoidal, que es el que explica el movimiento

oscilatorio.
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B Nota 3.9. El factor senoidal explica por qué el sistema se llama sub-
amortiguado, ya que no hay suficiente amortiguacion para prevenir que
éste oscile (ver figura 3.3). De todas formas, como b y m son constantes
positivas, se tiene que a < 0 y el factor de amortiguacién e*! tiende a 0
cuando t tiende a +00. Como |z(t)] < Ae®|sen(St + ¢)| < Ae* puesto
que la funcién seno se encuentra entre —1 y 1, tendremos que z(t) — 0

cuando ¢t — oo.

2
Puesto que este factor senoidal varia entre —1 y 1 y tiene periodo —, se

B

tiene que la solucién varia entre —Ae® y Ae®.

T

pe

Figura 3.3: Movimiento libre subamortiguado.

2.2. Movimiento criticamente amortiguado. Se presenta cuando

b> = 4mk. En este caso, la ecuacién caracteristica tiene la raiz
doble:
b
r=——
2m

y la solucién general viene dada por la expresion:
2(t) = (C) + Cot) e 2. (3.26)

La oscilacion dada por el término senoidal del caso anterior no apa-
rece. Sin embargo,

, . O+ Cat , Cy
lim z(t) = lim ———— = lim — =0,
t——+o00 t—o400 ezt t—+o00 Leﬁt
2m

al igual que en el caso anterior. Ademas,
b b b
"(t) = — — (] — —(Ost | e 2mt
l’( ) (OQ 2m01 2m02 > e 2

asi que, sin tener en cuenta la solucién trivial (C; = Cy = 0), se
deduce que la derivada se anula a lo sumo en punto, con lo que
x(t) tiene como mucho un maximo o un minimo local para ¢ > 0
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y, por tanto, no oscila. Cualitativamente tenemos tres posibilidades
de movimiento dependiendo de las condiciones iniciales (ver figura
3.4).

(a) () (c)

Figura 3.4: Movimiento criticamente amortiguado.

En el caso (a) la masa m no pasa por la posicién de equilibrio ni al-
canza un desplazamiento extremo relativo para ¢ > 0. Simplemente
se aproxima al equilibrio monétonamente cuando ¢ tiende a +oc.

En el caso (b) la masa m no pasa por la posicién de equilibrio
para t > 0, pero su desplazamiento alcanza un extremo tnico para
t = t; > 0. Después, la masa tiende mondétonamente a la posicion
de equilibro cuando t tiende a +oc.

En el caso (¢) la masa pasa por su posicién de equilibrio una vez,
en t =ty > 0; luego alcanza su desplazamiento extremo en t = t3,
tendiendo al equilibrio de forma mondétona cuando ¢ tiende a +oc.

Este movimiento se llama criticamente amortiguado porque b se
encuentra en un valor limite. Si disminuyese de valor, apareceria la
oscilacion del caso anterior.

2.3. Movimiento sobremortiguado. Se presenta cuando b? > 4mk.
En este caso, el polinomio caracteristico tendra dos raices reales
distintas y negativas ry y ry y la solucion general sera:

z(t) = Cre™ + Coe™'.

que cumplird también que tligrn z(t) =0.
—+00

Ademas,
2’ (t) = eH(Cyry 4 Corgel™ b

con lo que una solucion no trivial puede tener a lo sumo un maximo
o un minimo local para t > 0. El movimiento es cualitativamente
igual al descrito en el caso anterior.
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3. Vibraciones forzadas

Como ya hemos comentado, el estudio de las vibraciones de un sistema
masa-resorte cuando se aplica una fuerza externa f(t) se estudia en el
anexo 3.7.3.

® Ejemplo 3.25. En el estudio de un resorte vibratorio con amortigua-
cion se llega a un problema de valor inicial de la forma:

ma”(t) + b2’ (t) + kx(t) =0, x(0) =z, 2'(0) =1y
siendo x(t) el desplazamiento medido a partir de la posicién de equilibrio
en un instante ¢ y donde:
m = masa sujeta al sistema,
b = constante de amortiguacion,
k = constante del resorte,
xo = desplazamiento inicial,
vy = velocidad inicial.

Determinemos la ecuacion del movimiento de este sistema cuando m = 36
kg, b = 12 kg/sg, k = 37 kg/sg?, o = 70 cm y vy = 10 cm/sg. Halla el
desplazamiento al cabo de 10 segundos.

Solucién. Buscamos la solucion de la ecuacion diferencial:
362" + 122" + 372 =0

con condiciones iniciales z(0) = 70 y 2/(0) = 10. La ecuacién auxiliar
asociada es:
36r° +12r +37=0

cuyas raices son r = —% =+ 7. Por tanto, la solucién general es:
1y 1y
x(t) = Cre 6" cost + Cae 6 sent.

Sustituyendo xz(0) = 70, tenemos que 70 = Cy. Para sustituir la otra
condicién inicial debemos derivar z(t):

1 1
2 (t) = —EC’le’ét cost — C’le’%t sent — éCge’%t sent -+ Cge*%t cost;

sustituyendo ahora z'(0) = 10, se tiene:
65

1
10 = —601+Cg, de donde Oy = 3

y la solucion del problema de valor inicial es:
65
x(t) = 70e 5 cost + ?e_%t sent.
Al cabo de 10 segundos, el desplazamiento sera:

65
2(10) = 70e ™5 cos 10 + ge—% sen10 ~ —13.32 cm. W
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Problemas y cuestiones de la seccion 3.3

1. Indica si las siguientes EDO modelizan movimientos subamortigua-
dos, criticamente amortiguados o sobreamortiguados.

(a) y"+4y" +3y = 0.
(b) v" 4+ 4y +4y = 0.
(¢) ¥+ 4y + 5y =0.

(Solucién. (a) sobreamortiguado, (b) criticamente amortiguado,
(¢) subamortiguado).

2. La siguiente ecuacién diferencial modeliza una oscilacién lineal de
un sistema masa-resorte:

32" + 62" + 62 = 0.

En ausencia de fuerzas externas y teniendo en cuenta que en el
instante inicial desplazamos la masa 3 m. por debajo de la posicién
de equilibrio y la soltamos sin impulso inicial, jcudl sera la posicién
de la masa al cabo de 1 segundo?

(Solucién. z(t) = 3e *(senx + cosz) y x(1) = 1.52 m).

3. La suspensién de un automévil se puede modelizar como un muelle
que vibra con amortiguamiento debido a los amortiguadores. Esto
lleva a la ecuacion:

ma” (t) + ba'(t) + kxz(t) = 0,

donde m es la masa del automévil, b es la constante de amortigua-
miento de los amortiguadores, k es la constante del muelle y z(t) es
el desplazamiento vertical del automovil en el tiempo ¢. Si la masa
del automévil es de 1000 kg y la constante del muelle es 3000 kg/sg?,
determinad el valor minimo de la constante de amortiguamiento b
(en kg/sg) que proporcionard un viaje libre de oscilaciones. Si re-
emplazamos los muelles por otros que tienen una constante £ doble
que la anterior, ;cémo varia este valor minimo de b7

(Solucién. b = 2000v/3, /2b).

3.4. EDO lineales de orden n

La teoria para las EDO lineales de cualquier orden es una generalizacion
de la teoria vista para el caso de ecuaciones de segundo orden. Como ya
explicamos en el tema 1, una EDO lineal de orden n es aquella que se
puede expresar de la forma:

an(x)y™ + -+ ay(2)y + ao(z)y = b(z).

Si b(z) = 0 se dice la EDO es homogénea.
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Si an(x) # 0 en el intervalo |a, b[, podemos dividir por a,(z) y expresar
la ecuacion en forma candnica:

y(") + pn,l(x)y("*l) + ot pi(@)Y + po(z)y = g(x). (3.27)

El siguiente teorema resume las condiciones bajo las cuales un problema
de valor inicial formado por una EDO lineal de orden n con n condiciones
iniciales, tiene solucion y es tnica:

B Teorema 3.8. Si p,_1(x),..., po(x), g(x) son funciones continuas
en algun intervalo ]a, b[ que contiene al punto xg, entonces el proble-
ma de valor inicial:

Y™ + p1(2)y" Y + L+ pi(@)y + po(w)y = g(z)

con las condiciones iniciales:

y(zo) = o, ¥ (z0) =v1,.-., y(n_l)(-ro) = Yn—1,

tiene una unica solucién en ese intervalo para cualquier eleccion de
los valores yo, Y1, ..., Yn—1-
De forma anéloga a las EDO lineales de segundo orden, también aparece
el wronskiano cuando trabajamos en EDO lineales de orden n:
B Definicion 3.6. El wronskiano de las funciones derivables:
yi(x), - yn(2)

viene dado por la expresion:

y1ECB0§ ?J7§950;
Wil @)= e
y" D (wo) ey (o)

El siguiente teorema nos proporciona la expresion para la solucion general
de una EDO lineal homogénea de orden n:

B Teorema 3.9. Consideramos la EDO lineal homogénea:

Y™ + pp1 (@)™ + -+ pi(2)y + po(w)y = 0,

donde p;(z) son funciones continuas en |a, b[. Si y1(z),- - , yn(z) son
soluciones de esta EDO en el intervalo ]a, b y se tiene que:

W[ylv ) yn] (xo) % 0

para algin valor de z( de |a,b[, entonces la solucién general de la
EDO en |]a, b[ viene dada por la expresion:

y(l‘) - Clyl(x) T oo T Cnyn(x)a
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con (Y, ...,C, constantes arbitrarias.

B Nota 3.10. Al igual que en el caso n = 2, si las funciones yy, ..., Yn
son soluciones de una EDO lineal de orden n en |a, b[, entonces su wrons-
kiano no se anula en ]a, b[ o es idénticamente nulo en |a, b[. La condicién
Wy, ...,yn)(x) # 0 nos asegura que las funciones y;(z), ..., y,(z) son
linealmente independientes en |a, b[. El conjunto {y1,y2, - ,yn} se de-
nomina conjunto o sistema fundamental de soluciones.

Al igual que en las EDO lineales de orden 2, la solucién general de una
EDO lineal de orden n se obtiene como suma de la solucion general de la
EDO homogénea asociada y una solucién particular de la EDO completa.

B Teorema 3.10. Si y,(x) una solucién particular de la EDO com-
pleta:

Y + pu1(2)y ™V (@) + .+ pr(@)Y () + pol2)y = g()

en |a,bly {y1(x), ..., yn(x)} es un conjunto fundamental de soluciones
de la ecuacion homogénea asociada, entonces la solucién general de
la EDO completa en |a, b] viene dada por:

y(z) = Crys(z) + ... + Cryn(x) + yp(2).

donde C1,--- ,C, son constantes arbitrarias.

Se puede generalizar la resolucién de EDO lineales de segundo orden
homogéneas con coeficientes constantes al caso de orden n. Igualmente,
puede extenderse el calculo de soluciones particulares por el método de
coeficientes indeterminados (sélo para EDO con coeficientes constantes)
y por el método de variacién de pardmetros (este tltimo vélido tam-
bién para EDO con coeficientes variables). En este tema estudiaremos
unicamente las soluciones de EDO homogéneas y daremos el método de
coeficientes indeterminados para el calculo de soluciones particulares.

EDO homogéneas con coeficientes constantes
La EDO lineal de orden n homogénea con coeficientes constantes:
any™ + a1y V(@) + .+ ary (z) + agy =0 (3.28)

con a, # 0, tiene siempre solucion en todo R. El polinomio carac-
teristico asociado viene dado por:

At 4 Q7"+ ar + ag
y la ecuacién caracteristica (o auxiliar) viene dada por:

A" + Ay 4 agr +ap = 0.
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Para construir un conjunto fundamental de soluciones, calcularemos las
raices del polinomio caracteristico y tendremos en cuenta las siguientes
posibilidades:

1. Para cada raiz real » de multiplicidad 1, la funcién €™ es solucién
de la EDO y formara parte del sistema fundamental de soluciones
de (3.28).

2. Para cada raiz real r de multiplicidad m > 2, las funciones:

et re’ x2erx szflemc
son soluciones de la EDO linealmente independientes y formaran
parte del sistema fundamental de soluciones de (3.28).

3. Para cada raiz compleja o + ¢ de multiplicidad 1, las funciones
e cos(fx) y e* sen(fz) son soluciones de la EDO linealmente in-
dependientes y formardn parte del sistema fundamental de solucio-
nes de (3.28).

4. Para cada raiz compleja a4/ de multiplicidad m > 2, las funciones:

e cos(Px), e sen(fx), xe™ cos(fx), re™® sen(fx), - -,
2" e cos(Bx), 2™ e sen(Bx)
son soluciones de la EDO linealmente independientes y formaran
parte del sistema fundamental de soluciones de (3.28).

Todas las funciones que aparecen en los cuatro casos son linealmente
independientes entre ellas y esto nos permitird obtener un sistema fun-
damental de soluciones. La solucion general vendra dada por cualquier
combinacion lineal de éstas.

® Ejemplo 3.26. Encuentra la solucion general de las siguientes EDO
lineales homogéneas:

(Solucién.

(a) La ecuacién caracteristica viene dada por r® — 6r? + 11r — 6 = 0,
cuyas raices sonr; = 1,7y = 2y r3 = 3. Las tres son reales y simples,
ast que {e%, €2, €37} es un sistema fundamental de soluciones y la
solucion general es:

y(x) = Cre* + Che®™ + Cse™.
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(b) La ecuacién caracteristica viene dada por r3 + 6r? + 13r + 10 = 0,

cuyas raices son r = —2 4+ iy r = —2 asi que {72, e * cos,
e 2®senx} es un sistema fundamental de soluciones y la solucién
general es:

y(x) = Cre " + Che ** cosw + Cze > sen .

(c) La ecuacién caracteristica viene dada por r* —r® —3r2 4+5r —2 = 0,
cuyas raices son r; = —2 con orden de multiplicidad 1 y ro = 1
con orden de multiplicidad 3. Por tanto, {¢72*, €*, ze”, 2%} es un
sistema fundamental de soluciones y la solucion general es:

y(x) = Cre " + Cye” + Cyze® + Cyx’e”.

(d) La ecuacién caracteristica viene dada por r* 4 12r® + 6212 + 1561 +
169 = 0, es decir, (r* + 6r + 13)? = 0, cuyas rafces son r = —3 4+ 2i
con orden de multiplicidad 2. Por tanto, {37 cos(2z), e 73 sen(2x),
re 3% cos(2w), ze 3 sen(2x)} es un sistema fundamental de solucio-
nes y la solucién general es:

y(z) = Cre™* cos(2x) + Coe " sen(2z) +

Cyze " cos(21) + Cyre " sen(27)).

EDO no homogéneas. El método de coeficientes indeterminados

Estudiaremos aqui inicamente el método de coeficientes indeterminados
para el calculo de una solucion particular en el caso en que la EDO tenga
coeficientes constantes. El método seguird siendo vélido, al igual que en
las EDO de segundo orden, siempre que el término no homogéneo sea
una funcion polinémica, exponencial, seno, coseno o suma finita de éstas.

B Nota 3.11. La propuesta para solucion particular vendra dada por
la misma que vimos en el caso de las EDO lineales de orden 2 segun los
casos 1, 2 y 3. La diferencia con respecto a las EDO de orden 2 es que
el factor 2" que aparecia en cada uno de esos casos, podria tener grado
mayor o igual a 2.

® Ejemplo 3.27. Resolvamos la ecuacion diferencial:

y/// + 3y// _ 4y — .T2 _ 23:,

Solucion. Las raices del polinomio caracteristico asociado a la EDO
homogénea son r; = 1 raiz simple y r, = —2 raiz doble. Por tanto, la
solucion de la EDO homogénea vendra dada por:

yn(x) = Cre” + Che " 4 Cyze .
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El término no homogéneo es g(z) = 2 — 2x. Como 0 no es solucién
del polinomio caracterfstico, no aparecers el término 2 y una solucién
particular tendra la forma:

yo(@) = (Aa? + Br + C),
con A, By C coeficientes indeterminados. Como:
yn' + 3y — Ay, = x° — 2u.
y las derivadas vienen dadas por:
y,(r) =24z + B, y,(x) =24, y'(v) =0,
tendremos al sustituir en la EDO:

04+3-24—4(A2’+ Bz +C) = 2> —27x — —4A2*> —4Br+6A—4C = 2* 2z

Igualando coeficientes, obtenemos que —4A =1, —4B = -2y 6A — 4C = 0.

1 1
Por tanto, A = 7 B = R C = —3 Luego, la solucion particular es:
1 1 3
yp(x) = —21362 T5T g
y la solucién general de la EDO completa es:
1 1 3
y(x) = Cre” + Che™* + Cywe > — sz + ¥ g [ |

Problemas y cuestiones de la seccién 3.4

1. Resuelve las ecuaciones diferenciales:
(a) y”’ —2y" — 5y’ 4+ 6y = 0.
(b) y¥) + Sy“’) +4y" 4+ 12y" + 4y’ + 12y = 0.
(c) y" +y" — 4y + 6y = 0.
(d) y —2y" + 2y —y = 0.
(e) Y™ +y" —5y" +y — 6y = 0.
(Solucién. (a) y(x) = Cie” + Coe™** + Cse®”.
(b) y(x) = Cre 3% 4 (Cy + Cax) cos(v/2x)) 4 (Cy + Csz) sen(v/2x).
(c) y(z) = Cre™3* + Cqe” cos x + Cse” sen x.
(d) y(z) = Cre” + Comwe™ + Cax?e” + Cye™™.
(e) y(x) = C1e** + Che™3% 4+ C3cosx + Cysen x).

2. Resuelve el problema de valor inicial:
y" —2y" =3y = a?
con las condiciones iniciales y(0) = 2, ¢/(0) = 0, y"(0) = 2.
(Solucién. y(r) = 8% (14€™ + 148 — 42z + 18z% — 92°)).

3. Escribe una ecuacién diferencial cuyo sistema fundamental de solu-

clones sea:
xr _—3x —3z
{1,¢e", e "% xe "}
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3.5. La transformada de Laplace

La transformada de Laplace (TL) permite resolver problemas de va-
lor inicial cuando las EDO son lineales con coeficientes constantes. Su
estudio surge de manera natural en el contexto de los circuitos eléctricos
donde aparecen funciones con ciertas discontinuidades con las que los
métodos estudiados no se pueden aplicar. La transformada de Laplace
tiene multiples aplicaciones en el control de procesos en ingenieria: con-
trol de la temperatura y humedad de edificios, control de un coche o un
avion para que se desplacen de manera exacta y de forma segura, en la
industria, en los controles de procesos de manufactura, en satélites, etc.

El proceso para resolver una EDO consiste en aplicar la transformada de
Laplace a una EDO lineal que la transformara en una ecuacién algebraica
que podremos manipular de manera sencilla. El uso de la llamada trans-
formada inversa de Laplace nos dara la solucién particular que buscamos.
Nuestros objetivos en esta seccién seran:

e Hallar la TL de determinadas funciones aplicando su definiciéon y
establecer una tabla de TL.

e Calcular la TL y la transformada inversa a partir de tablas de las
transformadas de funciones elementales y propiedades de la trans-
formada.

e Resolver EDO lineales con condiciones iniciales con la TL.

e Aplicacién de la TL a EDO lineales que involucran la funcion es-
calon y la funcion delta de Dirac.

3.5.1. Tabla y propiedades de la Transformada de
Laplace

B Definicién 3.7. La transformada de Laplace de la funcién f(t) viene
dada por la funcién:

F(s) = /000 f(t)e *tdt

en todos los valores s donde la integral impropia converge. La transfor-
mada de Laplace de la funcién f () se denota por L[f(¢)] o simplemente
F(s).

B Nota 3.12. No todas las funciones admiten transformada de Laplace,
pero las funciones con las que trabajamos normalmente si lo hacen. Para
profundizar en la existencia de la TL, puede consultarse el anexo 3.7.4.

Veamos como calcular la transformada de Laplace de funciones sencillas.

® Ejemplo 3.28. Calcula la transformada de Laplace de la funcién

flt) =1
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Solucién. Aplicando la definicién,

o 1 > 1 1 1
L1 = / e tdt = {——e_t‘s} = lim <——e_t5> +-=- sis>0. 1
0 5 g to s s s
B Nota 3.13. La integral impropia anterior es convergente sélo si s > 0.
En otro caso, la integral no existe. En general, el dominio de una TL

(valores donde la transformada existe) es un conjunto de la forma s > a
para algiin nimero a.

® Ejemplo 3.29. Calcula la transformada de Laplace de la funcién
f(t) = e™ para una constante a distinta de cero.

Solucion. Aplicando la definicién de la transformada de Laplace,

oo oo e—(s—a)t o0
L [e"] :/ e e dt :/ e~ (t=ab) g — [— ] :
0 0 §—a |y

Si s —a > 0, entonces e~ =9 — (. cuando t — oo. Por tanto:

ot ) 6—(s—a)t 1 1
L[e}:hm — + = para s >a. W
s—a s—a s—a

® Ejemplo 3.30. Calcula la transformada de Laplace de la funcién
Ft) =t

Solucién. Calculamos su transformada:

e t 1 o —st 1 t 1
2= [t e (- )] 2 g (MO0 L
0 s 82)|, tooo 52 52

Podemos calcular el limite aplicando la regla de L'Hopital y la integral
es convergente siempre que s > 0. Por tanto,

1
L[t] = — paratodos>0. B
s

® Ejemplo 3.31. Calcula la transformada de Laplace de la funcién
f(t) = sen(bt), donde b es un nimero real distinto de cero.

Solucién. Calculamos su transformada integrando por partes dos veces:

o0 _st 1S9

L [sen(bt)] = /o e ' sen(bt) dt = [—wa(s sen(bt) + bcos(bt))] 0 =
) e—st

tlgglo {—SZ—W(S sen(bt) + bcos(bt))] + e

Calculamos el limite aplicando la regla de I’'Hopital y comprobamos que
da 0 para s > 0. Por tanto:

b
L [sen(bt)] = P2 b todo s > 0. W
En la tabla siguiente aparecen las transformadas de algunas funciones
elementales que pueden calcularse aplicando la definicion.
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f(t) F(s)
1 , §>0
1
et ,8>a
8_
" nl
t,n:1,2,... ﬁ78>0
atyn TL'
e t,n:]_,Q,... m,8>d
b b
SeIl( t) 32——|—62’S>0
b 5
cos(bt) 52—+62’S>0
e sen(bt) b s>a
(s —a)?+b%
” 5—a
e cos(bt) (s—a)2+b2’8>a

Propiedades de la transformada de Laplace

Las propiedades de la transformada de Laplace permiten el calculo de
manera mas sencilla. Estas propiedades se basan, principalmente, en la
definicion de la transformada con la integral impropia. En todas las pro-
piedades que vamos a estudiar, supondremos que las funciones que apa-
recen cumplen las condiciones que se requieren para que exista la TL.

P1) Linealidad. Si a y b son constantes, entonces:
Llaf(t) +bgt)] = aL[f(0)] +bL]g(t)]. (3:29)

® Ejemplo 3.32. Calcula L [3¢* + 2sen? (3t)].

Solucién. Aplicando la linealidad y teniendo en cuenta que sen?t =

1
5(1 — cos (2t)), obtenemos:

L [3¢” +2sen” (3t)] = L [3¢” + 1 — cos (6t)] = 3L [¢*']+L[1]—L [cos (6t)] =

3 +1 S 353 + 1445 — 72 > m
= - — == , para s > Z.
s—2 s 2436 s(s—2)(s>+36)
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P2) Propiedad de la traslacién. Si L |[f] = F(s) existe para s > «,
entonces:

L[e”f] =F(s—a) para s>a+a.

® Ejemplo 3.33. Esto nos permite, por ejemplo, determinar la transfor-
mada L [e® sen (bt)] de la tabla anterior utilizando uinicamente la trans-
formada de la funcién sen(bt).

b
Solucién. Como L [sen (bt)] = F(s) = 2 bara todo s > 0, utilizan-
s

do la propiedad de traslacién de F'(s) obtenemos:

b
w para todo s > Q. [ |

L[e"sen(bt)] = F(s—a) = G0

P3) Transformada de Laplace de la derivada. Si L [f] = F'(s) existe
para para s > «, entonces:

L[f1=sL[f]— f(0) para s> a.

® Ejemplo 3.34. Calcularemos L [cost] conociendo la transformada de
la funcién sent.

Solucidn. Si f(t) = sent, entonces f'(t) = cost, asi que:

1
L [cost] = sL[sent] —f(0) = ST —-0= 823-1 para todo s > 0. W
S—~— S~

Este resultado puede generalizarse a derivadas de mayor orden:

P4) Transformada de Laplace de derivadas de orden mayor. Si
L[f] = F(s) existe para s > «, entonces:

L [f//] = s> L[f] — s f(0) — f/(0) paratodo s > a

y, en general,

I [f(”)] = " L[f]—-s""1 f(0)=s""2f(0)—...—f"1(0) para todo s > a.

Utilizaremos esta propiedad en la resolucién de problemas de valor inicial
mediante la transformada de Laplace en la seccion 3.5.3.

® Ejemplo 3.35. Calcula la transformada de Laplace de la derivada de
orden 4 de una funcién f(t) conociendo la transformada F'(s) = L[f(¢)].
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P5) Derivada de la transformada de Laplace. Si L [f] = F'(s) existe
para s > «, entonces:

Ll (o) = (-1 L)

® Ejemplo 3.36. Calcula L [t sen bt].

para todo s > a.

Solucién. Sabemos que:
b
L [Seﬂ bt} = F(S) = 32——}—1)2 para todo s > 0,

asi que derivando F'(s), tenemos:

dF —2bs

ds (P +s2)%
Por tanto, aplicando la derivada de la transformada, obtenemos:

dF 2b
L [tsenbt] = = ﬁ para todo s > 0. H
s s

Problemas y cuestiones de la seccion 3.5.1

1. Calcula, aplicando la definicién, la transformada de Laplace de las
siguientes funciones, indicando para qué valores de s existen:

@ L] donde £y = { 5,y % OS]
-1 s2 O0<t<1
(b) L[f(t)] donde f(t)=<¢ 3 si 1<t<5h
t st t> 5.

e (s+1) 4de* 1

Solucioén. — -

(Solucién. (a) = + . S s >0,
2 e 3%(6s+3)

(b)E+T’ s> 0).

2. Deduce la férmula de L [t"], siendo n € N. Sugerencia: calcula las
transformadas L [t?], L[t*] y a partir de ellas deduce la férmula

general.
n!
(Solucién. 1 5 0).
3. Calcula:
o .. 252 4+ 85 — 10
o [[2te " cos3t]. (Solucidn. ErwEn 13>2).
e L[(1+e%?%. (Solucién. l—l— 2 + ! ).
s s+1 s+2

8(3s* + 34s% — 225)

L4
e L[tsentsen(4t)]. (Solucién. —— 5 )
(s* + 3452 + 225)
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s(s*+7)
(s2+1)(s249)

Lcos®t].  (Solucién.

).

1 3_1..2

I [3 4 2e70t — §t2] . (Solucién. Pl + s+ 5

) 5 .. 5 6 V7
I {e Lsen(V/Tt) + 13 — ﬂ (Solucién. —4—8+¥+m
8.3, 6
S s (249

—
1+ (s —4)27

2
G

4. Escribe la derivada de orden 5 de la funcién f(t), es decir, L [ f®].

).

).

o [ [4t* —3+sen’t]. (Solucién.

o Lle*sen(—t)]. (Solucién. —

e Calcula L[t*¢*].  (Solucidn.

5. Sabiendo que L [t%} = 2\/5 calcula L [t%} y L [tg}
S2
1
(Solucién. &?, 5—\/7%)
552 8s2
t —t

6. Sabiendo que cosht = , calcula L [cosht].

).

S
Solucion.
(Solucién T

3.5.2. Transformada inversa de Laplace: definicion
y propiedades.

En esta seccion veremos el problema inverso al cédlculo de la transfor-
mada de Laplace, es decir, estudiaremos cémo encontrar la funcién f(t)
conociendo su transformada F'(s). Esto resulta imprescindible en la re-
solucion de EDO lineales con coeficientes constantes, tal como veremos
en la seccion 3.5.3.

B Definicién 3.8. La transformada inversa de Laplace de una fun-
cién F(s) es la funcién f(t) que cumple:

L{f(t)] = F(s). (3.30)

2
(a) F(s) = &
3
(b) F(s) = 5—-
54 +9
s—1
(c) F(s) = 5—5—=
§4—2s5+5
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7s —1

(@) Fls) = =%

Solucién. Para calcular L™ [F(s)] consultamos la tabla de la transfor-
mada y obtenemos:

w 2 [2] =1 [2] -
w1 [ -1 [ s

s24+9 52 4 32
(c) Puesto que el denominador no tiene raices reales, podemos escribirlo
como suma de cuadrados en la forma (s — 1)? + 22. Tendremos, por
s—1 s—1
tant L'V | =L | = 2t).
anto, que [32—23+5} [(3—1)2+22} e’ cos (2t)

(d) Como el denominador admite raices reales, en primer lugar, tenemos
que encontrar la descomposicién en fracciones simples de F(s) =
7s —1

s3—Ts—6
a la descomposicion:

. Como s —Ts—6 = (s+1)(s+2)(s —3), esto nos lleva

-1 _ A B C
$—7s—6 s+1 s+2 s—3

donde A, B y C son constantes a determinar. Reducimos a comin
denominador el término de la derecha e igualamos los numeradores:

7Ts—1=A(s+2)(s—3)+B(s+1)(s—3)+C(s+1)(s+2).

Asignando valores a s (por ejemplo, los valores de las raices), obte-
nemos un sistema trivial cuya solucién es A =2, B= -3y C = 1.
Otra opcién para encontrar estos valores es igualando los coeficien-
tes de los polinomios que aparecen en ambos términos. Por tanto,

7s —1 2 -3 1
L ———r——| =L" =
ls3—7s—6} {8+1+8+2+S—3:|

1 1 1
2L~ — 3L L' =
] ] e [

2t —3e % 4+ €% paratodo s> 3. M

Propiedades de la transformada inversa de Laplace

Veamos algunas propiedades de la transformada inversa que nos permiten
simplificar su célculo.

P1) Linealidad. L' [aF + bG] = aL™' [F]4+bL™" [G] para cualesquiera
numeros reales a, b.
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-3 7
® Ejemplo 3.38. Calcula L1 {2_53 + T 32}

Solucion. Aplicamos la propiedad de la linealidad,

-3 7 3 1 1 3t2
1 _ I -1 = ——+
L [233 + 7 52} 2L Lg] + 7L L 32} 7sent. B

P2) Transformada de la integral. Si L [f(t)] = F(s), entonces:

L [/Otf(u) du] _Fls). (3.31)

S

o, en forma equivalente,
F t
Lt {ﬂ} :/ f(u) du. (3.32)
s 0
1

) Ejemplo 3.39. Calcula L_l {m} .

Solucién. Teniendo en cuenta la férmula (3.32), consideramos:

F(s) 1
s s(s2+4)
luego:
1 1 2

Fls) = 2+4 252422 =L

Aplicando la linealidad y buscando en la tabla de transformadas tenemos,

1 1 2 1 2 1
—1 _ —1 _ — -1 —_— — =
L [32—4—4} =L {2—52+22} 2L LZ‘FW} 2sen(2t) f(t).

Por tanto,

I {m} _ /0 t%sen(?u) du — [—icos(?u)}t _ i—icos(%). N

Problemas y cuestiones de la seccién 3.5.2

(s + 2 ..
1. Halla L™' | —; } . (Solucién. t + t?).
S
(7 — 35 4 252 i 7
2. Halla L=" | —————|.  (Solucién. 2 — 3t + 5252).
S
[2s —1 1 7
3. Halla L™" | 5 . (Solucién. —= + —e™¥).
| 5%+ 3s 3 3
[ 4 4 4
4. Halla L' | ———|.  (Solucién. - — — cos(v/5t)).
| s(s2+5) 5 5
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5. Halla L™ s(i%eﬂjs)] . (Solucién. (1 —u(t— 3))cos(rt)).
6. Halla L~ M} (Solucién. mﬁ%ﬁ““t)).

7. Halla L1 ﬁ} . (Solucién. (5t — 10t*)e~*).

S Halla ™" | (536:(2??25)]'

(Solucién. (g — §el_t cos(t — 1) — gsen(t — 1)> u(t —1)).

2
3 e't?
. L7'|————. (Solucién. .
! [(5—1)101 (Solucién. 355065)
3 3e1¢?
10. L7' |—————1. (Solucién. .
[(48 — 1)3} (Solucién 198 )

3.5.3. Resoluciéon de problemas de valor inicial

La resolucién de problemas de valor inicial cuya incgnita es y(t) uti-
lizando la tansformada de Laplace se basa en aplicar la transformada
sobre toda la ecuacién, obteniendo una nueva incégnita Y (s). Haciendo
manipulaciones algebraicas, podemos despejar Y (s) y, con el uso de la
transformada inversa, recuperamos la funcién original y(t), obteniendo
la solucion del problema. Veremos ejemplos en los que las EDO son li-
neales de coeficientes constantes y los términos independientes pueden
ser funciones continuas o discontinuas. Sin embargo, puede aplicarse esta
técnica a algunas EDO lineales con coeficientes variables, a sistemas de
EDO e incluso a EDP.

® Ejemplo 3.40. Resuelve el problema de valor inicial dado por:

Solucién. Tomando la transformada de Laplace en ambos miembros de
la ecuacién y por la propiedad de linealidad, obtenemos:

Lly"] = Lly] = —L[t].

Denotamos por Y(s) a la transformada de la funcién y(t), es decir,
Y(s) = Ly(t)]. Utilizando la propiedad de la transformada de la de-
rivada, sabemos que:

Lly"] = s*Y (s) — sy(0) — /(0)

y, por tanto,
Y (s) = sy(0) —y'(0) = Y ( )——l
S S SY Yy S) = S 5"
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Sustituyendo las condiciones iniciales, obtenemos:
2 1 2 1
sY(s)=1=-Y(s)=—— — (5" =1Y(s)=1-— (3.33)
s s

Despejando Y (s) de (3.33), resulta:

-5 (=1 1
Y(S)_52—1_52(32—1)_§'

Por tanto,

y se tiene que y(t) =t es la solucién del problema de valor inicial. W

B Nota 3.14. En el proceso anterior hemos determinado y(t) utilizando
la transformada inversa de la funcién Y'(s) = 1/s?. Pero y(t) =t no es la
tinica cuya transformada inversa de 1/s%. Otro ejemplo de transformada
inversa de 1/s* serfa la funcién:

]t si t#6
g(t)_{o si t=6.

Esto es debido a que la transformada es una integral y las integrales no
cambian si modificamos los valores de una funcion en puntos aislados. La
diferencia entre y(t) y g(f) es que y(t) es continua en [0, +o0o[ mientras
que ¢(t) no lo es. Siempre que podamos, tomaremos soluciones que sean
continuas. Ademds, para cada funciéon F(s), existe como méaximo una
tunica transformada inversa f(¢) que sea continua.

Método de resolucién

Como ya hemos indicado, para resolver un problema de valor inicial
seguimos los siguientes pasos:

(1) Tomamos la transformada de Laplace de ambos miembros de la
ecuacion.

(2) Aplicamos las propiedades de la transformada y las condiciones ini-
ciales para obtener la transformada de Laplace de la solucion, y
luego despejamos la transformada de esta ecuacion.

(3) Determinamos la transformada inversa de la solucién buscando en
la tabla o utilizando un método apropiado en combinacién con la
tabla.

® Ejemplo 3.41. Resuelve el problema de valor inicial:

y' =2y +5y=—8"" y(0)=2, y'(0)=12.
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Solucién. Aplicamos la transformada en ambos miembros de la igual-
dad:
Lly" =2y +5y] = L[-87"].

Utilizando la linealidad de L y la transformada de la funcién exponencial
tenemos:

8

Lly"| =2L[y]+ 5Ly = EPEE

(3.34)
Si L[y] = Y (s), sabemos que:

Lly] = sY(s) — 4(0) = s V(s) ~ 2
Ly =s*Y(s) —sy(0) —y'(0) = s*Y(s) — 2s — 12.

Sustituyendo estas expresiones en (3.34) y despejando Y (s), resulta:

8

s°Y (s) — 25 — 12— 2(sY (s) —2) + 5Y(s) = s+l ~

(s> —2s+5)Y(s) :284_8_3—;—&1 —
2s% 4+ 10s
(82 —2s+5)(s+1)

Y(s) =

Queda por calcular la transformada inversa de la funcién Y (s). Teniendo
en cuenta que la descomposicién en fracciones simples del cociente de
polinomios es:

252 4+ 10s 1 3s+5

(s2—2s+5)(s+1) _s+1+52—25+5’

obtenemos, utilizando la tabla para cada uno de ellos, que la solucion del
problema de valor inicial es:

y(t) = L‘l[Y(s)] = 3et cos2t + 4etsen2t — et A

B Nota 3.15. Observamos que utilizando la transformada de Laplace
se puede reemplazar “diferenciacion con respecto a t” con “multiplicacién
por s”, convirtiendo una ecuacion diferencial en una ecuacién algebraica.

Problemas y cuestiones de la secciéon 3.5.3

1. Resuelve el problema de valor inicial ¢ — 2y = 2t + 1, y(0) = 1.
(Solucién. —t — 1 + 2¢?").

2. Resuelve el problema de valor inicial y” + 2y +y =t + €', y(0) = 0,
7 1 )
y'(0) =2. (Solucién. =2+t + —e~t + —el + —te™).

4 4 2
3. Resuelve el problema de valor inicial 3y’ + 4y’ — 5y = te', y(0) = 1,
35 181 1 1
y'(0) =0. (Solucién. ﬁe‘“ - ﬁet ~ 36! el + Etz e').

4. Encuentra la funcién y(t) que cumple y” — 3y’ +2y = 2sent—6 cost,
y(0) =2,4(0) =5. (Solucién. e’ + €* + 2sent).
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5. Dada la EDO y” 4 6y’ + 9y = g(¢),

(a) Halla la solucién general cuando ¢(t) = 0.

b) Resuelve el problema de valor inicial cuando g(t) = e que
(b) p g q

cumple y(0) =0, y'(0) = 0.
(c¢) Halla la solucién general de la ecuaciéon completa.

(Solucién. (a) y(t) = Cre™3 + Cote 3, (b) y(t) = %t26—3t7 (c)

1
y(t) = Cre 3" + Cote 3" + 57526*3’5).

3.5.4. Transformada de Laplace de funciones espe-
ciales

En esta seccién estudiaremos funciones especiales con discontinuidades
que aparecen en ciertos problemas de ingenieria:

e funcién escalén o de Heaviside,

e funcién delta de Dirac.

Funcién escalén unitario (o funcién de Heaviside)

Dado a > 0, se define la funcién escalén unitario u(t — a) (también
denominada funcién de Heaviside) como:

(t—a) = 0 si 0<t<a
v V=31 s t > a.

Figura 3.5: Funcién de Heaviside en ¢ = a.

Si queremos modificar el salto que tiene esta funcién en ¢t = a, multipli-
camos por una constante M:

0 si 0<t<a
Mu(t —a) = . (3.35)
M si t>a.
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Muchas funciones discontinuas pueden expresarse en términos de fun-
ciones escalén unitario, lo que nos permite simplificar el cdlculo de su
transformada de Laplace.

® Ejemplo 3.42. Escribe la funcién a trozos:

2 s1 0<t<m
f(t)_{f) si t> .

en términos de la funcién escaldn.

Solucion. Tendremos que:

0 si 0<t<m
f(t)_2+{3 si t> .

y, por tanto, f(t) =2+ 3u(t — 7). N

Introducimos ahora la llamada propiedad de desplazamiento. Esta pro-
piedad describe el efecto sobre la transformada inversa cuando multipli-
camos una funciéon por e~ . Estos desplazamientos surgen, por ejemplo,
cuando hay tiempos de retraso en la alimentacién de energia a sistemas
eléctricos (la alimentacién ocurre en el tiempo ¢t = a > 0). El factor e~
se denomina factor de retardo.

P3) Propiedad de desplazamiento. Si F(s) = L[f(t)] existe para
s > «, entonces:

Lu(t—a) f(t —a)] =e * F(s) paratodo s > a+ « (3.36)
o bien, en términos de la transformada inversa,

L~ e F(s)] = u(t —a) f(t — a). (3.37)

—6s
® Ejemplo 3.43. Calcula L Li n 9}.

Solucién. Tendremos que:

L [ " } — L Ve 9 F(s)] = u(t — 6) f(t — 6).

s24+9
donde F(s) = 21 . Como:
52+ 9
LR = 17 | g | = gsenten = 10,
5449 3
obtenemos:

e 0 1
Lt == -1 —-6). 1
{32 9} 3 sen(3t 8)u(t — 6)

Para seguir con la tabla que hicimos al principio de la secciéon, calculamos
la transformada de Laplace de la funcion escalon.
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® Ejemplo 3.44. Calcula la transformada de Laplace de u(t — a) con
a> 0.

Solucién. Tendremos que:

Llu(t —a) = <, (3.38)
s
ya que para s > 0,
Lu(t—a)] = 0+°o etu(t —a)dt = [ et 0dt + fa+oo e st dt

_ —+o0 _
e st e as
s s

a

® Ejemplo 3.45. Calcula la transformada de Laplace de la funcién:

3 si 0<t<?2
f)y=< -1 si 2<t<5
7 si t>5.

Solucién. Una posibilidad es utilizar directamente la definicién de la
transformada de Laplace. Sin embargo, ahorraremos calculos expresando
f(t) en términos de funciones escalén unitario y aplicando después la
férmula (3.38). Analizamos el comportamiento de la funcién:

e La funcién f(t) es igual a 3 hasta que t alcanza el valor 2.

e Cuando t llega a t = 2 da un salto al —1. Este salto de —4 unidades
se puede expresar como —4 u(t —2) ya que u(t —2) vale 0 hasta que
t alcanza el valor 2, después del cual tiene el valor —1.

e En ¢ =5 la funcién f(t) salta de —1 a 7, es decir, da un salto de 8
unidades. Esto se puede expresar como 8 u(t — 5).

Por tanto,
f(t) =3 —4u(t —2)+8u(t —5).

Tomando la transformada de Laplace y aplicando la férmula (3.38), ob-
tenemos:
3 de % 80

LIl =3L[1] = 4L[u(t = 2)) + 8L[u(t = 5)] =~ ——+ ——. W

Veamos ahora un ejemplo de como resolver un problema de valor inicial
donde aparecen funciones escalon.

® Ejemplo 3.46. Resuelve la EDO:
/A —
y" — 4y + 8y = 2u(t — 3)e3td)
con las condiciones iniciales y(0) = 1, ¢/(0) = 3.
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Solucién. Aplicamos la transformada en ambos miembros de la igual-
dad:
Lly" — 4y + 8y] = L [2u(t — 3)e*" =] .

Utilizando la linealidad de L y la propiedad de desplazamiento para
calcular la transformada de la derecha (donde f(t—3) = 3t=3) — f(t) =
e’ — F(s) = -L5), obtendremos:

—3s

1 / €
L[y]—4L[y]+8L[y]:28_3. (3.39)
Si L[y] =Y (s), sabemos que:

Lly]=sY(s) —y(0) =sY(s) — 1,
Lly"]=s*Y(s) = sy(0) —y'(0) = s*Y(s) — s — 3.

Sustituyendo estas expresiones en (3.39) y despejando Y (s), resulta:

—3s
Y (s) — s —3 —4(sY(s) — 1) + 8Y(s) = 2.5 - -
8 —
6—33
(s =45+ 8)Y(s) =5 —1+2 3~
8 _
s—1 2 _3s

Yo = e s T o — a9

Si al despejar Y(s), queda una parte con una exponencial que depen-
da de s y otra parte sin exponencial, conviene dejar separadas ambas
expresiones para calcular la transformada inversa. Denotando:

s—1 2 _3
= = (A 87
(s —3)(s? —4s +8)

calcularemos cada una de sus transformadas inversas. Puesto que s —
4s + 8 no tiene raices reales, tendremos:

()= L (s)] = 1! [ﬁ] o [%] _

-2 1 2
I ——= oL — | =
{(3—2)24—22] 3 {(5—2)2—1-22}
1
e* cos(2t) + 56% sen(2t).

Para calcular y»(t) = L™ [Y3(s)], utilizaremos la propiedad de desplaza-
miento. Denotando por:

tendremos que:

y2(t) = L' [e7F(s)] = u(t = 3)f(t - 3)
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donde f(t) = L™'[F(s)]. Hacemos el calculo correspondiente:

_ 71 2 (2t 2 sl
f6) =1L {3—3)(52—45+8)}L [53—3 552—45—1—8}

—_ -

2 [ s-2 2 2 B
s—3] 5 (s—2)2+22] 10 (s —2)24+22|
2 2 1
. 56% cos(2t) — 562t sen(2t).

5

Por tanto, la solucion sera:

y(t) = LY (s)] = y1(t) + ya(t) = €* cos(2t) + %e% sen(2t) +

2 1
gu(t —3) (eg(t_?’) — 2 cos(2(t — 3)) — 562(t_3) sen(2(t — 3))> .

Si queremos escribir la funcién a trozos, sera:

( 1
e (008(225) +3 sen(2t)> si 0<t<3

1 2
y(t) = 9 e cos(2t) + 562t sen(2t) + geg(t_?’)

2 1
—562(t_3)<COS(2(t —3)) + 3 sen(2(t—3)) st t>3 N

\

La funcién delta de Dirac

En ciertos fenémenos como pueden ser los sistemas mecanicos, circuitos
eléctricos y deflexion de vigas, aparecen funciones que tienen un valor
muy grande en un intervalo de tiempo muy corto. Por ejemplo, el golpe
de un martillo ejerce una fuerza relativamente grande durante un inter-
valo de tiempo relativamente corto, y una carga pesada concentrada en
un punto de una viga suspendida ejerce una fuerza grande sobre una
pequena seccion de la viga. Una pelota puede lanzarse hacia arriba con
un golpe violento dado con algin tipo de palo. Si estudiamos la EDO
que modeliza un sistema mecanico sometido a una fuerza de estas carac-
teristicas, podremos conocer la respuesta del sistema ante dicha fuerza.
Para tratar con estas fuerzas, se utiliza la llamada funcion delta de Dirac.

B Definicién 3.9. La funcién delta de Dirac 0(t) se caracteriza por
las dos propiedades siguientes:

(1) Se tiene que:

w-{0 T
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2) Y

F()8(t) dt = £(0) (3.41)

para cualquier f(t) continua.

Figura 3.6: Funcién delta de Dirac.

Desplazando el argumento de () tenemos que §(t —a) =0sit #ay
+oo
f(t)d(t —a)dt = f(a) (3.42)

— 00

para cualquier funcién f(¢) continua.

Calculamos a continuacién su transformada de Laplace.

® Ejemplo 3.47. Calcula la transformada de Laplace de la funcién
d(t —a) con a > 0.

Solucidén. Utilizando la (3.42) para f(t) = e * y teniendo en cuenta
que §(t — a) = 0 para t # a, tendremos que para a > 0:

Ls(t — a)] = /0 " s — a)di = /_ T = a)dt = e,

[e.9]

Por tanto, para a > 0,

LSt —a)=e M

Para resolver problemas de valor inicial donde aparece la funcion delta de
Dirac, se procede de manera analoga al caso en que aparecen funciones
escalon.

® Ejemplo 3.48. Resuelve la EDO:
!
y' +9y=0(t—1)
con las condiciones iniciales y(0) = 0, y/(0) = 1.
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Solucién. Aplicamos la transformada en ambos miembros de la igualdad
y operamos:

Lly"+9y]=L[s(t—1)].

Tendremos también:
L[y |+ 9L[y] =e*. (3.43)

Si L[y] =Y (s), sabemos que:

Lly]=sY(s) —y(0) = sY(s),
L[y") = s*Y(s) — sy(0) —y'(0) = s*Y(s) - L.

Sustituyendo estas expresiones en (3.43) y despejando Y (s), resulta:

Y (s) =14+ 9Y(s) = ¢ * = (2 + )Y (s) =L+ e >
Y(s) = s + e e,

s2+9 32+96

Mantenemos separada la parte con exponencial y obtendremos:

y(t)_Ll[Y(s)]:lLll ’ }+1L1{ ’ s}:

2+3] 37 |2+3°

% sen(3t) + %u(t ~ 1) sen(3(t — 3)).

Si queremos escribir la funcion a trozos, sera:

5 sen(3t) si 0<t<1

y(t) =
%sen(St) + %sen(B(t —-1) s t>1. N

Problemas y cuestiones de la seccién 3.5.4

1. Calcula la transformada de Laplace de la funcién f(t) utilizando la
funcioén escalén:

1 s1 0<t<?2

ft)=¢2 0 si 2<t<3
e si t>3
6723 621735

).

2. Resuelve el problema de valor inicial y” 4+ 2y’ 4+ 3y = §(t — m) con
las condiciones iniciales y(0) = 0, 3/(0) = 1.

1
Solucién. — —
(Solucién . . o

75 Sen(V21) = — sen(vVa(m — 1)ult — m)).

3. Resuelve el problema de valor inicial 3" — 3y’ + 2y = e'3u(t — 3)
con las condiciones iniciales y(0) = 1, ¥/(0) = 0.
(Solucién. y(t) =2¢e' —e* +u(t — 3) (0 + (2 — t)e!?)).

(Solucién. y(t) =
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4. Resuelve el problema de valor inicial y” +2y'4+y = u(t—1) —u(t —2)
con las condiciones iniciales y(0) = 1, ¢/(0) = 0. Escribe la solucién
como una funcién a trozos.

(Solucién.

(t+1)et si 0<t<1
fO) =< (t+Det+1—tet? si1<t<?2
(t+Det+2—te P+ (1—t)e*t si t>2).

5. La corriente I(t) de un circuito RLC en serie estd regido por el
problema de valor inicial:

I" — A = f(t), 1(0) =0, I'(0) = 0

. i <t<?2 . .
siendo f(t) = { g : 0= ; ; 5 - Determina la corriente en fun-
cion del tiempo. a
(Solucién.
0 si 0<t<?2
) = { 2et7 4 22 5 1 >2).

6. Una masa sujeta a un resorte se suelta del reposo 1 m. por debajo
de la posicion de equilibrio del sistema masa-resorte y empieza a vi-
brar. Después de /2 segundos, la masa es golpeada por un martillo
que ejerce un impulso sobre la masa. El sistema esta regido por el
problema de valor inicial:

o+ x=—36 (t - g) . 2(0) =1, 2/(0) = 0.
Calcula el desplazamiento x(t) con respecto al equilibrio en el ins-
tante t y explica qué le sucede a la masa después de ser golpeada.

(Solucién. z(t) = cost + 3cost u(t — g))

3.6. Proyecto para el capitulo 3. Ecuacio-
nes de Cauchy-Euler

Una clase especial de ecuaciones lineales de segundo orden con coeficien-
tes variables que sabemos resolver son las ecuaciones de Cauchy-Euler,
que son aquellas que pueden escribirse de la forma:

d*y dy
- J -7 — 44
. —l—b:cdx—i—cy g(x) (3.44)

CICCQ

donde a, by ¢ son constantes. Este tipo de ecuaciones se resuelven hacien-
do el cambio x = e’ que transforma la ecuacién (3.44) en una ecuacién
con coeficientes constantes. También pueden resolverse suponiendo que
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la solucién es de la forma y(z) = z", lo que conduce a una ecuacién
auxiliar en r. Veamos ambos métodos.

Método 1. Hacemos el cambio de variables:

(ZL’, y) — (tu y)
. dx
definido por z = €' > 0. Tendremos que i et y por la regla de la
cadena:
dy dydx dy ,
= =-=—= "¢
dt drdt dx
Despejamos:
@ — e_td_y
dx dt

y volvemos a derivar, aplicando de nuevo la regla de la cadena:
d*y d [dy d ( ,dy Ay dPyde
— =—|—=|==|—=|=e—+e——=
dt?  dt \ dt dt dx dx dxz? dt
by |y _dy | i

_ %Y _
e R T

y despejamos:

2~ C dt’
. dy d%y y >
Sustituyendo oV g2 on la ecuacion (3.44), llegamos a la ecuacién
T T
lineal de coeficientes constantes:
d*y dy t
aw—i—(b—a)%—l—cy:g(e ) (345)

Esta ecuacion ya se puede resolver por los métodos conocidos obteniendo
y(t). Posteriormente, deshacemos el cambio para tener y(x).

Si nos interesan soluciones para x < 0, hacemos el cambio de variable
x = —& y resolvemos la ecuacién para £ > 0.

Método 2. En primer lugar, resolvemos la ecuaciéon homogénea asocia-

da:

az*y" +bxy +cy=0, x>0.

Consideramos soluciones de la forma y = x", con r a determinar. Al
sustituir obtenemos:

ar’r(r—1)z" 2 +bxra ' +ca" =0
y podemos sacar factor comun z":

2" (ar(r—1)4+br+c¢) =0.
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Puesto que " > 0, para que se verifique la ecuacion se tendra que cum-
plir:
ar(r—1)+br +c¢=0. (3.46)

La ecuacién (3.46) es una ecuacion auxiliar de la ecuacién de Cauchy-
Euler, llamada ecuacién indicial.

Veamos qué soluciones obtenemos en funcion de las raices de la ecuacion
indicial:

1. Si las raices son r; y 79, reales y distintas, entonces dos soluciones
linealmente independientes son y; (z) = 2" e yo(z) = x™. Por tanto,
la solucion de esta ecuacién homogénea es:

yn(z) = Cra™ 4 Coa™.

2. Si la ecuacién auxiliar tiene una raiz doble r, entonces una solucién
es y1(x) = 2". Mediante el método de reduccién de orden (ver anexo
3.7.1), obtenemos una segunda solucién linealmente independiente
dada por ys(x) = 2" Inx. En este caso, la solucién de la ecuacién
homogénea sera:

yn(z) = Crz + Cyz" Inx.

3. Si las raices son complejas conjugadas, r = a =+ (31, la solucion de la
ecuacién homogénea es:

yn(z) = Craz®cos(flnx) + Coz*sen(flnx), x> 0.

Para x < 0, hacemos el cambio de variable x = —¢ y resolvemos la
ecuacion para £ > 0.

La solucién particular se puede calcular por el método de variacién de
parametros.

® Ejemplo 3.49. Resuelve la EDO de Cauchy-Euler dada por:
22y + 22y — 2y =2

en |0, +oo[ mediante los dos métodos estudiados.

Solucién. 1) Para esta ecuacion, se tiene que a = 1, b =2, ¢ = —2. Por
tanto, el cambio x = e!, nos lleva a la ecuacién de coeficientes constantes
dada por (3.45):

/ t

7
Yy +y —2y=ce.
Su ecuacién auxiliar es 72 +7 —2 = 0, con raices r; = 1y r, = —2. Luego
la solucion general de la parte homogénea es:

yn(t) = Cre' + Coe™".
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Para hallar la solucién particular, aplicamos el método de los coeficientes
indeterminados, suponiendo que ésta es de la forma:

y,(t) = t" Ae!

siendo h el orden de multiplicidad de 1 en la ecuacion auxiliar; en este
caso h = 1. Por tanto:

yp(t) = tAe', y(t) = Ae' + Ate', y)(t) = 24e" + Ate’
y sustituyendo en la ecuacién diferencial, obtenemos que 3A = 1, es
decir, A = 1/3. Por tanto:
1
t) = —te'
Yp(t) 3 €

y la solucion general es:

1
y(t) = Cre' + Coe™ + gtet.

Deshaciendo el cambio inicial # = e!, obtenemos:

1
y(z) = Ciz + Cox ™% + gxln z, x>0.

2) Para aplicar el segundo método, suponemos que las soluciones son de
la forma z". Derivando y sustituyendo llegamos también a la ecuacién
auxiliar 7(r — 1) 4+ 2r — 2 = 0 con raices r; = 1 y ro = —2, obteniendo la
solucién general de la parte homogénea:

yn(r) = Cra + Cox 2.

Para hallar la solucion particular tenemos que aplicar el método de varia-
cion de parametros. Para ello, escribimos la ecuacion en forma candnica:

, 2, 2 1

y' -y - Sy =—.

x x x

Con este método, tomamos la solucion particular de la forma:
Yp(2) = v1 ()1 + vo )22

con vy y v funciones a determinar. Estas funciones vienen dadas por:
21 _3
—r = - 1 1
nr)= | ——-dor= | ——dr= | —dr = —-1n|z|,
1(2) / Wiz, 272 / —3r2 / 3z 3 =1

x% 1 -1, -3

Por tanto:

1 3 1
Yp(x) = zwln|z| — T ?=Zzln |z| — z

3 9 3 9
y la solucion general es:

1 1
y(z) = Cx + Cox ™ + §£ln|x| — g =Cix+Cor 2+ §x1n|x| ,x>0.1
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Problemas y cuestiones de la seccion 3.2

2
1. Resuelve el problema de valor inicial 222y” — 3zy’ + 3y = — con las
x

1 4
condiciones iniciales y(1) = 5 y'(1) = 5
1
(Solucién. y(z) = — — 2z + 22°%/?).

5x

3.7. Anexos

3.7.1. Método de reduccién del orden

Si trabajamos con una EDO lineal homogénea de segundo orden, el méto-
do de reduccién del orden nos permite obtener una segunda solucion a
partir de una solucién conocida.

Sea f(x) una solucién conocida de la ecuacién:

y' + p(x)y’ + q(x)y = 0. (3.47)

Este método consiste en suponer que la otra solucién es de la forma:

y(x) = v(x) f(x).

Sustituyendo esta expresion en la ecuacién, ésta se reduce a una ecuacién
de primer orden separable en la variable w = v’. Una vez obtenida v'(x),
se integra y se obtiene v(z) asi:

effp(x)dz
@ = [ e

Si buscamos un conjunto fundamental de soluciones, elegiremos las cons-
tantes de integracién de modo que f(z) y v(x) sean linealmente inde-
pendientes.

® Ejemplo 3.50. La funcién f(z) = e* es solucién de la EDO y” —
2y’ +y = 0. Encuentra una segunda solucién linealmente independiente.

Solucidn. Si la nueva solucion es y(z) = v(z) f(z) = v(z) e*, entonces:
y/ ) ex + U, e:ﬂ
y'=ve" + 20" e + 0" e
Sustituyendo en la ecuacién diferencial:
ve' + 20 " +0"e" —2(we” +v'e") +ve’ =0

y simplificando:
V" =0.
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Sea w = v’, entonces:
w' =0, por tanto, w(z) = Cy, v'(x) =Cy y v(x) = Cix+ Cy,
de donde tenemos que la solucion buscada es de la forma:

y(x) = (Crz + Cy) e”.

Puesto que la solucién ha de ser linealmente independiente con f(z) = e*,
tomamos C; # 0. Asi, tomando por ejemplo C; = 1 y Cy = 0, una
segunda solucién linealmente independiente puede ser:

y(x)=ze*. A

® Ejemplo 3.51. Dada la funcién f(z) = x solucién de la ecuacién
diferencial 3" —2xy’ 42y = 0, hallemos una segunda solucién linealmente
independiente.

Solucién. Sea y(z) = v(z) f(x) = v(x)z la nueva solucién, con v(x) a
determinar. Entonces:

v =v+vx
y// =% + " 2.
Sustituyendo en la ecuacion diferencial:
20" + 0" —2x(v+v'x) + 202 =0

y simplificando:
20" + (2 —22%)0" = 0.

Sea w = v’, entonces:

zw' + (2 — 22%)w = 0.

Resolvemos ahora esta ecuacién de primer orden. Separando las variables,

tenemos:

d 202 — 2
dw _22%-2,
w xr

integramos ambos lados,

In|w| = 2* —2In|z| + C,

y al despejar w obtenemos:

€
w=C—3
xz
Por tanto:
$2
’ €
v =C—,
X
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de donde tendremos: ,
627
v(x)=C / Fdw.

Puesto que esta integral no se puede hallar en términos de funciones
elementales, podemos expresar y(x) en términos de una integral definida:

T €t2
—z [ Sat

y aproximar los valores de y(z) mediante un método numérico. Otra
opcion seria obtener un desarrollo en series de potencias del integrando.
[ |

3.7.2. Sistema fundamental de soluciones. Raices
complejas

Veamos que si las raices de la ecuacién caracteristica son 1 = a + i3
y ro=a—1if, con o, € R, entonces:

{e* cos (Bz), e sen (Bx)}
es un sistema fundamental de soluciones de la EDO.

Siguiendo el razonamiento visto para las raices reales tenemos como solu-
ciones €7 y €2, Tomemos "% (tomando e™* llegariamos a las mismas
conclusiones). Utilizando la férmula de Euler se tiene:

= elotifr — gawgibr — por(cog (Br) + isen (Bx))

y obtenemos una soluciéon compleja:

rix rox

1T
61

z(x) = e* cos (Bz) + e sen (Sx).
A partir de ella es sencillo obtener dos soluciones reales de la EDO te-
niendo en cuenta el lema siguiente:
B Lema 3.1. Si z(z) = u(x) + iv(x) es solucién de la ecuacién homogénea:
ay”" + by +cy=0 (3.48)
donde a, b, ¢ € R, entonces, u(z) y v(z) son soluciones reales de dicha ecuacién.
Demostracién. Si z(z) es solucién, entonces:
az’" +bz' +cz=0.
Sustituimos z(z) junto con sus derivadas en la ecuacién (3.48):
a(u” + ")+ b(u' + iv'") + c(u +iv) =0,
agrupamos términos:
(au” + bu' + cu) +i(av” + bv" + cv) =0
e igualando la parte real y la parte imaginaria a 0, se tiene:
au” +bu' +cu=0, av”+ b+ cv=0;

por tanto, u(x) y v(x) son soluciones reales de la ecuacién diferencial. W

Calculo II. Grados en ingenieria eléctrica, ingenieria mecanica, 127 Cristina Chiralt Monleon y Alejandro Miralles Montolio
ingenieria quimica e ingenieria en tecnologias industriales DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapiential 52
ISBN: 978-84-17429-33-1

indice



3.7.3. Vibraciones forzadas

En esta seccion estudiamos las vibraciones de un sistema masa-resorte cuan-
do se aplica una fuerza externa f(t¢). Es de particular interés la respuesta del
sistema a un término de forzamiento periddico. Tomemos como ejemplo una
funcion de forzamiento cosenoidal:

d’*x dx
m— + b— + kx = Fycos (vt
dt? dt (Ot)
donde Fj y v son constantes no negativas. Dependiendo de las raices del poli-
nomio caracteristico, obtenemos un tipo de movimiento.

1. Movimiento subamortiguado. Se tiene que b* < 4mk y la solucién
de la EDO homogénea asociada puede escribirse en la forma:

by <\/4mk—b2t+¢>.

xp(t) = Ae 2m" sen v (3.49)

Hallemos ahora una solucion particular por el método de los coeficien-
tes indeterminados. Como +7¢ no es raiz de la ecuacion auxiliar, esta
solucion sera de la forma:

xp(t) = Ay cos (yt) + Agsen (v1),
con A; y Ay constantes a determinar. Para ello, derivamos dos veces,

(t) = —yAjsen (yt) + Ay cos (1),

/
T
2" (t) = —y*A; cos (yt) — y* Ay sen (yt)

y sustituimos en la ecuacion diferencial,

(k —~v*m) (A; cos (1) + Agsen (vt)) + b (— Ay sen (vt) + Ag cos (yt)) =
Fycos (7).

[gualando términos, llegamos a un sistema con incégnitas A; y As:

(k — ’me)Al + ’}/bAQ = FO
—ybAL +k—~*m)Ay = 0.

de donde obtenemos:

Fo(k —~*m) Foyb
(k — 72m)2 + 0272 y A= (k — 2m)2 + b242

Ay =

Por tanto, una soluciéon particular viene dada por:

Fy
k —~42m)? + b2~?

((k —~+*m)tcos (vt) + bysen (1t))

$p(t) = (

que puede escribirse en la forma:

Fo
Tpy(t) = sen(yt 4+ 0), 3.50
(1) = e sen(r1 40 (3.50)
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donde 6 es un dngulo definido por tan § = # Combinando la solucién
homogénea (3.49) y la solucién particular (3.50) llegamos a la solucién

general:

Vamk — b2
2m

Fy
\/(k —72m)? + b?~?

El primer sumando de esta expresion se denomina término transitorio,

representa una oscilaciéon amortiguada y sélo depende de los parametros

del sistema y de las condiciones iniciales, que tienden a cero cuando ¢
b

tiende a +oo, debido al factor de amortiguacién e~ 2m’.

sen(yt + 60).

x(t) = Ae~ 2’ sen ( t+ ¢) +

El segundo sumando es el término estacionario, que resulta ser una
funcién senoidal con frecuencia angular ~.

El término estacionario se encuentra desfasado con respecto a la fuerza
externa f(t) = cos~t por el angulo 6 — 7:

sen (yt + 0) = cos (g — (7t + 9)) =

cos <7t—g+9> = cos (’yt—(g—ﬁ)).

A medida que el término transitorio va desapareciendo, el movimiento
del sistema masa-resorte llega a ser esencialmente representado por el
segundo término x,(t). El factor:

1
\/(k —72m)? + b2~?

llamado factor de ganancia, es lo que se gana en amplitud.

B Nota 3.16. Podemos observar que si b es muy pequeno y el valor
de v es préximo a {/ —, el movimiento es ligeramente amortiguado y la
m

. Y .
frecuencia impresa, —, es cercana a la frecuencia natural. En este caso,
s

la amplitud es muy grande y se produce el fenémeno conocido como
resonancia.

2. Ausencia de amortiguacion. La ecuacion que describe el movimiento
es: e
x
m—— + kx = Fjcos (1).
a2 0 (1)
La solucién de la parte homogénea viene dada por (3.24), obtenida en el
primer caso estudiado.

Dependiendo de si v es solucién o no del polinomio caracteristico obte-
nemos dos posibilidades para la solucién particular:

s SiyFw= \/g , una solucién particular viene dada por:

Fy
rplt) = 2y sen(yt + ).
(k —~*m)
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= Siy = w, entonces:
x,(t) = At cos (7t) + Ast sen (1)

con A; y Ay a determinar. Aplicando el método de coeficientes in-
determinados, llegamos a:

Fy
mw

z,y(t) = 5 tsen (yt).

En el segundo caso, es decir, si 7 = w, la soluciéon general es:

Iy
mw

z(t) = Asen (wt + ¢) + 5t sen (7t).

Por el segundo sumando, vemos que las oscilaciones se volverian infinitas,
el sistema se romperia y la ecuacion dejaria de ser aplicable. La aplicacion
de una fuerza periédica de frecuencia cercana o igual a la frecuencia de
las oscilaciones libres no amortiguadas puede causar un serio problema
en cualquier sistema mecanico oscilatorio.

® Ejemplo 3.52. Resuelve el problema de valor inicial:

d*x
2, _ oY —
o Fysen (vt), x(0)=0, 2'(0)=0,
con Fg constante.

Solucién. Como hemos visto, la solucién de la ecuacion homogénea es:
xp(t) = C cos (wt) + Cysen (wt).

Una solucién particular para w # 7, calculada por el método de los coefi-
cientes indeterminados, resulta:

zp(t) = w2 oen (1)

y la solucién general que se obtiene es:

E
—02 sen (7).

x(t) = C cos (wt) + Cysen (wt) + g

Sustituyendo las condiciones iniciales obtenemos:

Fy
Cr=0 y Ch=——73'—.
w(w? —7?)
La solucién del problema de valor inicial es:
Fo
x(t) = —— 5 (—ysenwt) + wsen (1t)), w #17.
wlw Y
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Aunque esta ecuacion no estd definida para w = =, es interesante observar el
caso limite cuando v tiende a w. Este proceso limite es andlogo a sintonizar

. . Y . o .
la frecuencia de la fuerza impulsora, 5. con la frecuencia de las oscilaciones
™

w

libres, —. Para w = 7 definimos la soluciéon como un limite que resolvemos
70

por la regla de L’Hopital:

ysen (wt) +wsen (vt)  Fp

Fy
t) = lim F = t) — —t t).
x(t) lim £y (o =) 52 Son (wt) 5t co8 (wt)

Observamos que cuando t tiende a infinito los desplazamientos se hacen
grandes y se obtiene el fenémeno de resonancia. W

Problemas y cuestiones de la seccién 3.7.3

1. Una masa de 0.5 kg se sujeta a un resorte suspendido del techo; esto
ocasiona que el resorte se estire 0.98 m al llegar al reposo en equilibrio.
En el instante t = 0, la masa se desplaza 1 m hacia abajo, y se suelta;
en el mismo instante se aplica una fuerza externa f(t) = 2cos(2t) N
al sistema. Si la constante de amortiguaciéon es de 1 N.sg/m, determi-
na el desplazamiento z(t) de la masa en un instante ¢ > 0 cualquiera.
Considera g = 9.8 m/sg?.

(Solucién. z(t) = e~ (& cos (3t) — 4 sen (3t)) -+ cos (2t)+5 sen (2t) ).

2. Una fuerza de 400 N estira un resorte de 2 m. Una masa de 50 kg se sujeta
de un extremo del resorte, el cual pende verticalmente de un soporte, y
se suelta desde la posicion de equilibrio con una velocidad dirigida hacia
arriba de 10 m/sg. Encuentra la ecuacién del movimiento y determina la
amplitud, periodo y frecuencia del movimiento generado. ; En qué instan-
te pasa el cuerpo por la posicion de equilibrio, en direccion hacia abajo,
por tercera vez?

(Solucién. z(t) = 5sen (2t); A=5; P =m; w = =; al cabo de 7 s.).

3.7.4. Existencia de la transformada de Laplace

En los ejemplos que dimos para el calculo de la transformada de Laplace,
vimos que las integrales existen para las funciones consideradas. Esto no ocurre
con todas las funciones, por ejemplo, para f(t) = % o f(t) = e~ la integral
impropia no converge. En esta seccion veremos bajo qué condiciones podemos

garantizar que existe la transformada de Laplace.

B Definicién 3.10. Se dice que una funcién f(¢) es continua a trozos en
un intervalo [a,b] si f es continua en todo punto de [a,b] salvo posiblemente
en un numero finito de puntos en los que f(t) tiene discontinuidad de salto, es
decir, en cada uno de estos puntos existen los limites laterales y son distintos
(ver Figura 3.7). Una funcién se dice que es continua a trozos en [0, +-o00] si
es continua a trozos en todo [0, b] para b > 0.

Calculo II. Grados en ingenieria eléctrica, ingenieria mecanica, 131 Cristina Chiralt Monleon y Alejandro Miralles Montolio
ingenieria quimica e ingenieria en tecnologias industriales DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapiential 52
ISBN: 978-84-17429-33-1

indice



Figura 3.7: Funcién a trozos en [a, b].

B Definicién 3.11. Se dice que una funcién f(¢) es de orden exponencial
a si existen constantes positivas M y T tales que:

|f(t)] < Me* paratodo t>T. (3.51)

Por ejemplo, la funcién f(t) = t* es de orden exponencial a = 2 siendo
M =1 (ver Figura 3.8)

0.5 110 115 210
Figura 3.8: Funcién de orden exponencial 2.

B Teorema 3.11. Si f(¢) es continua a trozos en [0,+oo[ y es de orden
exponencial a, entonces L [f(t)] existe para s > a.

Demostracién. Tenemos que demostrar que la integral:

/ e i

converge para s > «. Para ello, partimos la integral en dos partes:

/ ety di / T et () di (3.52)

T

donde T se coge de forma que cumpla la desigualdad | f(¢)| < M e®'. La primera
integral es una integral no impropia que existe ya que f(t) y e * son funciones
continuas a trozos en el intervalo [0, T, para cualquier s fijo.
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Veamos ahora que la segunda integral converge utilizando el criterio de
comparacién (o del mayorante) de las integrales impropias. Dado que f(t) es
de orden exponencial «, para t > T se tiene:

[f(t)] < M e
y, por tanto,
et f ()] = e f ()] < M et

para todo t > T'. Ahora bien, para s > «a,

() 00 M e—(s—oz)t
/ Me =9t qt = M / el gt = —— < . (3.53)
T T s—«
Puesto que |e™* f(t)| < M e~ para t > T y, como observamos en (3.53),
la integral impropia de la funciéon mayor es convergente para s > «, por el
criterio de comparaciéon podemos afirmar que la integral:

| e

converge para s > «. Puesto que las dos integrales de (3.52) existen y son
convergentes, la transformada de Laplace L [f(t)] existe para s > o. B

B Nota 3.17. Observemos que podemos tomar 7" = 0 en la expresién (3.51).
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TEMA 4

Introduccion a los sistemas de
ecuaclones diferenciales

4.1. Introduccion

Un sistema de ecuaciones diferenciales lineales es un conjunto de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias en las que aparecen dos o mas funciones incégni-
tas, junto con sus derivadas y la variable independiente de la que dependen
dichas funciones. Normalmente, utilizaremos t para la variable independiente y
x(t),y(t), z(t) para las funciones incégnita. Para mayor nimero de incégnitas,
utilizaremos x1(t), xo(t), - -+ , x,(t). Nos centramos en el estudio de sistemas de
primer orden, es decir, aquellos en los que sdlo aparecen las primeras deriva-
das de las funciones incognita y, ademas, trabajaremos sélo con aquellos de
coeficientes constantes.

Hay diversos procedimientos para resolver sistemas de dos o tres ecuaciones.
Aqui utilizaremos el llamado operador diferencial D, que permite reducir el
sistema de EDO a un sistema de ecuaciones algebraicas.

Existen otros métodos para resolver sistemas de dos o tres ecuaciones que
no trataremos aqui, como por ejemplo, el uso de la transformada de Laplace
sobre las ecuaciones del sistema para reducirlo también a ecuaciones algebrai-
cas. Para sistemas grandes de ecuaciones diferenciales, asi como para anélisis
tedricos, son preferibles métodos matriciales, que tampoco trataremos aqui.

Nuestros objetivos en este tema seran:

= Aprender a convertir un sistema de dos ecuaciones al lenguaje del ope-
rador diferencial.

s Utilizar el método de eliminacién de variables o Cramer para reducir el
sistema a una EDO lineal con coeficientes constantes y resolverla apli-
cando las técnicas aprendidas en el tema anterior.

= Obtener las soluciones del resto de funciones incégnitas manipulando las
ecuaciones del sistema.

= Resolver algunos ejemplos de sistemas de orden superior.

= Convertir una EDO lineal de orden n en un sistema de primer orden.
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= Modelizar y resolver problemas provenientes de fenémenos reales donde
aparecen sistemas de primer orden.

4.2. El operador diferencial. Sistemas de EDO
lineales

4.2.1. El operador diferencial

El operador diferencial D es una aplicacién que transforma una funcion
en su derivada.

® Ejemplo 4.1. La derivada de una funcién desconocida z(t) vendra dada
por:
d
D(x) = d—i o bien D(z) =2
Si la funcién es conocida, obtenemos simplemente su derivada. Por ejemplo,

D(t* — sen(2t)) = 3t* — 2 cos(2t).

B Nota 4.1. Podemos aplicar el operador diferencial D multiples veces y
combinarlo para crear nuevos operadores P(D) que resultan ser expresiones
polinémicas en funciéon de D:

» El operador D? denotard la derivada segunda de la expresién correspon-
diente. Por ejemplo, D?(t*) = 12t> 0 D?*(z) = .

= En general, el operador D™ denotara la derivada n—ésima. Por ejemplo,
D*(e3) = 813,

» Por ejemplo, el operador P(D) = 3D? — 5D + 4 aplicado a la funcién
z(t) quedarfa: P(D)(x) = 32" — 52’ 4 4.

Cuando trabajamos con un sistema de ecuaciones diferenciales, podemos
utilizar la notacién del operador diferencial para expresarlo, tal como hacemos
en el siguiente ejemplo:

® Ejemplo 4.2. Expresa el siguiente sistema utilizando el operador diferencial
D:

3 —6x+ 8y —y=Int

—2' +ax— 2y =e*
Quedaria:

{ 3D(x) — 61 +8D(y) —y = Int { (3D —6)(x) + (8D — 1)(y) = Int
—D(z) + 2 —2D(y) = * (=D +1)(x) — 2D(y) = *

B Definicién 4.1. En general, un sistema de dos ecuaciones lineales de EDO
con coeficientes constantes vendra dado por:

{ Pii(D)x + Pi(D)y = fi(t) (4.1)
le(D)x‘i‘Pﬁ(D)y:fQ(t) ‘

donde las expresiones P,;(D) son polinomios en la variable D con coeficientes
constantes y f;(t) son funciones de la variable t.
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B Nota 4.2. En el caso en que trabajemos con sistemas lineales con coefi-
cientes constantes como el anterior, podremos reducir el sistema utilizando
manipulaciones algebraicas para conseguir una EDO lineal y resolverla apli-
cando los métodos aprendidos en el tema anterior. Este hecho se debe a que,
en este caso, los operadores polinémicos de la forma P(D) conmutan.

B Definicién 4.2. Una solucién del sistema (4.1) es una pareja de funciones
x(t), y(t) que satisfacen (4.1) en algin intervalo 1.

A partir de ahora, en el resto del capitulo, trabajaremos unicamente con
sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden con coeficientes
constantes.

4.2.2. Sistemas de dos ecuaciones diferenciales lineales
y dos incégnitas

Utilizaremos dos métodos de resolucion de sistemas algebraicos para re-
solver un sistema de dos EDO con dos incégnitas: el método de reduccion y
la regla de Cramer. En ambos casos, reduciremos el problema a una EDO de
orden dos para hallar una de las incognitas y despejaremos la otra utilizando
las ecuaciones del sistema. Consideramos un sistema como el dado en (4.1)
donde los P;;(D) seran polinomios de primer grado en la variable D y las f;(¢)
seran funciones de la variable t. Trataremos a este sistema como si se tratara
de un sistema de ecuaciones algebraicas.

Resolucién por reducciéon. Al igual que si fuera un sistema algebraico,
tratamos de reducir una de las dos incégnitas en una de las ecuaciones.

Resolucién utilizando el método de Cramer. Para resolver el sistema
utilizando la regla de Cramer, teniendo en cuenta que tratamos a las EDO
como ecuaciones algebraicas, es facil deducir que:

‘ P (D) Pra(D) ’x: fi(t)  Pra(D) ‘ (4.2)
Pyu(D) Pn(D) fa(t)  Paa(D) '
donde el determinante de la izquierda se calcula:

‘ Pi1(D) Ppa(D) ‘ = P1(D)Py(D) — Pia(D) Py (D) (4.3)

Py (D) Py(D)

y en el determinante de la derecha, deben entenderse las expresiones P;;(D)
como operadores y las f;(t) como funciones a las que se les aplica tales opera-
dores, es decir,

fi(t) Pi(D)
fa(t)  Paa(D)

Las expresiones (4.3) y (4.4) demuestran que la ecuacién con incégnita = dada
por (4.2) serd una EDO lineal de orden dos, que ya sabemos resolver. Para
encontrar y(t), bastard con sustituir z(t) y 2/(¢) en una de las dos ecuaciones
iniciales o combinar tales ecuaciones para poder despejar y(t). B

‘ = Pu(D)(A(1)) — Pa(D)(a(t)). (4.4)

Calculo II. Grados en ingenieria eléctrica, ingenieria mecanica, 137 Cristina Chiralt Monleon y Alejandro Miralles Montolio
ingenieria quimica e ingenieria en tecnologias industriales DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapiential 52
ISBN: 978-84-17429-33-1

indice



B Nota 4.3. De forma andloga, podemos obtener primero y(t) con la regla
de Cramer:

'PH(D) Pia(D) Pu(D) - (1) (4.5)

Pu(D) Pau(D) ’y:‘ (D) fo(t))
donde el determinante de la izquierda se calcula como en (4.3) y:

Pu(D)  fi(t) | _ B
‘Pm(D) fa() ’—P“(D><f2<t>> Po(D)(f1(t)).

Una vez obtenemos y(t), se razona de forma andloga para obtener x(t) a partir
de las ecuaciones iniciales. W

B Nota 4.4. Debemos tener en cuenta que, como estamos trabajando con
operadores diferenciales, la resolucion por el método de Cramer no admite la
posibilidad de pasar dividiendo el determinante que multiplica a las incognitas.

® Ejemplo 4.3. Veamos como resolver el siguiente sistema con los dos méto-
dos propuestos:

' =bx + 2y + 5t
y =3¢ +4y+ 17t

Pasamos las incognitas x, y a la izquierda y dejamos los términos independien-
tes a la derecha:

¥ —br —2y =5t . (D -5z — 2y = 5t
y —3x —4y =17t —3x + (D—4)y = 17t

Resolucién por reduccion. Al igual que si fuera un sistema algebraico,
tratamos de reducir la x en la segunda ecuacién. Para ello, multiplicamos por
3 la primera ecuacion y por D — 5 la segunda:

3(D—-5x — 6y = 15t
{ 3(D—5)x + (D—5)(D—4)y = (D—5)(17t)

Al sumar las dos ecuaciones, eliminamos la x, obteniendo:
(D—=5)(D—4)—6)y=(D—>5)(17t) + 15t
que operando resulta:
(D? —9D + 14)y = 17 — 5 - 17t + 15¢
y volviendo a la expresion sin operador diferencial, obtenemos:
Y — 9y + 14y = —70t + 17

que es una EDO lineal no homogénea de orden dos que podemos resolver. La
ecuacién homogénea asociada es y' — 9y’ 4+ 14y = 0, cuyo polinomio carac-
teristico es 72 — 9r + 14 = 0, con soluciones 7, = 2,75 = 7, asi que la solucién
de la ecuacién homogénea serd yy,(t) = Cpe?t + Cye™.
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Para encontrar una solucién particular y,(¢), fijfémonos en que el término

independiente es b(t) = —70t + 17 y que » = 0 no es solucién del polinomio
caracteristico. Por tanto, y,(t) = At + B. Como y, = A e y; = 0, tendremos
que:

0—9A+14(At + B) = =70t + 17 = 14At + (14B — 94) = —70t + 17,

e identificando coeficientes, tendremos que A = —70/14 = -5y B = —2, es
decir, y,(t) = —5t — 2 y la solucién general serd:

y(t) = Cre* + Coe™ — 5t — 2. (4.6)
Para hallar z(t), despejamos de la segunda ecuacién del sistema:
y —3r —4y =17t = x(t) :%(y'—lly—l?t)
y utilizando (4.6), obtenemos que:
x(t) = % (2C1€* + TCoe™ — 5 — 4(Cre® + Che™ — 5t — 2) — 171)
que simplificando queda:
x(t) = —;C’le% +Che™ +t+1.

Resolucién utilizando la Regla de Cramer. Tendremos que:

D=5z — 2% = 5 _ |D-5 -2 | |D-5 5
—3g + (D—4)y = 17t 3 D—-4|Y7| =3 1mt
y, por tanto,

(D—5)(D—4)—6)y = (D—>5)(17t) +3-5t = (D* - 9D + 14)y = —70t + 17
y, a partir de aqui, razonamos como en la resolucion por reducciéon. H

B Teorema 4.1 (Teorema de existencia y unicidad). Si el sistema
contiene, a lo sumo, las primeras derivadas de las incégnitas x(t), y(t),
podemos escribirlo en la forma:

{ a1 (1) + axz(t) + biy/ (1) + bay () = fi() a5
e/ (8) + can(t) + diy(8) + day(t) = fult) |

siendo, a;, b;, ¢;, d;, i = 1,2 valores reales, t la variable independiente y, z(t)
e y(t) las funciones incognita. Si fi(t) y f2(t) son continuas en un intervalo
I que contenga al punto ¢y, entonces existe una tnica solucién del sistema
(4.7) que satisface las condiciones iniciales:

z(to) = zo, Y(to) = Yo. (4.8)

La solucién general de un sistema de EDO debe contener un ntimero apro-
piado de constantes que viene determinado por el teorema siguiente:
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B Teorema 4.2. El nimero de constantes arbitrarias en la soluciéon gene-
ral del sistema lineal es igual al orden del polinomio en D que se obtiene
de:

A(D) = Pi1 Pss(D) — Piao(D) o (D),

suponiendo que A(D) # 0.

B Nota 4.5. Podriamos estar tentados de resolver el sistema, bien por reduc-
cién, bien utilizando la regla de Cramer y aplicar las reglas antes explicadas de
forma independiente a cada una de las incégnitas x(t) e y(t). Esto no implica
ningiin problema salvo el hecho de que el niimero total de constantes que de-
ben aparecer al final debe cumplir el teorema 4.2. Por tanto, si denotamos por
C1, Cy las constantes de z(t) y por K7, K» las constantes de y(t), al optar por
este camino deberemos utilizar las EDO del sistema para encontrar la relacion
que existe entre éstas. En el ejemplo 4.4 vemos la forma de hacerlo.

® Ejemplo 4.4. Resuelve el sistema:

¥ =31 — 4y
{ y =4x — Ty (4.9)

Solucién. En primer lugar, escribimos el sistema utilizando la notacién de
operadores,
(D—-3)z+ 4 y=0
P11(D) P12(D)

(=) x4+ (D+T)y = 0. (4.10)
~—— ——
Py1(D) P>(D)

Eliminamos x multiplicando la primera ecuacién por 4 y la segunda por D — 3
dando lugar a:

4(D —-3)x+ 16y =0 (4.11)
4D —3)a + (D —3)(D+T)y = 0; '
sumamos ambas ecuaciones y obtenemos:
(16 +(D—=3)(D+7)y=0, (4.12)

que se reduce a (D*+4D —5)y = 0. Esta expresién corresponde a una ecuacién
lineal homogénea con coeficientes constantes de orden dos en la variable y:

y" + 4y — 5y =0. (4.13)

La solucién general la podemos obtener utilizando las técnicas estudiadas para
ecuaciones lineales,
y(t) = Cre ™ + Cyet. (4.14)

Para encontrar z(t) tenemos dos opciones. La primera consiste en volver
al sistema (4.11) y eliminar y. Para ello multiplicamos la primera ecuacién de
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ese sistema por (D + 7), y la segunda ecuacién por —4. Luego sumamos para
obtener:

(D*+4D —5)2 =0, dedonde 2"+ 42’ — 5z =0. (4.15)

Casualmente, la ecuacién (4.15) es la misma que la ecuacién (4.12), excepto
que aqui la funcién incognita es x(t). Por tanto,

2(t) = K e ™ + Kye. (4.16)

donde K; y K, representan las constantes arbitrarias, las cuales no son ne-
cesariamente las mismas que C; y Cy de la ecuacién (4.14). Aplicando el
teorema 4.2, sabemos que el conjunto de soluciones del sistema debe tener
exactamente 2 constantes arbitrarias, ya que éste es el orden del polinomio
A(D) = D*+4D — 5. Para determinar las relaciones entre las cuatro constan-
tes C4, Cy, K1 y Ky, sustituimos las expresiones de z(t) e y(t) dadas en (4.14)
y (4.16) en una de las ecuaciones del sistema (4.7), por ejemplo, la primera.
Esto da lugar a la ecuacién:

—5Kie ™+ Kyel =3K, e +3Kye! —4C, e — 40, €,
la cual se reduce a:
(407 — 8K, ) e ™™ + (4Cy — 2K,) €' = 0. (4.17)

Dado que e y ¢! son funciones linealmente independientes en cualquier in-
tervalo, la ecuacion (4.17) se verifica para todo ¢ solamente si:

401—8K1:O y 402—2K2:0.

Por tanto,
Kl :Cl/2 y K2 :202

Por tanto, la solucién general del sistema (4.7) estara dada por las funciones:
1
w(t) = 5Cre™+205¢" e y(t) =Cre ™ + o (4.18)

La opcién preferida, como ya hemos explicado antes, para obtener x(t) a
partir de y(t) consiste en utilizar el sistema para obtener una ecuacién en la
que z(t) viene dada en términos de y(t) y ¢/(t). En este ejemplo, despejando
x(t) de la segunda ecuacién del sistema (4.7) obtenemos:

1, 7
b(t) = 70/(0) + ult).
Sustituyendo y(t), dada por (4.14), resulta:
1 7
J}(t) = Z (—501 e ot + Cs 6t) + Z (01 e ot 4+ Cy et)

1
= 501 et 205 et,

que coincide con (4.18). W
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4.2.3. Sistemas de n ecuaciones diferenciales lineales y
n incognitas

Lo que hemos hecho en el apartado anterior podemos generalizarlo a siste-
mas en los que tenemos, normalmente, n ecuaciones y n funciones incégnitas,
denotadas por z1(t), z2(t), -+, x,(t).

M Definicién 4.3. Un sistema de n ecuaciones diferenciales lineales de primer
orden con coeficientes constantes viene dado por:

an@i (t) + .. 4+ apx), (t) + bnai(t) + ... 4 b, (t) = fi(t)
CL21{E/1 (t) + ...+ GQnI;(t) + bglxl(t) + ...+ bgnl‘n(t) = fg(t)

A @ (1) 4+ . oo Al (£) + bz (B) + - oo+ bppxn(t) = fult)

donde, a;j;, b;j con i, 7 = 1,...,n son valores reales, ¢ es la variable independien-
tey, xy(t),...,x,(t) son las funciones incégnita. Se resuelve de forma andloga
al método descrito para dos ecuaciones y dos incognitas y una solucion de tal
sistema es un conjunto de funciones z;(t), zo(t), -+, z,(t) que cumplen todas
las ecuaciones del sistema en un intervalo /.

® Ejemplo 4.5. Resuelve el sistema:

-z + y + Z =t
¥ -y + 22 = —t
x + 8 = 0

Solucion. Sumando las dos primeras ecuaciones, obtenemos la ecuacion
¥ 4+ x+ 2 + 22z =0 que junto con la tercera ecuacién forman un sistema de
dos ecuaciones con dos incégnitas:

¥ —x + 242z =0
a + Rz =0

Utilizando el operador diferencial y despejando, por ejemplo, = con la regla
de Cramer, obtendremos:

(D-1)z + (D+2)z = 0 N D—-1 D+2| | D-10
Dr 4+ 8 = 0 D s |7

y, por tanto,
(D-1)8—=D(D+2))x=0= (—D*+6D —8)x =0 = 2" — 62" +8x =0,

asf que el polinomio caracteristico sera 1% — 6r + 8 = 0 cuyas soluciones son
r=2,7r =4y, por tanto,

z(t) = C1e* + Cye™.

De la segunda ecuaciéon del sistema con x y z despejamos z, obteniendo que
— 1. ¢ .
r = —z2', asf que:

1 C C
2(t) = —g(QCIezt + 4Cye™) = —zle% — 72€4t.
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Del sistema inicial podemos despejar y de la primera ecuacién, obteniendo
y=1t+x— 27y, por tanto,

5,

C C
y(t) =t+ Cre?t + Chett — (—2—1€2t — 4—2€4t) ==

1 5 e+ 30 +¢. A

Estudio del sistema segin A(D)

Si A(D) # 0, utilizamos los métodos anteriormente descritos (método de
reduccién o Regla de Cramer). Si A(D) = 0, se dice que es un sistema
degenerado. Como ocurre cuando resolvemos un sistema de ecuaciones al-
gebraicas, un sistema degenerado puede no tener solucién, o tener infinitas
soluciones. Si posee soluciones, éstas pueden contener cualquier numero de
constantes arbitrarias.

® Ejemplo 4.6. Resuelve el sistema:
x/ + y/ + y — et
x/ + y/ _|_ y — O
Solucién. Escribimos el sistema en términos del operador diferencial:

Dx+ (D+1)y=¢
Dx+ (D +1)y=0.

Calculamos el determinante,

D D+1
A(D) = =
P)=1p py1|=Y
El sistema es degenerado, por tanto, puede no tener solucion o tener infinitas
soluciones. En este caso, restando ambas ecuaciones llegamos a que ¢! = 0. Por
tanto, este sistema no tiene solucién. W

® Ejemplo 4.7. Comprueba que el sistema siguiente tiene infinitas soluciones
linealmente independientes.

¥ =2 +3x —y =t
2 — 2 4+ 32—y =2t

Solucion. Claramente, la segunda ecuacion se deduce de la primera derivando,
asi que solo tenemos una ecuacion independiente y dos incégnitas, obteniendo
infinitas soluciones. M

B Nota 4.6. Es conveniente, por todo lo explicado anteriormente, estudiar el
nimero de constantes del sistema cuando comencemos a resolver el problema.

Problemas de la seccién 4.2

1. Escribe los siguientes sistemas utilizando la notacién de operadores dife-

renciales.
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x =2z + 4y —t* + St
(@) ¢/ _
Y =—x—3y+sen(t+1)

(b) 20" — 32 + 5y — Ty =0
3" + 22 —x+6y —Ty=3t—1

(Solucién. (a) (D —2)x — 4y = —t* + 8,z + (D + 3)y = sen(t + 1)
(b) (2D?*—=3D)x+ (D?*=T)y =0, (3D*+2D —1)z+ (6D —T)y = 3t —1).

2. Resuelve los siguientes sistemas:

(a) ¥=x—y 4y +2x=0
y =y —4x 4y —x—y=sent
(© 20 +y —x—y=e¢" ¥4y =1t
¥4y +2r+y=¢c —r+y =1
() x' = bx + 2y + 5t D 3a:+ (D—-1)y=t
y =3z +4y+ 17t e+ (D+4)y=1
(&) y' + 2 +x =sent D2x+Dy—2
& Yy —y+ax=0. dr + Dy =6

(Solucién.

1 1
(a) z(t) = —501€3t + 502€_t, y(t) = Cre® + Che™!

1 1 1 3
(b) z(t) = Cye — 1 sent + 1 cost, y(t)=—-3C1e" — 1 sent — 1% t.

1 1
=0 ; =ge g :
(c) z(t) = Cy cost+Cy sent, y(t) 2et 5¢ -3 gen ¢ —3A-C2 cost
(d) z(t) = Cycost+Cosent+2t — 1, y(t) = Cysent — Cycost — 2+ 2.
3
(e) z(t) =Cre™" + Coe* +t+1, y(t)=Cre™ — 3 Coe® — 5t — 2.

5 4 26 1 45
f _ 11t 11t
(f) z(t) = ——4C’1 et — —Ht RETTE y(t) =Cre'' + 11t + o1

(g) =(t) = sent — cost, y(t) =sent.
(h) z(t) = Cre® + Coe™ + 1, y(t) =2t — 2C, e* + 2Cy, e + C3).

3. Resuelve los sistemas siguientes:

¥=3rx+y—=z
D +2)x +
y—m—|—2y—z (b){g )x

2 =3r+3y—=z
+2+2y =4x + Sy

{ 20’ —y' = 3u; con z(0) = 1, y(0) = —1
@ {5

/
r—=—y+z=0
D>+ 1Nz +y=¢ ,
D2—|—1y 0. (e) —z+y —y=0
- /
—x+2 —2z=0.
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(Solucién.

1
(a) z(t) = §et ((Cy — Cy) cost + (C} + Cy) sent) + Cse*,
y(t) = €' (Cy cost 4+ Cysent),

z(t) get ((Cy — Cy) cost + (Cy + Cy) sent) + Cse*.
(b) Cualesquiera cumpliendo x +y = e — ¢3¢,

(€) alt) = —5 e+ S, y(t)= et~ Deig 2

(d) z(t) = —Cy — Caot 4+ C5 cos (vV/2t) + Cysen (\/515) + get’
y(t) = Cy + Cat + Cs cos (\/§t) + Cy sen (\/§t) _ %et.

e) 2(t) = =C1 + Cze', y(t) = Cr+ Cre' + Cste',

t) =C1+ Cye' + Cye' (t —1)).

4.3. Conversion de una EDO lineal de orden n
a un sistema de primer orden

Al llevar a cabo el método de eliminacién obtenemos del sistema una ecua-
cion diferencial de orden mayor pero que contiene una sola variable indepen-
diente. El proceso inverso también es posible y muy 1til al resolver ecuaciones
diferenciales, sobre todo por métodos numéricos. Esto es, vamos a reescribir
una ecuacién diferencial de orden n como un sistema de n ecuaciones diferen-
ciales de primer orden. En este planteamiento se pueden aplicar las robustas
técnicas del algebra lineal.

B Definicion 4.4. Si un sistema de orden n se escribe en la forma:

xll(t) = f1(t,.1'1,1’2,"-,33'n)

Bt) = flto,a, - w) (4.19)

x;1,<t) - fn<t,$17x2,"' 7xn)
se dice que esta en forma normal.

B Nota 4.7. Cualquier ecuacién diferencial de orden n:

y ™ = flty, Y, y"Y) (4.20)

se puede transformar en un sistema de primer orden en forma normal haciendo:

/ n—1
r =Y, I2:y7"'7$n:y( ) (421)
Por tanto, el sistema que obtenemos es:
( ./ /
T = Y =2
/ - "o
) = Yy =23
(4.22)
/ _ n—1) _
Lp-1 = y( ) Tn
/ _ n)
\ T, y( ) f(t,ﬂ?l,.fl?z, 7xn)
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Si la ecuacién (4.20) tiene condiciones iniciales:

y(to) — CLl’ y/(t()) e a27 N ’y(nfl) (to) e an7

entonces el sistema (4.22) tiene las condiciones iniciales:
x1(to) = a1, wa(to) = ag, -+ ,x,(to) = an-
® Ejemplo 4.8. Convierte el problema de valor inicial:
v+ 3y + 2y =cos(3t); y(0)=1, ¥(0)=3.
en un sistema de primer orden.

Solucién. Renombramos la funcién incégnita y sus derivadas,

y despejando de la EDO " tenemos:

i

y' =y = =3y — 2y + cos(3t) = —3z9 — 221 + cos(3t).

Ademsds las condiciones iniciales, con las nuevas variables, quedard x;(0) = 1,
29(0) = 3. El sistema queda,

T = 19
xh = —2x1 — 3wy + cos(3t).

con la condicién inicial z1(0) =1, 25(0) =3. N

Problemas de la seccién 4.3

1. Convierte en un sistema cada una de las siguientes ecuaciones diferen-
ciales lineales.

(a) ¥ —6y" + 4y’ + y = sent.
(b) 75y//// — 52 y// + 6y' — Ty = et
(Solucién. (a) 2| = x9, oy = x3, 24 = —x1 — a9 + 623 + sent,

6
(b) {L"l = X9, [Eé = X3, J}g = X4, l’il = le — 21‘2 + 5t173 + Gt).

4.4. Aplicaciones de sistemas de EDO a mez-
clas en depdsitos interconectados

Al estudiar las aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de primer or-
den vimos como modelizar, mediante una ecuacién diferencial, la velocidad de
cambio de una sustancia disuelta en un liquido contenido en un tanque, en el

Calculo II. Grados en ingenieria eléctrica, ingenieria mecanica, 146 Cristina Chiralt Monleon y Alejandro Miralles Montolio
ingenieria quimica e ingenieria en tecnologias industriales DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapiential 52
ISBN: 978-84-17429-33-1

indice



20 I/min con 2 kg/l

10 I/min

—~—

10 I/min

t=0: 40 kg de sal

Figura 4.1: Tanques interconectados.

cual entraba un fluido con una cierta concentracién de dicha sustancia y donde
la mezcla fluia hacia fuera del tanque. Recordemos que si z(t) es la cantidad
de sustancia presente en el tanque en el instante ¢ y fl—f es la rapidez con que x
cambia respecto al tiempo, la ecuacién diferencial que modeliza este problema
viene dada por:

dx B
ar Ve — Us,
donde:
(cantidad /t) velocidad de entrada o concentracion al
Velcanteaa N del fluido (vol/t) entrar (cantidad/vol)
vy(cantidad /t) — velocidad de salida concentracion al

del fluido (vol/t) O salir (cantidad/vol)

siendo la concentracién de salida, la cantidad de sustancia z(t) dividida por el
volumen total en el tanque en dicho instante t.

Ahora consideraremos dos depositos interconectados entre si y veremos que
las dos ecuaciones que modelizan el problema forman un sistema de EDO. De
forma andloga, se pueden considerar mas de dos depdsitos interconectados.

® Ejemplo 4.9. Consideremos dos tanques interconectados, conteniendo 1000
litros de agua cada uno de ellos (ver figura 4.1). El liquido fluye del tanque A
hacia el tanque B a razén de 20 1/min y de B hacia A a razén de 10 1/min.
Ademads, una solucién de salmuera con una concentraciéon de 2 kg/l de sal
fluye hacia el tanque A a razén de 20 1/min, manteniéndose bien agitado el
liquido contenido en el interior de cada tanque. La solucién diluida fluye hacia
el exterior del sistema, desde el tanque A a razén de 10 I/min y desde el tanque
B también a razén de 10 [/min. Si inicialmente el tanque B sélo contiene agua
y el tanque A contiene 40 kg. de sal, calculemos la concentracion de sal en el
tanque B al cabo de 10 min.
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Solucién. Denotaremos por x(t) e y(t) a las cantidades de sustancia de los
depésitos A y B respectivamente en el instante ¢. Fijémonos en que el volumen
en cada deposito es constante e igual a 1000 /. ya que en el depdsito A, entran
20+ 10 . cada minuto y salen 10 4 20. Analogamente, en el depdsito B entran
20 [. cada minuto y salen 10 4 10 . Teniendo en cuenta la EDO que modeliza
los problemas en un tanque, obtendremos:

{x: = 20:2+10- 5 — 20 135~ 10 535

y operando, queda:

¢ = 40+0.0ly — 0.03z,
y = 002z — 0.02.

Pasandolo a notacién con el operador diferencial, quedara:

(D +0.03)z — 0.0y = 40,
—0.02z 4+ (D +0.02)y = 0.

De la segunda ecuacién deducimos que x = (50D + 1)y, asi que, sustituyen-
do en la primera ecuacién, obtendremos que (D+0.03)(50D+1)y—0.01y = 40,
ast que (50D% +2.5D +0.02)y = 40 vy, dividiendo entre 50, obtenemos la EDO
de segundo orden:
y" 4+ 0.05y + 0.0004y = 0.8.

La solucién de la EDO homogénea serd yy,(t) = Cre % + Coe %0 y una
solucién particular serd de la forma y,(t) = A. Sustituyendo, obtenemos que
0.0004A = 0.8, asi que A = 2000, obteniendo:

y(t) — Cle—0.0It + 026—0.04t + 2000
y como z = 50y’ 4+ y, tendremos que:
z(t) = 50(—0.01C1 e~ — 0.04C5e~ %) + Cre M 4 Coe "% + 2000

que simplificando queda:

1
z(t) = =Cre %01 — Che 001 4 2000.

2
Las hipdtesis del problema indican que z(0) = 40 e y(0) = 0, obtendremos
que:
5C1 —Cy+2000 = 0,
Cy + Cy + 2000 = 40.
y, sumando las dos ecuaciones y despejando C, obtenemos que C = —2640 y

C5 = 640, asi que, finalmente,
z(t) = —1320e7%% — 6407094 1 2000
y(t) = —2640e " + 640" + 2000

y, por tanto, la cantidad de sal en el depdsito B al cabo de 10 min. sera de
y(10) = 40.234 kg. de sal y, por tanto, la concentracién en ese instante sera
aproximadamente 40.234/1000 = 0.04. W
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Problemas de la seccién 4.4

1. Consideremos dos tanques, A y B, conteniendo 1000 litros de agua cada
uno de ellos e interconectados. El liquido fluye del tanque A hacia el
tanque B a razén de 30 1/min y del tanque B hacia el A a razén de 10
1/min. Una solucién de salmuera con una concentracion de 2 kg/1 de sal
fluye hacia el tanque A a razén de 60 1/min, manteniéndose bien agitado
el liquido contenido en el interior de cada tanque. La solucién diluida
fluye hacia el exterior del sistema, desde el tanque A a razén de 40 1/min
y desde B a razon de 20 1/min. Si inicialmente el tanque A sélo contiene
agua y el tanque B contiene 200 kg de sal, calcula qué cantidad de sal
habré en cada tanque al cabo de 10 min.

(Solucién. 879.213 kg en el tanque A y 280.732 kg en el tanque B).

2. Dos tanques A y B, cada uno de ellos conteniendo 50 litros de agua, se
encuentran interconectados. El liquido fluye del tanque A hacia el tanque
B arazén de 51/min. Una solucién de salmuera con una concentracion de
3 kg/1 de sal fluye hacia el tanque A a razén de 5 1/min, manteniéndose
bien agitado el liquido contenido en el interior de cada tanque. La solu-
cion diluida fluye hacia el exterior del sistema, desde el tanque B a razon
de 4 1/min. Si inicialmente tanto el tanque A como el B contienen 50
kg de sal, determina el sistema de ecuaciones diferenciales que modeliza
este problema (pero no lo resuelvas) y las condiciones iniciales.

(Solucién. o'(t) = —q5z + 15, ¥'(t) = 152 — 555y, con x(0) = 50,
y(0) = 50).

3. Dos depésitos interconectados contienen 2000 1 de agua contaminada
cada uno de ellos. El agua contaminada empieza a fluir al depdsito A a
razon de 90 1/min con una concentraciéon de contaminantes de 2 kg/l, el
liquido fluye del depésito A al depésito B a razén de 10 1/min. Suponga-
mos que el liquido contenido en el interior de cada depdsito se mantiene
bien agitado. La solucién fluye hacia el exterior del sistema desde A a
razén de 80 1/min y desde B a razén de 10 1/min. Inicialmente, A contenia
10 kg de contaminante y B estaba limpio de contaminantes. Calcula la
cantidad de contaminantes que alcanzara cada uno de los depdsitos a lo
largo del tiempo y la concentracién en A al cabo de 2 h.

(Solucién. z(t) = 4000 — 3990 e~4/200,
y(t) = 4000 + 1295 ¢=9/200 _ 17995 ¢ =1/200 v |3 concentracién en A al cabo
de 2 h es aproximadamente de 1.99099 kg.).
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4.5. Proyecto para el capitulo 4. Aplicaciones
de sistemas a circuitos eléctricos y siste-
mas masa-resorte

4.5.1. Circuitos eléctricos

En esta seccién consideraremos circuitos compuestos por varias mallas. Una
malla consiste en un camino cerrado en un circuito eléctrico. Por ejemplo, en
la figura 4.2 tenemos un circuito formado por tres mallas: (1) ABMNA, (2)

BJKMB 'y (3) ABJKMNA. Los puntos donde se unen dos o més mallas se
denominan nudos o puntos de ramificacion.

La direccion del flujo de corriente se designa arbitrariamente. Aplicaremos
la Ley de Kirchhoff de la tension y también la de la corriente, que establece
que en una red eléctrica, la corriente total que llega a un nudo es igual a la
corriente total que sale de él.

R R2
A B J
AN ——— N
I 12
I
I
]11
P e
N M K

Figura 4.2: Circuito formado por tres mallas.

® Ejercicio 4.1. Determina el sistema de ecuaciones diferenciales que mode-
liza el circuito de la figura 4.2 si E' es una fuerza electromotriz constante de
30 V, R; es una resistencia de 10 €2, Ry es una resistencia de 20 2, Ly es un
inductor de 0.02 H, Ly es un inductor de 0.04 H e inicialmente, las corrientes
son 0. Calculemos ademads, las corrientes en cada instante t.

4.5.2. Sistemas masa-resorte acoplados

Supongamos que tenemos un sistema masa-resorte acoplado formado por
dos masas my y mo y tres resortes con constantes ki, ko v k3, respectivamente
(ver figura 4.3). Inicialmente, desplazamos las masas poniendo el sistema en
movimiento. Veamos cuales son las ecuaciones que describen el movimiento de
este sistema.
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=0 y=0
Fa k2 ks
-
‘ >0 ‘ y>0
=0 y=0

Figura 4.3: Sistema masa-resorte acoplado.

Sea x(t) el desplazamiento de la masa m; en un instante ¢ y sea y(t) el
desplazamiento de la masa mso en un instante t. Veamos qué fuerzas actian
sobre cada masa debidas a los resortes y recordemos la segunda Ley de Newton
y la Ley de Hooke.

= Sobre m; actuan dos fuerzas, una fuerza F; debida al resorte de constante
]{71 .
F1 = —kfll'(t)

y una fuerza F, debida al resorte de constante ks :
Fy = ko (y(t) — x(1)).

El signo y direccién de Fy viene determinado por el signo de y(t) — z(t),
es decir, depende de que dicho muelle haya sido estirado o contraido.

= Sobre la masa my actian dos fuerzas, una fuerza F3 debida al resorte de
constante ks :

Fy = —ko(y(t) — z())

y una fuerza Fy = —k3y(t), debida al resorte de constante ks :
Fy= —ksy(?),
que solo depende del desplazamiento de la masa ms.
Aplicando la segunda Ley de Newton, tenemos:

my 2" (t) = —ky x(t) + ko(y(t) — x(t))

myy"(t) = —ka(y(t) — x(t)) — ksy(t)

o bien,
ky + ko ko
a(t) = — z(t) + —y(t)
my my
., ey ko + ks
y'(t) = —x(t) — y(t)
) ma
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con las condiciones iniciales:

siendo xg e yp los desplazamientos iniciales de las masas m y mo, respectiva-
mente y vy y wy las velocidades iniciales que se les imprime a las masas m; y
ms, respectivamente, al soltarlas.

® Ejercicio 4.2. Supongamos que tenemos el sistema masa-resorte de la
figura 4.3 donde ki = ky = k3 = k' y my = mg = m. Si inicialmente se desplaza
solo la masa ms una distancia d > 0, es decir, hacia la derecha, determina las
ecuaciones de cada movimiento.

Calculo II. Grados en ingenieria eléctrica, ingenieria mecanica, 152 Cristina Chiralt Monleon y Alejandro Miralles Montolio
ingenieria quimica e ingenieria en tecnologias industriales DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapiential 52
ISBN: 978-84-17429-33-1

indice



TEMA 5

Introduccion a las Ecuaciones
en Derivadas Parciales

5.1. Introduccion

Algunas de las leyes que describen fenémenos fisicos estan relacionadas
con las derivadas respecto del espacio y del tiempo. Es por ello que en muchos
campos de la fisica y de la ingenieria es imprescindible el uso de ecuaciones
en derivadas parciales (EDP), Algunas de las dreas en las que se utilizan de
forma habitual EDP son: acustica, aerodinamica, elasticidad, electrodinami-
ca, dindamica de fluidos, geofisica, transferencia de calor, meteorologia, bio-
logia, medicina, oceanografia, éptica, ingenieria del petroéleo, fisica del plasma
o0 mecanica cuantica, entre otros.

Las EDP cuyas aplicaciones son mas significativas son las ecuaciones linea-
les de segundo orden y todas ellas se pueden clasificar en uno de estos tres
tipos:

= Tipo hiperbdlico: problemas que modelizan fenémenos oscilatorios co-
mo vibraciones de cuerda, membranas y oscilaciones electromagnéticas.

= Tipo parabdlico: problemas que se presentan al estudiar los procesos
de conductividad térmica y difusion.

= Tipo eliptico: problemas que aparecen al estudiar procesos estaciona-
rios, es decir, procesos que no cambian con el tiempo.

La ecuacién de ondas, la ecuacién del calor y la ecuacién de Laplace son,
respectivamente, prototipos de cada una de estas tres categorias. Por tanto, el
estudio de estas tres ecuaciones nos proporcionara informacién acerca de EDP
lineales de segundo orden més generales.

Los objetivos en este tema son:

= Conocer los conceptos basicos que utilizaremos para estudiar las EDP.

» Clasificar las EDP de segundo orden.
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5.2. Teoria basica

B Definicién 5.1. Una EDP es una ecuacién donde la incégnita es una funcién
de dos o mas variables en las que aparece la funcién, sus variables indepen-
dientes y algunas de sus derivadas parciales de cualquier orden.

Cuando trabajemos con magnitudes fisicas, utilizaremos z,y, 2z para de-
notar variables independientes espaciales y ¢ para denotar la variable inde-
pendiente temporal. La funcién incognita que buscamos la denotaremos nor-
malmente con la letra u. En caso de tener un nimero elevado de variables
independientes, las denotaremos por xy,x9, -« , .

Para simplificar la notacién, utilizaremos subindices para denotar las deri-
vadas parciales. Asi, por ejemplo, si trabajamos con la funcién u(z,t), llama-
remos:

ou ~ Ou ~ Qu _ Pu
o T o T o2 T Drox

En el tema 1 estudiamos conceptos basicos sobre EDP, como son su orden,
linealidad y homogeneidad.

etc.

Uy =

® Ejemplo 5.1. Algunas EDP lineales conocidas son las siguientes:
» Ecuacién del calor en una dimensién: u; = cu,,.
» Ecuacién del calor en dos dimensiones: u; = ¢(zy + ty,).
» Ecuacién unidimensional de onda: uy = c?tyy.
» Ecuacién de ondas en tres dimensiones: us; = ¢(tyy + Uyy + Usz).
» Ecuacién del telégrafo: uy = e, + auy + B u.

» Ecuacion de Laplace bidimensional: g, + 1y, = 0.

. 1
= Ecuacién de Laplace en coordenadas polares: u,, + —u, + —Ugy = 0.
r r

» Ecuacién del transporte (trafico): u; + f(u)u, = 0.

B Definicion 5.2. Una solucién de una EDP en una regién R del espacio
de las variables independientes es una funcion u para la cudl existen todas las
derivadas parciales que aparecen en la ecuacién en todos los puntos de R y
que satisface la ecuacion en todos esos puntos.

El conjunto de soluciones de una EDP suele ser muy grande. Por ejemplo,
funciones tan distintas como:

u=x"—1y°, u = e" cosy, u=In (2% + ¢

son soluciones de la ecuacién bidimensional de Laplace:

0%u N 0%u 0
oxr?  Oy?
como se puede comprobar de forma sencilla.
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B Nota 5.1. Una diferencia importante entre las soluciones de una EDP y
una EDO es que la solucion general de una EDO suele contener constantes
arbitrarias que determinan las soluciones particulares al sustituir estas cons-
tantes por numeros concretos mientras que la solucién general de una EDP
contiene funciones arbitrarias. Por ejemplo, dada la EDP:

Yuy, = u, (5.1)

cuya funcién incognita es u(zx,y), es facil comprobar que una solucién viene
dada por:

u(z,y) =y f(x), (5.2)

donde f(x) es una funcién arbitraria de z. Asi, las funciones u;(z,y) = 2y o
us(z,y) = ycosx son soluciones de la EDP. W

Si una EDO es lineal y homogénea, pueden obtenerse soluciones nuevas a
partir de soluciones conocidas aplicando el llamado principio de superposicion.
Para una EDP lineal y homogénea la situacién es muy parecida:

B Teorema 5.1 (Principio de superposicién). Si u; y us son soluciones
cualesquiera de una EDP lineal y homogénea en alguna region R, entonces:

u = Cu; + Cy uy,

donde C; y (5 son constantes cualesquiera, también es una solucion de esa
ecuacion en R.

En muchos casos, la solucién general de una EDP se usa poco ya que la
solucién correspondiente a un problema fisico dado se obtiene mediante el uso
de las condiciones adicionales que surgen del problema: condiciones iniciales
y condiciones de frontera dependiendo de si se refieren a condiciones sobre la
variable temporal o sobre las variables espaciales:

= Condiciones iniciales. Son condiciones del problema asociadas a la
variable temporal cuando t = 0.

= Condiciones de contorno o de frontera. Son condiciones del pro-
blema relativas a las variables espaciales. Normalmente, se refieren a
condiciones en que la funcién u asume valores dados en la frontera de la
region considerada.

5.3. Resolucion de algunas EDP sencillas

En este apartado veremos como resolver algunas EDP que pueden reducirse

a EDO.

® Ejemplo 5.2. Encuentra una solucién u(zx,y) de la EDP u,, —u = 0.
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Solucion. Puesto que no esta presente ninguna derivada en la variable y, esta
ecuacién puede resolverse como u” — u = 0 para la cual habriamos obtenido la
soluciéon u = Ae* + Be ™ con A y B constantes. En este caso, A y B pueden
ser realmente funciones de y, luego la solucién sera:

u(z,y) = A(y) e” + By)e "

con funciones arbitrarias A(y) y B(y). Siempre podemos comprobar que el
resultado es valido por derivacion. ll

® Ejemplo 5.3. Encuentra las u(z,y) cumpliendo la EDP u,, = —u,.

Solucién. Haciendo u, = p, se tiene p, = —p, de donde:

Db 1 — mp=—y+Ai(r) = p=A)e”

p

y, por mtegra(:lon con respecto ax, u(z,y) = ([ A(x)dzr) e v + g(y), asi que
denotando f(z) = [ A(z) dz, la solucién sera:

u(r,y) = f(z)e ™ + g(y)

para f(z)y g(y) funciones arbitrarias. B

Problemas y cuestiones de la seccion 5.2

1.

Comprueba que las siguientes funciones son soluciones de la ecuaciéon de
Laplace bidimensional:

(a) u(z,y) = e? sen (%)

(b) u(z,y) = 2° — 3ay?

(¢) u(z,y) = arctan (x/y).
Comprueba que las siguientes funciones son soluciones de la ecuaciéon de
ondas uy = c*u,, para un valor apropiado de ¢ y determina el valor de
c:

(a) u(z,y) = 22 + 42

(b) u(z,y) = sen (6t) sen (2x).
Demuestra que u(x,y,z) = 1/y/x2 + y? + 2% es solucién de la ecuacién

de Laplace trldlmensmnal Ugg + Uyy + Uz, = 0.

Encuentra las soluciones u(z,y) de las siguientes EDP:
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(e) ugzy = u, (realiza el cambio u, = p).

(Solucién. (a) u(z,y) = f(y); (bu(z,y) = g(x); (c) u(z,y) == f(y)+
g(); (d) u(z,y) = f(y)e* ¥ (e) u(z,y) = f(y) e* + g(z)).

5. Resuelve el problema u, = cosz con la condicién u(x, 1) = 0.
(Solucién. u(x,y) = (y — 1) cosz).

5.4. Clasificacion

En esta secciéon nos centramos en la clasificaciéon de las EDP de segundo
orden, que tienen mayor interés en el campo de la ingenieria y cuyas soluciones
estudiaremos en el siguiente tema. Una EDP de segundo orden lineal tiene la
forma general:

0%u 0?u Pu Ou  Ou

+b +c +d—+e—+ fu=0, 5.3
0x? 0xdy Oy? ox dy / (5:3)
donde a, b, ¢, d, e y f pueden ser constantes o funciones de x e y. Las variables
x,y pueden cambiarse por las variables x, t. Esta forma se asemeja a la ecuacién
general de la cénica:

a

ar’ +bry+cy’+dr+ey+ f=0,

que representa una elipse, una parabola o una hipérbola segtin b? — 4a c sea ne-
gativo, cero o positivo, respectivamente. Para las EDP damos una clasificacion
semejante.

B Definicién 5.3. Diremos que la EDP (5.3) es:
» Eliptica: si 0> — 4ac < 0.
» Parabdlica: si b> — 4ac = 0.

» Hiperbdlica: si b*> — 4ac > 0.

® Ejemplo 5.4. (a) La ecuacién de ondas:
Uy = Uiy

es de tipo hiperbdlico ya que b* — 4ac = 4¢* > 0 (no confundir la ¢ de la EDP
general (5.3) con el pardmetro ¢ de la ecuacién de ondas).

(b) La ecuacién de Laplace de dos variables:
Uy + Uyy = 0

es de tipo eliptico ya que b* — 4ac = —4 < 0.
(c) La ecuacién del calor:
Uy = CPUgy

es de tipo parabdlico puesto que b? — 4a c = 0.
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TEMA 6

Ecuaciones en derivadas
parciales de segundo orden

6.1. Introducciéon

En este tema estudiaremos los prototipos de las EDP de segundo orden
lineales que introdujimos en el tema anterior: la ecuacién de ondas (ti-
po hiperbdlico), la ecuacién del calor (tipo parabdlico) y la ecuacién de
Laplace (tipo eliptico). Para ello, introduciremos en primer lugar la teoria
necesaria de series de Fourier y el método de separacion de variables para re-
solver EDP. A modo de apéndice, encontraremos también diversos resultados
para profundizar en el estudio de las series de Fourier.

Nuestros objetivos seran:

Tener los conocimientos basicos de series de Fourier.

Conocer el método de separaciéon de variables y aplicarlo a la resolucion
de las EDP anteriores.

Resolver la ecuacion de ondas unidimensional (tipo hiperbdlico).

Resolver la ecuacién del calor unidimensional (tipo parabdlico).

Resolver la ecuacion de Laplace bidimensional (tipo eliptico).

6.2. Series de Fourier

En diversos problemas que surgen en fisica e ingenieria, aparecen funciones
periddicas que trataremos de representar en términos de funciones periddicas
simples mediante series de Fourier.

En primer lugar, recordaremos algunas cuestiones basicas de funciones,
series y trigonometria.
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6.2.1. Resultados basicos

B Definicién 6.1. Diremos que una funcién f(z) definida en el intervalo
[—L, L], con L > 0 es una:

(a) funcién par si f(—z) = f(z) para todo x € [—L, L],
(b) funcién impar si f(—z) = —f(x) para todo x € [—L, L.

B Definicién 6.2. Se dice que una funcién f(x) es periddica si estd definida
para todo x real y si existe un nimero p > 0 tal que:

flx+p) = f(x).
A p se le llama periodo de f(z).

La grafica de una funcién periédica se obtiene por repeticiéon periddica de
su grafica en cualquier intervalo de longitud p (ver Figura 6.1).

20

Figura 6.1: Funcion periddica.

® Ejemplo 6.1. Las funciones f(z) = senx y f(r) = cosx son periddicas
de periodo p = 27w. Normalmente nos referimos al periodo como el menor p
que cumple la condicién de la definicion de periodo. Sin embargo, también
podemos considerar que p = 47 es un periodo de las funciones anteriores.

Ejemplos de funciones que no son periédicas son f(z) = 22, f(x) = Inx
o f(z) = €*. Sin embargo, la funcién definida como f(z) = 2% en el intervalo
[—1,1] y repetida de forma periédica es una funcién periédica con periodo
p=2 N

B Definicién 6.3. Dada una sucesién de funciones (f,,(z)), podemos consi-
derar la sucesion de sumas dada por:

Si(z) = fi(z)

Sa(x) = fi(z) + fo(x) = Y ful2)

n=1
3
Ss(w) = fi(w) + fo(z) + falx) = D ful@)
n=1
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Y, asi sucesivamente, para cualquier k& € N, consideramos:
k

Si(x) = fi(x) + fox) + fa(x) + -+ fulx) =D ful).

n=1

Para cada x podemos calcular, si existe, el limite de la sucesién Si(x), que se

denota por:
n=1

Esta expresion se denomina serie de funciones o simplemente serie. Una serie
se dice que es convergente en el punto x si lo es la sucesiéon de sumas en ese
punto, es decir, si existe el limite de las sumas en ese punto.

. . n ’
® Ejemplo 6.2. La serie ) ° | 7 es convergente en todo z € R. Ademds,
esta serie coincide con e”.

B Nota 6.1. En este tema, trabajaremos con series que serdan convergentes
en todos los puntos donde estén definidas. W

Para simplificar algunos calculos durante todo el tema, recordamos algunos
resultados bésicos de trigonometria:

B Nota 6.2. Se tiene que:
a) sena =0<=a=nm, ne€Z.

b) cosa:()(:}a:(Qn—l)g, n € 7.
¢) sena = (—1)"! <= a = (2n — 1)%, nez.
d) cosa=(-1)"<=a=nr, ncZ. R

6.2.2. Series de Fourier en el intervalo [0, 7]

B Definicién 6.4. A cada funcién f(z) definida en el intervalo [—m, 7| le
podemos asociar una serie de la forma:

Qo >
5 T 321 (a,, cos (nx) + by, sen (nx)) (6.1)
donde ag, ay,as, -+ v by, bo, - -+ son constantes reales que vienen dadas por las
férmulas:
1 [7 1 [7
S / f@)de,  an=2 | f(z)cosnz)de (6.2)
T ) . T ) .
1 ™
b, = —/ f(z)sen(nx)dx. (6.3)
™ —Tr

A la serie se le denomina serie de Fourier de f(z) en el intervalo [—7, 7] y
a las constantes, coeficientes de Fourier. Suele denotarse asi:

00
ag
f(z) ~ 5 E (an cos (nx) + b, sen (nx)).
n=1
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Al conjunto de funciones:
1, cosz, senx, cos(2x), sen(2x), --- (6.4)

se le denomina sistema trigonométrico. Todas las funciones de este conjunto
son periddicas de periodo 27 y, por tanto, la serie de Fourier también lo sera.

B Nota 6.3. La deduccion de las férmulas para el calculo de los coeficientes a,
y b, puede estudiarse con mayor profundidad en la seccion 6.8.3 del apéndice
6.8 de este capitulo. W

Funciones impares

B Proposicién 6.1. Si f(x) es una funcién impar en el intervalo [—, 7],
entonces se cumple que a,, = 0 para todo n > 0 en su serie de Fourier y
tendremos que:

f(z) ~ Z b, sen(nz).

Ademas, los coeficientes b,, pueden calcularse asi:

b, = %/OW f(z)sen(nz)dx. (6.5)

B Proposicién 6.2. Una funcién f(z) definida en el intervalo [0, 7] puede
extenderse a una funcién impar en el intervalo [—m, 7] definiendo f(—z) =
—f(x) para todo —7 < z < 0.

De la proposicién 6.2, deducimos que una funcién f(z) definida en el intervalo
[0, 7] puede extenderse a una funcién impar en [—m, 7| y a esta funcién podemos
asociarle la serie de Fourier de la proposicion 6.1:

flz) ~ Z b, sen(nx)

con los coeficientes b, dados por la expresién (6.5).

® Ejemplo 6.3. Escribe la serie de Fourier de la extension impar de la funcién
f(z) =1 en el intervalo [0, 7].

Solucién. Tendremos que:

1~ Z b, sen(nz)
n=1

donde:
2 [T 2 " 2 2(1 —(=1)"
b, = —/ I-sen(nx)dx = — {—M] = —— (cos(nm) — cos0) = 20 = (=0
T Jo T no |, nm nm
y, por tanto,

—2(1—(=1)" 4 4 4
1NZ%SGH(H.¢): ;senx—l—g—ﬂsen(?;x)—i—5—7Tsen(5a:)+'-- |
n=1
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Funciones pares

B Proposicién 6.3. Si f(x) es una funcién par en el intervalo [—7, 7], se
tiene que b, = 0 para todo n € N y tendremos que:

o0

Qo
f(z) ~ ) =S Z a, cos(nx).
n=1
Ademas, los coeficientes a,, pueden calcularse asi:

ay, = %/Oﬂ f(z) cos(nz)dx (6.6)

B Proposicién 6.4. Una funcién f(z) definida en el intervalo [0, 7] puede
extenderse a una funcién par en el intervalo [—7, 7] definiendo f(—z) =
f(x) para todo —7 < z < 0.

De la proposicién 6.4, deducimos que una funcién f(x) definida en el intervalo
[0, 7] puede extenderse a una funcién par en [—m, 7] y a esta funcién podemos
asociarle la serie de Fourier de la proposicion 6.3:

f(z) ~ % + i a, cos(nx)
n=1

con los coeficientes a,, dados por la expresién (6.6).

® Ejemplo 6.4. Escribe la serie de Fourier de la extensién par de la funcién
f(z) = x en el intervalo [0, 7.

Solucion. Tendremos que:

T~ % + Zan cos(nzx)

n=1
donde: ﬂ
2 /7r 2 [a? 2 72
ag = — rzdr=—|—| =—— =m.
T Jo TL2], w2
2 [T (n)da = u=ax du=1dx
i 0 A I cos(nx)dr v = %

(] [

2 (o _0+ %(Cos(mr) _ cos(O))) A=

0

7r ™2
y, por tanto,
—2((-1)" -1 4 4 4
T~ g—i—; % cos(nx) = g—; COS L= cos(3x)—25—7r cos(bz)+--- W
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6.2.3. Series de Fourier en el intervalo [0, L]

Ahora consideramos funciones f(x) definidas en un intervalo [0, L] para L >
0. Al igual que ocurre en el intervalo [0, 7], la funcién f(z) puede expresarse
como suma de funciones periddicas mas simples.

B Definicién 6.5. A cada funcién f(z) definida en el intervalo [—L, L] le
podemos asociar una serie de la forma:

% + g (an cos <n_7;x) -+ b, sen <?)> (6.7)

donde ag, ay,as,--- v by, bs, - -+ son constantes reales que vienen dadas por las
féormulas:

ag = %/z f(x)dz, ap = %/LL f(z) cos (?) dx (6.8)

b, = %/i f(z)sen (?) dx. (6.9)

A la serie se le denomina serie de Fourier de f(z) en el intervalo [-L, L] y a
las constantes, coeficientes de Fourier. Suele denotarse asi:

o)~ 5+ 3 (owcon () # bosen (7)),

B Nota 6.4. Todas las funciones del conjunto:

2 2
1, cos (%) , sen (%) , COS (%) , sen (%) e (6.10)

son perioddicas de periodo 2L y, por tanto, la serie de Fourier también lo sera. W

B Nota 6.5. La deduccién de las férmulas para el calculo de los coeficientes
a, v b, en el caso L = 7 puede estudiarse con mayor profundidad en la seccién
6.8.3 del apéndice 6.8 de este capitulo. M

Funciones impares

B Proposicién 6.5. Si f(z) es una funcién impar en el intervalo [—L, L],
entonces se cumple que a,, = 0 para todo n > 0 en su serie de Fourier y

tendremos que:
nmwx
~ 3 busen (F77).
f(z) HZ:; sen ( —

Ademas, los coeficientes b,, pueden calcularse asi:

L
2 nmwT
b, =— [ f(z)sen (—) dx. (6.11)
L J, L
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B Proposicién 6.6. Una funcién f(z) definida en el intervalo [0, L] puede
extenderse a una funcién impar en el intervalo [—L, L| definiendo f(—z) =
—f(z) para todo —L < z < 0.

Por la proposicién 6.6, deducimos que una funcién f(x) definida en el inter-

valo [0, L] puede extenderse a una funcién impar en [—L, L] y a esta funcion
podemos asociarle la serie de Fourier de la proposicion 6.5:

f(z) ~ i b, sen (?)

con los coeficientes b, dados por la expresion (6.11).

® Ejemplo 6.5. Escribe la serie de Fourier de la extension impar de la funcién
f(z) =1 en el intervalo [0, 3].

Solucién. Tendremos que L = 3 y nos quedara:

1= an sen (n_gx)
n=1

b, = — /03 1-sen (%) dx = 23 [— cos (—)}3 = 2 (cos(nm) — cos0) =

2(1-(=1)")

nm
y, por tanto,
= 2(1 — (=1)" 4 4 3 4 5
1= ; ( n(7r ) sen (mrx) = ;sen (?)—F?)—W sen <$)+5—W sen (%)

Funciones pares

B Proposicién 6.7. Si f(z) es una funcién par en el intervalo [—L, L], se
tiene que b, = 0 para todo n € N en su serie de Fourier y tendremos que:

f(x) ~ % —I—;ancos <$> :

Ademas, los coeficientes a,, pueden calcularse asi:

ag = %/OL f(z)dx, @y, — %/OL f(z) cos (?) dx (6.12)
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B Proposicién 6.8. Una funcién f(z) definida en el intervalo [0, L] puede
extenderse a una funcién par en el intervalo [—L, L] definiendo f(—z) =
f(x) para todo —L < z < 0.

Por la proposicion 6.8, deducimos que una funcién f(x) definida en el intervalo
[0, L] puede extenderse a una funcién par en [—L, L] y a esta funcién podemos
asociarle la serie de Fourier de la proposicién 6.7:

f(z) ~ % + ;ancos (?)

con los coeficientes a,, dados por la expresion (6.12).

® Ejemplo 6.6. Escribe la serie de Fourier de la extensién par de la funcién
f(z) = x en el intervalo [0, 2].

Solucion. Como L = 2, tendremos que:

€T ~ a——i—Zancos <@>
n=1
donde:
9 [2 272
aoz—/mdx:{—} =2
2 /o 0
2 [2 nrx u=u du=1dx
ay, = —/ x COs <—> dr = i sen(2z2) | =
0 2 dv:cos( )dx v=—h

2 [ (mrx ) } 2 L 4 [
— |rsen |\ —— COS
nm 2 0o n2m?

<0 0+ g (cos(nm) — 005(0))) _ M=)

22
y, por tanto,

2 w=4((-1)"—1) nmwx 8 T 8 3rx
v gt s () i (F) g ()

6.2.4. Convergencia y linealidad de la serie de Fourier
Convergencia de la serie de Fourier

Bajo ciertas condiciones, la serie de Fourier existe en todos los puntos del
intervalo que consideramos y, ademads, coincide con f(x). Es suficiente, por
ejemplo, que f(z) sea continua y que existan sus derivadas laterales en cada
punto. Esto prueba que en los ejercicios 6.3, 6.4, 6.5 y 6.6, la funcién f(x)
y la serie de Fourier coinciden en todos los puntos del intervalo [0, 7] y [0, 2]

respectivamente.
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B Nota 6.6. En los problemas que trataremos en este capitulo, considerare-
mos que una funcién coincide con su serie de Fourier en todos los puntos del
intervalo en que se considere. W

Para estudiar con mayor profundidad la convergencia de la serie de Fourier
a la funcion, puede consultarse el anexo 6.8.1.

Linealidad

El siguiente resultado permite simplificar el calculo de la serie de Fourier
de una funcién en muchos casos:

B Teorema 6.1. Si existen las series de Fourier de f(z) y g(x) en un
intervalo, entonces:

» Los coeficientes de Fourier de f(x) + g(x) son la suma de los coefi-
cientes de Fourier de f(z) y g(x).

» Sice R, los coeficientes de Fourier de ¢ - f(x) son el producto de ¢
por los coeficientes de Fourier de f(x).

® Ejemplo 6.7. Escribe la serie de Fourier de la extension impar de la funcién
f(z) =4+ 5sen(3z) en el intervalo [0, 7].

Solucién. Aplicamos el teorema anterior para f(x) = 1y g(z) = sen(3z).
Tendremos que, tal como hemos visto en el ejercicio 6.3,
L2(1— (—=1)" 4 4 4
1= Z 20 ==Y sen(nr) = —senx + 3 sen(3z) + —sen(bz) + - - -

nm v v v
n=1

e, identificando coeficientes, tendremos que sen(3z) = 1 - sen(3x) asi que:

flz)=4-1+5-sen(3z) =

4 4 4
4 (; senz + 3 sen(3z) + = sen(bx) + - - ) +5-sen(3z) =

16 16 16
—senz + (3—7T + 5) sen(3z) + B sen(5zx)+--- M

B Nota 6.7. Otra posibilidad para solucionar el ejercicio 6.7 es calcular di-
rectamente los coeficientes de Fourier con las féormulas (6.5) para los b,,. Para
ello, necesitamos calcular integrales del tipo:

/07r sen(2x) sen(nx)dx

que pueden hacerse mediante cambios trigonométricos. Estos calculos pueden
estudiarse en mayor profundidad en el anexo 6.8.2. W

Problemas y cuestiones de la seccién 6.2
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1. Demuestra que si una funcién f(x) es periédica de periodo p, entonces
también es periddica de periodo np para todo n € N.

2. Demuestra que si f(x) y g(x) tienen periodo p, entonces la funcién h(x) =
a f(x) + bg(x) siendo a, b constantes, también tiene periodo p.

3. Demuestra las férmulas (6.6) y (6.5) a partir de las férmulas (6.2) y (6.3)
respectivamente.

4. Encuentra la serie de Fourier de la extensién par de la funcién f(x)
definida en [0, 7] dada por:

f(x)_{ 1 si 0<wz<m/2

-1 si n/2<z<m

(Solucién. f(x f: A=) (nx)).
~ cos(nx
— (2n — )7

5. (Onda diente de sierra). Encuentra la serie de Fourier de la funcién
flz)=x+7msi —m <x <my f es peribdica de periodo 2.

(Solucién. f(z) ~m+ Z 1)"* sen(nw)).

6. Encuentra la serie de Fourier de las extensiones pares de las siguientes
funciones en el intervalo [0, 7]:

Jk si 0<z<m7/2
(a) f(x)—{ 0 si mj2<z<n para k constante.

(b) f(z) = 3.

'I‘L

(Solucién. (a) f(z) ~ = —i— Z 2nsen (7 cos(nz),

3T — 12

(0) J(@) ~ = 32 o= cos (20— 1)),

7. Encuentra la serie de Fourier de la extensién par y de la extensién impar
de f(z) = 2* en el intervalo [0, 5].

., 50 <= 100(—1)"
(Solucién. f(z) ~ ry + ; o cos(nx)

Ng 5o< n3(7r_31)n)+(;;)n)sen(nx)).
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6.3. Meétodo de separacion de variables

El método de separacion de variables es una técnica que permite en-
contrar algunas soluciones u(z, y) de ciertas EDP. El método consiste en buscar
soluciones que sean producto de una funciéon de x por una funcién de y, es decir,
que sean de la forma:

u(z,y) = F(z) G(y),

siendo F'(z) y G(y) funciones desconocidas. Las derivadas parciales vendrén
dadas por las expresiones:

u, = F'(2)G(y) o wu, = F(x)G'(y)

y la derivada segunda u,,, por ejemplo, vendra dada por u,, = F"(x)G(y).

Cuando sustituimos en la EDP, llegamos a dos EDO, una por cada cada
una de las variables. Las resolvemos, obteniendo expresiones para F(x) y G(y)
y, por tanto, para u(z,y). Este método serd imprescindible para resolver la
ecuacién de ondas, la del calor y la de Laplace.

® Ejemplo 6.8. Encuentra soluciones u(x, y) de la EDP u, —u, = 0 utilizando
el método de separacién de variables.

Solucién. Consideramos soluciones de la forma u(z,y) = F(2)G(y). La ecua-
cién del enunciado se traducird a F'(z)G(y) = F(x)G'(y) que se transforma
en:

F'(z) _ G'(y)

F(z)  Gly)

Fijémonos que, en esta igualdad, el término de la izquierda no depende de la
variable y y el término de la derecha no depende de la variable x. La tnica
posibilidad para que esto ocurra es que los dos términos sean igual a una
constante k, asi que:

Fx) _ G'(y)
F(r)  G(y)

Resolviendo de manera independiente, tendremos dos EDO de primer orden:

= k.

F'(z) o) — BF(g) e
F(x)_k:”:() kF(z) =0= F(z) = C,
g/((?ZJ/)) =k = G'(y) —kG(y) = 0= Gly) = Coe®™

asi que:
w(z,y) = F(2)G(y) = C1e"Coe = CChek@+y)

y, renombrando C' = CC5, tendremos que:

u(x,y) = Ce!@)  CecR. W
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B Teorema 6.2 (Principio de superposicién). Si uy,us, -+ ,u, es un
conjunto de soluciones de una EDP lineal homogénea, entonces cualquier
combinacion lineal de la forma:

Ciuy + Coug + - - - + Cru,

donde C1,Cs, ..., C, son constantes arbitrarias, también es solucién de la
EDP.

B Nota 6.8. Bajo ciertas condiciones, al tomar series en vez de sumas, se sigue
conservando el principio de superposicion. Asi, si uq, us, ... es una sucesion de
soluciones de una EDP lineal homogénea, C, Cy, ... son constantes y la serie:

[o@)
u = E Chuy,
n=1

es convergente, entonces la funcién v también serd solucion de la EDP. En el
resto del capitulo supondremos que siempre podemos construir una solucion
como ésta a partir de un conjunto de soluciones. W

Problemas y cuestiones de la seccién 6.3

1. Halla soluciones u(z,y) de las EDP siguientes por el método de separa-
cién de variables:

(a)

(b) uy —yu, =0.

(€) Uy —u=0.

(d) 2 ugy + 3y*u = 0.

YUy — T Uy = 0.

(Solucién. (a) u(x,y) = C /249" (b)Y u(z,y) = C eFyF, (¢) u(z,y) =
C eketulk (d) u(z,y) = C e Fev'/k),

2. Indica si en las siguientes EDP se puede aplicar el método de separacion
de variables. En caso afirmativo, encuentra las EDO correspondientes
(sin resolverlas):

a) XUy +up = 0.

(a)

(b) Ugpy + T Uy = 0.

(c) [p(@)ue]e — r(2)un = 0.

(d) Uge + (@ + y)uy, = 0.

(€) Upy + Uyy +2u =0.

(Solucién. (a) zF”" —kF = 0; '+ kG = 0, (b) F/ — ka F = 0;

G"+ktG=0,(c) pF") —k(rF)=0; G —kG =0, (d) No se puede
aplicar el método, (e) F" + (x — k)F =0, G" + kG = 0).
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6.4. Ecuacion de ondas

La ecuacion de ondas fue uno de los problemas matematicos mas im-
portantes de mediados del siglo XVIII y fue estudiada por primera vez por
D’Alambert en 1746. Imaginemos una cuerda tensada de longitud L en posi-
cién horizontal que se fija en sus extremos (r = 0y z = L), por ejemplo, la
cuerda de una guitarra. Hacemos vibrar la cuerda en el instante ¢ = 0 desde
una posicion determinada y con un impulso determinado. Denotaremos con
u(z,t) la deflexion de la cuerda, es decir, el desplazamiento vertical en cual-
quier punto de la cuerda 0 < x < L en el instante ¢ > 0. Bajo ciertos supuestos
fisicos, la EDP que modeliza este problema viene dada por:

Ut = CPUgy (6.13)

donde ¢ es un numero real. Esta ecuacién recibe el nombre de ecuacion de
ondas unidimensional. Como ya comentamos en el tema anterior, es una
EDP lineal homogénea de segundo orden con coeficientes constantes de tipo
hiperbolico. Al anadir una variable espacial, podriamos considerar la ecuacion
de ondas bidimensional, pero en este libro sélo consideraremos el caso unidi-
mensional.

Dado que la cuerda esta fija en los extremos * = 0 y x = L, en nuestro
problema tendremos dos condiciones de frontera del tipo:

u(0,t) =0, wu(L,t) =0 paratodot > 0. (6.14)
Tendremos también dos condiciones iniciales (en ¢ = 0):
» La deflexion inicial: u(z,0) = f(x)
» La velocidad inicial: u(x,0) = g(x)

Por tanto, el problema consiste en encontrar una solucién de la ecuacién
(6.13) que satisfaga las condiciones de frontera (6.14) y las condiciones iniciales

anteriores:
Ut = Uy
u(0,t) = u(L,t) =0 (condiciones de frontera) (6.15)

u(z,0) = f(z); w(z,0) =g(z) (condiciones iniciales)
Para resolver este problema procedemos paso a paso de la forma siguiente:

= Paso 1. Aplicamos el método de separacién de variables a la ecuacion
(6.13).

= Paso 2. Al resolver el problema por separacion de variables, obtendremos
soluciones de la EDO en la variable x que satisfacen las condiciones de
frontera (6.14) y se determinan las soluciones de la EDO en la variable ¢.

» Paso 3. La solucion del problema sera una serie que resulta de la suma
de las soluciones anteriores. Se usaran las condiciones iniciales y el calculo
de coeficientes de series de Fourier para llegar a la solucién del problema
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Paso 1. Separacion de variables. Dos EDO

Aplicamos el método de separaciéon de variables a la ecuacién de ondas
(6.13). Buscamos soluciones de la forma:

u(z,t) = F(x) G(t). (6.16)

Derivamos (6.16) y obtenemos, obviando las variables independientes para sim-
plificar:
U = F G” Vo Ugy = FI/ G.

Sustituimos estas expresiones en la EDP y obtenemos:
F GII — 02 F// G
y, pasando la G vy la ¢? a la izquierda y la F a la derecha, obtenemos:
G// F//
26 F
Como ya vimos en el ejemplo 6.8, podemos afirmar que ambos miembros de

(6.17) son constantes ya que el primero no depende de x y el segundo no
depende de t. Por tanto,

(6.17)

G// F//
2G  F .
De esta manera obtenemos dos EDO:
F'—kEF=0 (6.18)
y
G" - kG =0, (6.19)

donde k es, por ahora, una constante arbitraria.

Paso 2. Condiciones en la frontera

Fijémonos en que si G = 0, entonces u(x,t) = 0, solucién trivial, que no
es la solucién del problema salvo que las condiciones iniciales sean todas 0.
Consideramos, por tanto, que G # 0. Se determinaran ahora las soluciones F
y G de (6.18) y (6.19) de manera que u = F G satisfaga las condiciones de
frontera (6.14):

u(0,1) = F(0)G(t) = 0,
u(L,t) = F(L)G(t) = 0.

(1) Resolvemos en primer lugar la EDO F”—k F' = 0. En ese caso, tendremos

que:
w(0,t) =0 — F0)G(t) =0 3 F(0) =0 (6.20)
wL,t) =0 — F(L)G(t) =083 F(L) =0 (6.21)

obteniendo dos condiciones para F'(z). Ahora distinguimos tres casos
para F"" — kF = 0:
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e Si k= 0: La EDO queda F” = 0 cuya solucién general es F(z) =
ax + by, teniendo en cuenta las condiciones (6.20) y (6.21), obtene-
mos que a = b = 0. Por tanto, F'(z) = 0, que nos lleva de nuevo a
la solucién trivial u(x,t) = 0.

e Si k > 0: Podemos renombrar la variable k£ en forma de cuadrado

k = p? y la EDO quedard F” — p? F = 0. El polinomio caracteristico
de la EDO tiene raices p y —p, asi que su solucion general sera:

F(z)=Ae”+ Be P, donde A,B son constantes arbitrarias.

Al aplicar las condiciones (6.20) y (6.21), es facil calcular que A =
B =0y se obtiene F(z) = 0, dando la solucién trivial de nuevo, al
igual que en el caso anterior.

e Si k < 0: Podemos renombrar la variable k& en forma del negativo de
un cuadrado k = —p? y la EDO quedars F”+p?F = 0. El polinomio
caracteristico de la EDO tiene raices complejas pi y —pi, asi que su
solucion general seré:

F(z) = A cos(pz) + B sen(px), Ay B son constantes arbitrarias.
)

Al sustituir la condicién (6.20), tendremos:
F(0) =0 — Acos(0) + Bsen(0) =0 — A =0.

Y como A =0, F(z) = Bsen(pz). Al sustituir la condicién (6.21),
obtendremos:
F(L)=0— Bsen(pL) = 0.

Es necesario tomar B # 0 ya que de otro modo F(x) = 0, con lo que
obtendriamos otra vez el caso trivial. En consecuencia, sen(pL) = 0.
Por tanto, utilizando la Nota 6.2, obtenemos que:

pL =nm, n€Z. (6.22)

Para cada n, obtenemos un valor de p que podemos renombrar y
denominar p,. Nos quedamos sélo con los p,, de valores de n > 1,

obteniendo:
nw

Tomando B = 1, obtenemos para cada n > 1 una solucién de F'(x)
que denotaremos por F,(x):

F.(x) =sen(p,x), n=12,... (6.23)

(2) Resolvemos ahora G” — ¢*k G = 0. Sin embargo, la constante k estd
restringida ahora a los valores k = —p? = —(n7w/L)? tal como hemos
visto en la resolucién de F(x). Para cada n, G* — ¢k G = 0 quedar de
la forma G” + ¢*p2G = 0, cuya solucién general sera:

G, (t) = By, cos(cpat) + By sen(ceppt),

donde B,, y B} son constantes arbitrarias.
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Por tanto, las funciones u, (x,t) = F,(z)G,(t) o, escritas en forma desarro-
llada,

up(z,t) = (B, cos(cpnt) + B,

n

sen(eppt))sen (pp,x), n=1,2,... (6.24)

son soluciones de la ecuacién de ondas uy = c?ug, que, ademds, cumplen las
condiciones de frontera u(0,t) = u(L,t) = 0.

Paso 3. Solucién del problema completo

Una sola solucién de la forma w,(z,t) que hemos encontrado en el apar-
tado anterior no satisface, en general, las condiciones iniciales. Ahora bien,
la ecuacién (6.13) es lineal y homogénea y podemos aplicar el principio de
superposicién (teorema 6.2 y nota posterior). Tendremos que una solucién al
problema completo vendra dada por la serie:

u(z,t) = Z up(z,t) = Z(Bn cos(cpnt) + By sen(cp,t)) sen (p,x)  (6.25)

n=1

para unas constantes B, y B determinadas. Para obtener la solucién del
problema que satisfaga las condiciones iniciales, sustituiremos estas condiciones
en la funcién u(z,t) y determinaremos el valor de las constantes B,, y B}:

» Condicién inicial u(z,0) = f(z) (desplazamiento inicial):

Sustituyendo ¢ = 0 en la expresién (6.24), tenemos:

u(z,0) = ZBn sen (p,z) = f(x). (6.26)

Por tanto, las constantes B,, seran los coeficientes de Fourier de la exten-
sién impar de f(x) en el intervalo [0, L] tal como vimos en la proposicién
6.5. Utilizamos la féormula (6.11) y obtenemos:

2 L
B, = Z/ f(z) sen (ppx) dz, n=1,2,... (6.27)
0

» Condicién inicial u(z,0) = g(x) (velocidad inicial):

Derivando la expresion u(x,t) que hemos obtenido en (6.25) respecto de
t obtenemos:

o0

w(z,t) = Z(—cpan sen(eppt) + cpn By cos(eppt)) sen (p,x)  (6.28)

n=1

y, sustituyendo ¢ = 0 en esta expresion obtendremos:

00
J— * R—
u(z,0) = E cpn By sen (p,x) = g(z).
n=1
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Por tanto, los coeficientes de Fourier de la extensién impar de g(z)
vendran dados por:

2

L
cpn B = f/ g(x) sen (p,x) dz
0

y, despejando B}, obtendremos:

2

B =
cpn L

n

L
/ g(x)sen (pyx)de, n=1,2,... (6.29)
0

Resumiendo, la solucién de nuestro problema vendra dada por la expresién:

u(a,t) =Y up(z,t) =Y (B, cos(cpat) + B sen(cpyt)) sen (p,z)
n=1 n=1

donde los coeficientes B,, y B} vienen dados por las expresiones:

o L
Bn:z/ f(z) sen (ppx) dz, n=1,2,...
0

2

B =
cpp L

n

L
/g(x)sen(pnx)d:c, n=12... W
0

B Nota 6.9. En el caso K = —p?, se obtienen bésicamente las mismas solu-
ciones para F'(x) cuando tomamos n < 0 excepto por un signo menos ya que
sen (—a) = —sen «v. Por tanto, no es necesario incluirlas en la solucién. W

Las soluciones u,(z,t) en la ecuacién de ondas y también en la ecuacién del
calor y de Laplace que veremos en las siguientes secciones, se denominan fun-
ciones caracteristicas de la EDP. Los valores p,, se llaman valores carac-
teristicos.

B Nota 6.10. En la resolucién del problema de la ecuacién de ondas, hemos

utilizado una condicién de frontera del tipo u(0,t) = u(L,t) pero podemos

generalizar esta condicién, obteniendo cuatro posibilidades:

(a) u(0,t) =u(L,t) = 0.

(b) uw(0,t) = u,(L,t) = 0.
) ,
)

(c) ug(0,t) =u(L,t) =0.
(d) u.(0,t) = u,(L,t) = 0.

Dependiendo del tipo de condicién, el paso 2 puede variar ligeramente, cam-
biando la forma de la funcién F'(z) y de los valores p,. Veremos esto en mayor
profundidad con ejemplos mas concretos tanto en la ecuaciéon de ondas como

en la ecuacién del calor en la seccién 6.6. W
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® Ejemplo 6.9. Resuelve la ecuacién de ondas uy = 4u,, en el intervalo [0, 6]
cuyas condiciones de frontera son u(0,t) = u(w,t) = 0 y donde las condiciones
iniciales vienen dadas por:

3rx

u(,0) = 2sen (%) — 3sen <T> . w(x,0) = 0.

Solucién. Viendo el proceso anterior y teniendo en cuenta que ¢ =4y L = 6,
tendremos que la solucién de nuestro problema vendra dada por la expresion:

u(w, t) =Y un(w, 1) = (B cos(2pnt) + By sen(2pyt)) sen (poz)
n=1 n=1
nmw , .
donde p,, = — para todon = 1,2, ---. Para el calculo de los B,,, evitaremos

hacer las integrales correspondientes ya que podemos identificar directamente
la funcién u(z,0) con su serie de Fourier. Puesto que para todo z tendremos:

u(x,0) = 2sen (%:U) — 3sen (%x) = Z B, sen (%x)

se obtiene que:

2 3 3
By sen (%x) + By sen <§x> + B3 sen (§x> +---=2sen (%I) —3sen (%x)

asi que, identificando coeficientes, By =2, By = -3y B,, = 0sin # 1,3. Para
el célculo de los B, como:

2 L
cpn Bl = 6/ Osen (p,x)dxr =0,
0

obtenemos que B = 0 para todo n = 1,2,... Por tanto, la solucién del
problema sera:

2 6 3
u(x,t) = 2cos (gt) sen (%x) — 3 cos (%t) sen <€x> . i

Problemas y cuestiones de la seccion 6.4

1. Resuelve la ecuacion de ondas uy; = u,, en el intervalo [0, 7] cuyas con-
diciones de frontera son u(0,t) = u(m,t) = 0 y con las siguientes condi-
ciones iniciales:

(a) u(z,0) =0y uy(z,0) = 4sen(2x).
(b) u(z,0) =3senz y us(x,0) = —6senz.

(¢) u(z,0) =0y w(x,0) = {

x si 0<z<m/2
T—x si w/2<z<m
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(Soluciones: (a) u(z,t) = 2sen(2t) sen(2x),
(b) u(z,t) = 3senz(cost — 2sent),
4 & sen ()
t)=—-) —2~ t .
(c) u(z,t) - ; = sen(nt) sen(nx))
2. Resuelve la ecuacion de ondas u; = 9u,, en el intervalo [0,2] cuyas
condiciones de frontera son u(0,t) = u(2,t) = 0 y con las condiciones
iniciales u(x,0) = $2(2 — z) , w,(z,0) = 0.

41— (=1)"
(Solucién. u(zx,t) = = ; (%) cos (SHTWQ sen <%x))

6.5. Ecuacion del calor

La ecuacion del calor describe la distribucién del calor en una region
a lo largo del tiempo. Imaginemos una varilla de longitud L > 0 en posicién
horizontal cuya temperatura es nula en sus extremos (r = 0y x = L). Inicial-
mente, en el instante ¢ = 0 la varilla tiene una temperatura determinada en
cada posicién 0 < x < L. Denotaremos por u(z,t) la temperatura de la varilla,
es decir, la temperatura en cualquier posicion de la varilla 0 < z < L en el
instante t > 0. La EDP que modeliza este problema se obtiene a partir de la
Ley de Fourier y del principio de conservacion de la energia y viene dada por:

Up = gy (6.30)

donde ¢ es un numero real. Esta ecuaciéon recibe el nombre de ecuacién del
calor unidimensional. Como ya comentamos en el tema anterior, se trata de
una EDP lineal homogénea de segundo orden con coeficientes constantes de ti-
po parabdlico. Al anadir variables espaciales, podriamos considerar la ecuacién
del calor bidimensional o tridimensional pero en este libro sélo consideraremos
el caso unidimensional.

Dado que la varilla tiene temperatura nula en los extremos t =0y x = L,
tendremos dos condiciones de frontera del tipo:

u(0,t) =0, w(L,t) =0 para todot > 0. (6.31)
Tendremos también una condiciéon inicial dada por la temperatura en ¢t = 0:

u(zx,0) = f(z). (6.32)

Por tanto, el problema consiste en encontrar una solucién de (6.30) que
satisfaga las condiciones de frontera (6.31) y la condicién inicial (6.32):

U = C
u(0,t) = U(L t) = 0; (condiciones de frontera) (6.33)
u(x,0) = f(x); (condicién inicial)

Para resolver este problema procedemos paso a paso de manera muy similar
a la ecuacién de ondas de la seccién anterior:
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= Paso 1. Aplicamos el método de separacién de variables a la ecuacion
(6.30).

= Paso 2. Al resolver el problema por separacion de variables, obtendremos
soluciones de la EDO en la variable x que satisfacen las condiciones de
frontera (6.31) y se determinan las soluciones de la EDO en la variable ¢.

» Paso 3. La soluciéon del problema sera una serie que resulta de la suma de
las soluciones anteriores. Se usard la condicién inicial (6.32) y el célculo
de coeficientes de series de Fourier para llegar a la solucién del problema
(6.33).

Paso 1. Separacion de variables. Dos EDO

Aplicamos el método de separacién de variables a la ecuacién del calor
(6.30). Buscamos soluciones de la forma:

u(z,t) = F(x) G(t). (6.34)

Derivamos (6.34) y obtenemos, obviando las variables independientes para sim-
plificar:

w=FG v wu,=F'G.
Sustituimos estas expresiones en la EDP, obteniendo:
FGQ' =*F'q
y pasando la G y la ¢? a la izquierda y la F a la derecha, obtenemos:

G/ F//
2G  F

(6.35)

Como ya vimos en el ejemplo 6.8, podemos afirmar que ambos miembros de
(6.35) son constantes ya que el primero no depende de z y el segundo no
depende de t. Por tanto,

G/ F//
G F .
De esta manera obtenemos dos EDO:
F'—kF=0 (6.36)
y
G — kG =0, (6.37)

donde k es, por ahora, una constante arbitraria.
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Paso 2. Condiciones en la frontera

La primera parte se razona de manera analoga que en la ecuacién de ondas.
La tnica posibilidad para obtener soluciones no triviales es que G # 0. Se
determinardn ahora las soluciones F'y G de (6.36) y (6.37) de manera que
u = F' G satisfaga las condiciones de frontera (6.34):

u(0,) = F(0)G(t) = 0,
u(L,t) = F(L)G(t) = 0.

(1) La resoluciéon de F” — k' F = 0 se hace de manera idéntica a como lo
hicimos en la ecuacién de ondas, obteniendo soluciones no triviales uini-
camente si k = —p?, donde:

nm
pnzf para todo n=1,2,...

Y las soluciones para F'(x) vienen dadas por:

F.(x) =sen(p,z), n=1,2... (6.38)

(2) Resolvemos ahora G’ — ¢k G = 0. Sin embargo, la constante k esta
restringida ahora a los valores k = —p? = —(n7w/L)? tal como hemos
visto en la resoluciéon de F(z). Para cada n, G’ — kG = 0 quedard
de la forma G’ + ¢?p>G = 0 que es una EDO lineal de primer orden
cuyo polinomio caracterfstico es 7 + ¢?p? = 0 y cuya tinica rafz simple es
r = —c*p?. Su solucién serd, por tanto,

Gn(t) = Be <Pt
donde B,, es una constante arbitraria.

Por tanto, las funciones u, (x,t) = F,(z)G,(t) o, escritas en forma desarro-
llada,

Up(z,t) = Bpe “Pitsen (poz), n=12,... (6.39)

son soluciones de la ecuacién del calor u; = c*u,, que ademés cumplen las
condiciones de frontera u(0,t) = u(L,t) = 0.

Paso 3. Solucién del problema completo

Una sola solucién de la forma w,(z,t) que hemos encontrado en el apar-
tado anterior no satisface, en general, las condiciones iniciales. Ahora bien,
la ecuacion (6.30) es lineal y homogénea y podemos aplicar el principio de
superposicién (teorema 6.2 y nota posterior). Tendremos que una solucién al
problema completo vendra dada por la serie:

00 00
2,2
—cC t
u(z,t) = E up(x,t) = E Be “Pntsen (p,x) (6.40)
n=1 n=1
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para unas constantes B,, determinadas. Para obtener la solucién del problema
que satisfaga la condicién inicial, sustituiremos esta condicién en la funcién
u(z,t) y determinaremos el valor de las constantes B,,. Como tal condicién es
u(z,0) = f(x) (temperatura inicial), sustituyendo ¢ = 0 en la expresién (6.40),
tenemos:

u(x,0) = B, sen(p,z) = f(x). (6.41)

Por tanto, las constantes B,, seran los coeficientes de Fourier de la extensién
impar de f(z) en el intervalo [0, L] tal como vimos en la proposicién 6.5.
Utilizamos la féormula (6.11) y obtenemos:

o L
B, = z/ f(z) sen (ppz) de, n=1,2,... (6.42)
0

Resumiendo, la solucién de nuestro problema vendré dada por la expresion:

o0 o0
u(w,t) = Z Up(z,t) = Z Bne Pt sen (p, 1)
n=1

n=1

donde los coeficientes B,, vienen dados por las expresiones:

2 L
Bn:Z/ f(z) sen (ppz) de, n=1,2,...
0

B Nota 6.11. Al igual que en la ecuacién de ondas, en el caso k = —p?, se
obtienen basicamente las mismas soluciones para F'(x) cuando tomamos n < 0,
y k < 0 excepto por un signo menos ya que sen (—«a) = — sen «.. Por tanto, no
es necesario incluirlas en la solucién.

B Nota 6.12. También al igual que en la ecuacién de ondas, en el ejemplo
que hemos dado de la resolucién del problema de la ecuacién del calor, hemos
utilizado una condicién de frontera del tipo u(0,t) = u(L,t) pero podemos
generalizar esta condicion, obteniendo cuatro posibilidades:

(a) u(0,t) =u(L,t) = 0.
(b) u(0,t) = u,(L,t) = 0.
(¢) ug(0,t) =u(L,t) =0.
(d) ug(0,t) = uy(L,t) = 0.

En la resolucién hemos considerado la condicién a) pero, dependiendo del tipo
de condicién, el paso 2 puede variar ligeramente, cambiando la forma de la
funcién F'(x) y de los valores p,. Como ya indicamos en la ecuacién de ondas,
veremos esto en mayor profundidad con ejemplos més concretos en la seccion
6.6. W

® Ejemplo 6.10. Resuelve la ecuacién del calor u; = 9u,, en el intervalo [0, 7]
cuyas condiciones de frontera son u(0,t) = u(m,t) = 0 y donde la condicién
inicial viene dada por u(x,0) = 4 para todo 0 <z <7yt > 0.
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Solucién. Aplicando el proceso anterior, teniendo en cuenta que L = 4, ob-
tendremos que la solucién del problema viene dada por una expresion del tipo:

u(z,t) = Z Uy (z,t) = Z Bye % sen (ppz) .
n=1 n=1
donde p,, = n para todon =1,2,---. Para determinar los B,,, tendremos que:

u(z,0) =4 = Z B,, sen(p,x)

n=1

y tendremos que:

B, = 2 /0W4sen(pnx)d:c = 8 (1—(-1)")

s nm

y, por tanto, la solucion seré:

u(z,t) = Z % (1= (=1)") e " sen (nz).

Si expresamos los primeros términos de la serie, quedara:

16 16
u(z,t) = —e sen () + —e *sen(3z) +--- N
T T

Problemas y cuestiones de la seccion 6.5

1. Resuelve los siguientes problemas de ecuacién del calor:

(a) uy = Duy, en el intervalo [0,7] con las condiciones de frontera
u(0,t) = u(m, t) = 0 y condicidn inicial u(x,0) = 3 sen(2x).

(b) 3u; = ug, en el intervalo [0,2] con las condiciones de frontera
u.(0,t) = u,(2,t) = 0 y condicién inicial u(z,0) = cos?(2mx).

(Solucién. (a) u(z,t) = 3e~ " sen(2z),

(b) u(z,t) = % + %6_487T2t cos(4mz)).

2. Enuncia el problema con valores en la frontera que determina la tem-
peratura en una barra de cobre de 1 m. de longitud, si, originalmente,
toda la barra se encuentra a 18°C y uno de sus extremos se calienta de
modo repentino hasta 60°C y se mantiene a esa temperatura, mientras
que el otro extremo se conserva a 24°C. (considera que ¢ = 2)

(Solucién. u; = 2u,, en el intervalo [0, 1] con las condiciones de frontera
y condicion inicial u(z,0) = 18).
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6.6. Condiciones de frontera distintas

En esta seccion estudiaremos la ecuacion de ondas y la ecuacion del calor en
el caso en que obtengamos condiciones de frontera distintas a las estudiadas en
las secciones anteriores. Tal como indicamos en las notas 6.10 y 6.12, podemos
cambiar las condiciones u(0,t) = u(L,t) = 0. Para poder resolver el problema
de manera completa con otras condiciones, necesitaremos trabajar con una
generalizaciéon de las series de Fourier que explicamos en el siguiente
teorema:

B Teorema 6.3 (Generalizacién de las series de Fourier).

2n — 1
Sip, = %, entonces:

(a) Para f(z) = > 7, a,cos(p,z) tenemos que:

n=1
o (L
Ay, = Z/o f(z) cos(ppx)dx
(b) Para f(xz) =7, b,sen(p,x) tenemos que:
L
b, = %/0 f(z) sen(p,x)dx

Al igual que ocurre con los coeficientes de Fourier, los nimeros a,, y b,
también cumplen la condicién de linealidad.

6.6.1. FEcuacion del calor

En la ecuacion del calor, las condiciones anteriores se referian a tener
una temperatura constante y nula. Sin embargo, podriamos considerar el ca-
so en que tengamos los extremos de la varilla aislados, es decir, que no ha-
ya flujo de calor en los extremos de la varilla, lo que se traduce en que

uz(0,t) = u,(L,t) = 0. La posibilidad de tener un extremo aislado y el
otro con temperatura cero nos da las otras dos opciones en las condiciones de
frontera.

Para resolver el problema de la ecuacién del calor cambiando las condiciones
de frontera se procede de manera andloga a la seccién 6.5 teniendo en cuenta
algunos cambios que se resumen en la siguiente proposicion:

B Proposicién 6.9. Consideramos la ecuacién del calor u; = c?uy, con
la condicién inicial u(z,0) = f(x). Supongamos que u(x,t) = F(x)G(t).
Entonces:

(a) Siw(0,t) = u(L,t) = 0 — F(0) = F(L) = 0.
(b) Si w(0,t) = uy(L,t) = 0 — F(0) = F'(L) = 0.
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(¢) Siug.(0,t) =u(L,t)=0— F'(0)=F(L)=0.
(d) Siu.(0,t) =u,(L,t)=0— F'(0)=F'(L) =0.
Esto lleva, respectivamente, a que:

(a) F,(z) = sen(p,z) donde p, = % La solucién general viene dada
por:

u(z,t) = Z Boe~ Pt sen(p, )
n=1
donde los B,, son los coeficientes de Fourier de la extension impar
de f(z) en el intervalo [0, L] que vienen dados por la férmula (6.11)
para todon =1,2,...
2n — 1
(b) F,.(x) = sen(p,z) donde p,, = u La solucién general viene

2L
dada por:

u(z,t) = Z Boe~ Pt sen(p,x)
n=1

donde los B, son los coeficientes b, del apartado b) del teorema 6.3

para f(x).
2n —1
(¢) F.(x) = cos(p,x) donde p, = % La solucién general viene
dada por:
u(z,t) = Z Ane= Pt cos(p,)
n=1

donde los A,, son los coeficientes a,, del apartado a) del teorema 6.3

para f(x).

(d) F.(x) = cos(p,z) donde p, = n% La solucién general viene dada
por:

A (e, o]
u(z,t) = 70 + Z Ane=CPit cos(pp)
n=1

donde los A,, son los coeficientes de Fourier de la extensién par de
f(z) en el intervalo [0, L] que vienen dados por la férmula (6.12) para
todon=0,1,2,...

B Nota 6.13. La notacion A, y B, para los coeficientes se ha tomado asi
por identificacién con los coeficientes a,, y b,, de las formulas de los coeficientes
de las series de Fourier. En todos los casos de la proposicion 6.9, al resolver
la EDO F” — kF = 0, las unicas soluciones no triviales aparecen para k < 0
salvo el caso d). En ese caso, existe una solucién para k& = 0 que viene dada
por F'(z) igual a una constante. Denotamos esa constante por Ay/2 tal como
aparece en el apartado d) de la proposicién 6.9.

® Ejemplo 6.11. Resuelve el problema u; = 2u,, con las condiciones de
frontera u,(0,t) = u,(1,t) = 0 y la condicién inicial u(x,0) = 2z + 5 cos(3mzx).
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Solucién. Consideramos u(z,t) = F(z) G(t) y obtenemos FF G' = 2 F" G lo

que nos da:
G/ Fl/
= — =k cte.
2G  F e
Resolvemos en primer lugar la EDO F” — kF = 0. Si G = 0, entonces,
u(z,t) = 0, solucién trivial. Consideramos, por tanto, que G # 0. En ese caso,

tendremos que:

u(0,1) = 0 — F/(0)G(t) = 0 <28 F'(0) = 0 (6.43)
ue(1,1) = 0 — F/(D)G(t) =0 8 F'(1) = 0 (6.44)

Ahora distinguimos tres casos para la EDO F” — kF = 0:
» Si k= 0: La EDO queda F" = 0 cuya solucién general es F'(z) = ax + b
y, teniendo en cuenta que F'(0) = F’'(1) = 0, obtenemos que a = 0 vy,

por tanto, F'(x) = b una constante arbitraria. Esta constante aparecera
en la solucién del problema renombrada como Ay /2.

= Si £ > 0: Ocurre algo andlogo al caso k = 0.

» Si k < 0: Podemos renombrar k = —p? vy la EDO quedard F” + p*F = 0.
La solucion general sera:

F(z) = A cos(px) + B sen(px), Ay B son constantes arbitrarias.
Para sustituir las condiciones F'(0) = F'(1) = 0, calculamos:
F'(x) = — Ap sen(px) + Bp cos(pzx)
y tendremos:

F'(0) =0 — —Apsen(0) + Bpcos(0) =0 Ll uy )

Como B = 0, F(x) = Acos(pz). Al sustituir la condiciéon F'(1) = 0,
obtenemos:
—Apsen(p) =0 Lia Asen(p) = 0.

Es necesario tomar A # 0 ya que de otro modo F(x) = 0, con lo que
obtendriamos otra vez el caso trivial. En consecuencia, sen(p) = 0. Por

tanto, utilizando la nota 6.2, obtenemos que:

p=nm, n€L—p,=nmw, n=12 ... (6.45)

Tomando B = 1, obtenemos para cada n > 1:

F.(z) =cos(ppx), n=12,... (6.46)
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Resolvemos ahora la EDO G’ + 2p? G = 0 cuya solucién general es:
Go(t) = Aje~ 2t

donde A,, es una constante arbitraria. Las funciones wu,(z,t) = F,(x)G,(t) =
Ape it gen (pnx) son soluciones de la ecuacién del calor que ademés cumplen
las condiciones de frontera u,(0,t) = u,(1,t) = 0. La solucién del problema
completo sera:

Ao

Ay o
u(z,t) = 70 + Zun(x,t) =35 + Z Ape Pt cos (pux) .
n=1 n=1

Como u(z,0) = 4 +3"* A, cos(p,z) = 2z+5cos (3mz), tendremos que:

A
70 + Ay cos (mz) + Ag cos (2mx) + Az cos (3wx) + -+ = 2x + 5cos (3mz) .

Para el célculo de las constantes A,, tenemos dos posibilidades. La primera
posibilidad es el calculo de los coeficientes de Fourier mediante las formulas:

9 [l
Ay = I/ (2x 4 cos(3mx)) dx
0
y
2 1
A, = I/ (2x + cos(3mx)) cos (ppx) dx.
0

Hay cierta dificultad en el calculo de la segunda integral ya que es necesario
transformar el producto de cosenos para evaluarla. Para profundizar en la
resolucion de estas integrales, ver la seccion 6.8.2 del apéndice 6.8.

La segunda posibilidad, que es la que desarrollaremos aqui, es calcular
la serie de Fourier de la extensién par de la funcién 2z + cos(37z) en [0, 1]
utilizando la linealidad de los coeficientes tal como indicamos en el teorema
6.3. Haremos, por una parte, la serie de Fourier de la extension par de la
funcién 2z en [0, 1] y, por otra, la de la funcién cos(37z).

» Serie de Fourier de la extensién par de 2z en [0, 1]:

2 ! 271
Aoz—/ 2udr = 2 [2°], =2
0

1
9 1 1
An:I/ 2xcos(n7rx)dx:4/ x cos (nmx) de =
0 0
u=ux du=1dx |
dv = cos (nmx) dx v:w B

(i [ sen (nrz)]} — — /0 ' sen (nra) dm) _

nm nm

(i [ sen (n7z)]; + # [cos ("m))]é> B

A(=D" -1

(0 —0+ n247T2 (cos(nm) — COS(O)>> _

n2 7-‘-2
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» Serie de Fourier de la extensién par de 5cos(37z) en [0, 1]: Lo
hacemos por identificacién. Tendremos que:

A
70 + A cos(mzx) + Ay cos(2mzx) + Az cos(3mx) + - -+ = 5 cos(3mx),

asi que A3 =5y A, =0 para todon >0, n # 3.

Por tanto, la solucién vendra dada por:

A (o]
u(z,t) = 70 + Z Ane 2t cos (pn) .
n=1

dondeA0:2,A3:—%+5yAn:wparatodonzl,n%B.Al

n2m?
desarrollar los primeros términos, tendremos:

8 8
u(z,t) =1— ﬁe’%t cos (mx) + (5 — w) e ¥ cos (3rx) +--- A

Problemas y cuestiones de la seccién 6.6.1

1. Resuelve el problema u; = u,, en el intervalo [0, 7], cuyas condiciones
de frontera vienen dadas por u,(0,t) = u,(m,t) = 0 y suponiendo que la
condicién inicial u(z,0) = f(z) viene dada por:

T si 0<zx<m/2
(a) f(x):{ T—x si w/2<z<m
(b) f(z) =2
(Solucién. (a) u(z,t) = %—% (%e‘“ cos(2z) + %63& cos(6z) + .. .),

(b) u(z, t) =437, %e‘"t cos (nx)).

2. Resuelve el problema u; = 4 u,, en el intervalo [0, 7/2], cuyas condiciones
de frontera vienen dadas por u,(0,t) = u(w/2,t) = 0 y suponiendo que
la condicién inicial es u(x,0) = 2z — 6 cos x.

Solucién. u(z,t) = (=2 — &) e * cos x+
( :

n=2

6.6.2. FEcuacion de ondas

De manera andloga a la ecuacion del calor, podemos cambiar también las
condiciones de frontera en la ecuacién de ondas. Se procede de manera analoga
a la seccién 6.4 teniendo en cuenta algunos cambios que se resumen en la
siguiente proposicion:
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B Proposicién 6.10. Consideramos la ecuacién de ondas uy = c?ug, con
las condiciones iniciales u(z,0) = f(z), w(z,0) = g(x). Supongamos que
u(z,t) = F(x)G(t). Entonces:

(a) Siu(0,t) =u(L,t) =0— F(0) = F(L) = 0.
(b) Siu(0,t) = uy(L,t) = 0 — F(0) = F'(L) = 0.
(¢) Siug(0,t) = w(L,t) =0— F(0) = F(L) = 0.
(d) Si ug(0,¢) = ug(L,t) = 0 — F'(0) = F'(L) = 0.
Esto lleva, respectivamente, a que:

(a) F,(z) = sen(ppz) donde p, = n% La solucién general viene dada
por:

Z (B, cos(cpnt) + By sen(cpyt)) sen(p,x)
n=1

donde los B,, y ¢p, B son los coeficientes de Fourier de la extension
impar de f(x)y g(z) respectivamente en el intervalo [0, L] que vienen
dados por la férmula (6.11) para todon =1,2, ...

(2n —1)m

(b) F,(z) = sen(p,x) donde p, = 5T

dada por:

. La solucion general viene

u(z,t) = Z (B, cos(cpnt) + B;, sen(cpyt)) sen(p,x)
n=1

donde los B,, y ¢p, B son los coeficientes b, del apartado b) del

teorema 6.3 para f(z) y g(x) respectivamente.

(2n —1)m

(¢) F.(x) = cos(p,x) donde p, = 5T

. La solucion general viene

dada por:

u(z,t) = Z (A, cos(epyt) + A sen(eppt)) cos(pyx)

n=1

donde los A, y ¢p, A% son los coeficientes a, del apartado a) del
teorema 6.3 para f(z) y g(x) respectivamente.

Calculo II. Grados en ingenieria eléctrica, ingenieria mecanica, 187 Cristina Chiralt Monleon y Alejandro Miralles Montolio
ingenieria quimica e ingenieria en tecnologias industriales DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapiential 52
ISBN: 978-84-17429-33-1

indice



(d) F.(xz) = cos(ppz) donde p, = n%r La solucién general viene dada
por:

Ay & .

o + Z (A, cos(eput) + A sen(cppt)) cos(p,x)

n=1

u(z,t) =

donde Ay, A,, y cp, A}, son los coeficientes de Fourier de la extension
par de f(z) y g(x) respectivamente en el intervalo [0, L] que vienen
dados por la férmula (6.12) para todon = 1,2, ...

B Nota 6.14. La notacion A,, A’ o B, B} para los coeficientes se ha tomado,
al igual que en el caso de la ecuacion del calor, por identificacion con los
coeficientes a,, y b, de las féormulas (6.12) y (6.11) respectivamente de las
series de Fourier. También de forma andloga al caso de la ecuacién del calor,
en todos los casos de la proposicion 6.10, al resolver la EDO F” — kF = 0, las
tnicas soluciones no triviales aparecen para k < 0 salvo el caso d). En ese caso,
existe una solucién para k = 0 que viene dada por F'(z) igual a una constante.
Denotamos esa constante por Ay/2 tal como aparece en el apartado d) de la
proposicién 6.10.

6.7. Ecuacion de Laplace

La ecuacién de Laplace aparecio por primera vez en un documento de Euler
sobre hidrodinamica en 1752 pero fue Laplace quien, a partir de 1782, estudio
sus soluciones al investigar la atraccion gravitacional de cuerpos arbitrarios en
el espacio.

La ecuacién bidimensional del calor viene dada por la expresion:

u = ¢ (U + Uyy) -

Si el flujo del calor es estacionario, es decir, que no depende del tiempo,
entonces su derivada con respecto al tiempo serd 0, es decir, u; = 0 y obtenemos
la llamada ecuacion de Laplace bidimensional:

Uz + Uy = 0. (6.47)
El analogo en tres dimensiones seria la ecuacion de Laplace tridimensional:
Uy + Uyy + Uz = 0, (6.48)

aunque el caso tridimensional no lo trataremos en este libro. Las ecuaciones
de Laplace (6.47) y (6.48) también se presentan otros aspectos de la fisica
matematica como puede ser el potencial electrostatico de cargas eléctricas. La
ecuacion de Laplace se conoce también como ecuaciéon del potencial y, como
vimos en el tema anterior, se trata de una EDP lineal homogénea de segundo
orden con coeficientes constantes de tipo eliptico.

La ecuacion de Laplace en una region R junto con una condiciéon que se
cumpla sobre todos los puntos de la frontera de R conforman lo que se deno-
mina un problema con valor en la frontera. Como la ecuacion de Laplace
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no tiene dependencia con respecto al tiempo, no habra condiciones iniciales
que deban satisfacerse. Sin embargo, si que son necesarias algunas condiciones
que deben satisfacerse en la frontera de la regiéon R. Para simplificar, consi-
deraremos solamente regiones R que sean rectangulos y consideraremos que
u(z,y) toma valores preestablecidos en la frontera de la regién. Los problemas
con estas caracteristicas reciben el nombre de problema de Dirichlet, que
tratamos a continuacion.

Problema de Dirichlet

Consideramos la ecuacién de Laplace 1y, + u,,, = 0 en un rectdngulo R =
[0,a] x [0,b] (ver figura 6.2). Suponemos que la temperatura u(x,y) cumple
que es f(z) en el lado superior del rectdngulo para una cierta funcién dada y
cero en el resto de lados que constituyen la frontera de R.

Y A

u= f(x)

v

Figura 6.2: Problema de Dirichlet en el rectangulo R.

Es decir, consideramos la ecuacion:
con las condiciones:

u(0,y) = 0 para todo 0 <y <b (

u(z,0) = 0 para todo 0 <z < a (

u(a,y) =0 para todo 0 <y <b (6.52
u(z,b) = f(x) para todo 0 <z < a (

Para resolver este problema procedemos paso a paso de manera muy similar
a las ecuaciones de ondas y del calor de las secciones anteriores:

= Paso 1. Aplicamos el método de separacién de variables a la ecuacion

(6.49).

= Paso 2. Al resolver el problema por separacion de variables, obtendremos
soluciones de la EDO en la variable x que satisfacen las condiciones de
frontera izquierda y derecha y se determinan las soluciones de la EDO
en la variable y anadiendo la condicién de frontera inferior.
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= Paso 3. La solucion del problema sera una serie que resulta de la suma
de las soluciones anteriores. Se usara la condicién de frontera superior
para el cdlculo de coeficientes de series de Fourier para llegar a la solucion
del problema.

Paso 1. Separacién de variables. Dos EDO

Aplicamos el método de separacién de variables. Consideramos:

u(z,y) = F(zx)G(y)

en (6.49) y obtenemos F""G + FG"” = 0, donde se sobreentiende que la funcién
F ahora depende de la variable x y la funcién G depende de la variable y. Esto
nos lleva a que:

F// G//
—_— —— = k‘
F G
donde k es una constante, que nos lleva a las dos EDO F” — kF = 0y

G'"+ kG = 0.

Paso 2. Aplicacion de las condiciones de frontera

Si G = 0, obtenemos que u = 0, que es una solucién trivial. En otro caso

G #0.

» Resoluciéon de F(z): A partir de las condiciones en la frontera izquierda
y derecha, obtenemos:

w(0,y) = 0 = F(0)G(y) = 0 — F(0) =0

u(a,y) =0— F(a)G(y) =0 — F(a) =0,

asi que nos queda una EDO lineal F” + kF = 0 con las condiciones
F(0) =0, F(a) = 0. De manera analoga a lo que ocurre en la ecuacién
de ondas y la ecuacién del calor, los casos £k =0y k > 0 dan soluciones
triviales F' = 0 y, por tanto, u = 0. Asi que consideramos k < 0y,
renombrando k = —p?, obtenemos que las soluciones de la F' son de la
forma:

F(z) = Acos(pz) + Bsen(pz).

Sustituimos F(0) = F'(a) = 0 y obtenemos que A = 0 y que los tnicos
valores vélidos de p son p, = nm/a de manera anédloga a como se hace
en la ecuacién de ondas y la ecuacién del calor. Asi, para B = 1, las
soluciones para F'(x) son:

nm
F,(x) = sen <—x) , n=12 ...
a
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» Resolucién de G(y): La ecuacién para G quedard G — p>G = 0 para
los valores de p,, anteriores. El polinomio caracteristico tiene raices p,, y
—Pn, obteniendo la solucién:

Gn(y) — Cn epny + Dn 6_pny7

para constantes arbitrarias C,, y D,. Si F(z) = 0, obtenemos la solucién
trivial uw = 0. En otro caso, aplicamos la condicién de frontera en el lado
inferior de R:

u(z,0) =0— F(x)G(0)=0
asi que, en particular,
G,(0)=0—G,(0)=C,+D,=0— D, =—C,.

Asi, teniendo en cuenta que la funcion seno hiperbodlico viene dada por

la expresion:

« —Q

e* —e
h —
senh(a) 5
obtenemos:
Gu(y) = Cy (6% — 6_7;@) = 2C,, senh (@) .
a

Si reescribimos 2C;, = C} y, teniendo en cuenta la expresiéon obtenida
para F,(x), llegamos a las funciones caracteristicas del problema:

nmw nmy

un(z,y) = F.(x) G,(y) = C sen <T> senh <T> . (6.54)

Paso 3. Solucién del problema completo

Las funciones u,(x,y) satisfacen las condiciones de frontera en los lados
izquierdo, derecho e inferior. Para llegar a la solucion que también satisfaga
la condicién en la frontera u(z,b) = f(z) en el lado superior, aplicamos el
Principio de superposicién (ver teorema 6.2 y nota posterior). Tendremos que
una solucién al problema completo vendra dada por la serie:

u(z,y) = iun(x, y) = iC’; sen <nf:w> senh (?) .

A partir de esta expresién evaluada en y = b y la condicién u(x,b) = f(x)
obtenemos:

u(z,b) = f(z) = g C* senh (”%b) sen (poz) .

El desarrollo de la extensién impar de f(z) en el intervalo [0, a] es:

J(@) =3 By sen (pa)
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tal como vimos en la proposicién 6.5. Identificando las series y sus coeficientes,

tendremos que:
C}, senh (n_7rb) = B,.
a

Utilizamos la férmula (6.11) y obtenemos:

2 a
B, = —/ f(z) sen (ppz) dz, n=1,2,... (6.55)
aJo

y, por tanto,
b 2 [
B, = C} senh <ﬂ) = —/ f(z) sen (Ex) dx.

a a Jo a
Tendremos entonces que la solucién del problema de Dirichlet viene dada por:

> nm nm
=S (—) h(—). 6.56
u(z,y) Z " sen x| sen - Yy ( )

a
n=1

donde: ) .
. _ nr
Cr = 2 sonh(nb/a) /0 f(z) sen ( " x) dx. (6.57)

B Nota 6.15. Bajo ciertas condiciones, siempre podemos asegurar que el
problema de Dirichlet tiene soluciéon. Una condicién suficiente es, por ejemplo,
que f, f"y f” sean funciones continuas en el intervalo [0,a]. W

Problemas y cuestiones de la seccion 6.7.

1. Resuelve el problema de Dirichlet u,, + u,, = 0 en el cuadrado R =
[0,2] x [0,2] con las condiciones de frontera u(z,2) = sen (37z) para
todo 0 < x <2y u(x,y) =0 en el resto de lados del cuadrado.

1 1 1
(Solucién. u(z,y) = sen <§7rx> senh (éwy) ).

senh 7

2. Resuelve el problema de Dirichlet en el rectangulo R = [0,a] x [0, D]
con las condiciones de frontera u(0,y) = wu(a,y) = 0, u(x,0) = 0y

u(z,b) = f(z) si:

B x si 0<xz<a/2
f(x)_{a—x si a/2<z<a

para una constante a > 0.
4 1 ™ Y
Solucién. u(z,y) = — | ————sen <—> senh (—) —
( () 2 (senh(%b) a a

4 1 3Tx 3Ty
p <32Th(3%5) Sen <T> senh (T) + .. ) ).

Calculo II. Grados en ingenieria eléctrica, ingenieria mecanica, 192 Cristina Chiralt Monleon y Alejandro Miralles Montolio
ingenieria quimica e ingenieria en tecnologias industriales DOI: http://dx.doi.org/10.6035/Sapiential 52
ISBN: 978-84-17429-33-1

indice



3. (Flujo de calor en una placa). Las caras de una placa cuadrada
delgada de lado 24 cm. estan aisladas perfectamente. El lado superior del
cuadrado se mantiene a una temperatura de 20°C y los lados restantes
se mantienen a 0°C. Encuentra la temperatura de estado estacionario
u(z,y) de la placa.

(2n—1)mz
80 sen( 24 ) (2n — 1)y
Solucién. = — h{——)).
(Solucién. u(z,y) - ; senb((2n = )7) sen ( 51 ))

6.8. Anexos

6.8.1. [Existencia y convergencia de la serie de Fourier

En esta seccién estudiamos una condicién suficiente para que la serie de
Fourier de f(z) en [—L, L] exista. También indicamos el valor de la serie en
funcién de f(z). Recordemos que la serie de Fourier de f(z) en el intervalo
[—L, L] viene dada por:

f(z) ~ % + i (an Ccos (?) + b, sen (%))

para los valores a,, y b, dados por (6.8) y (6.9) respectivamente.

B Teorema 6.4. Si f(x) es una funcién definida en [—L, L] y existen
las derivadas por la derecha y por la izquierda en todo punto de dicho
intervalo, entonces la serie de Fourier de f(x) es convergente. Ademaés,

» Si f(x) es continua en x, entonces la serie de Fourier (6.1) y f(z)
coinciden.

» Si f(x) es discontinua en z, entonces la serie de Fourier (6.1) coincide
con la media entre los limites laterales de f(z) en el punto x.

6.8.2. Ortogonalidad del sistema trigonométrico

B Nota 6.16 (Férmulas trigonométricas). Se tiene que:
1
(a) cos(nz)cos(mz) = 5 cos((n +m)x) + 5 cos((n —m)z)

(b) sen(nx) cos(mx) = %sen ((n+m)z) + % sen ((n —m)x)

(c) sen(nzx)sen(mz) = % cos ((n —m)x) — % sen ((n +m)zx)

y, por tanto,
(a) [7_cos(nz)cos(ma) de =

1/7T cos ((n+m)z) d:c—l—%/ﬂ cos ((n —m)x) dx

2 -7 -7
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(b) [*_sen(nz)cos(ma) du =

L con(m+myz)de + 2 [ sen((n — m)z) do
;] 2

-7 -7

(c) J™_sen(nx)sen(ma)dr =

%/icos((n—m)x)dx—%/icos((mm)x)dx.

B Definicion 6.6. El sistema trigonométrico
1, cosx, senx, cos2x, sen2x, -, COSNT, SENNI,

es ortogonal en [—m, 7] (y, en consecuencia, en cualquier intervalo de longitud
27, debido a la periodicidad). Esto significa que la integral del producto de
cualesquiera de estas funciones diferentes sobre dicho intervalo es cero, es decir:

= Para enteros cualesquiera n # m se tiene:

/7r cos(maz) cos(nz)dr =0 (m #n),

/ sen(maz) sen(nx)dr =0 (m #n).
= Para enteros m y n cualesquiera (incluyendo m = n) se tiene:

/ " cos(ma) sen(nz) dz — 0.

—T

B Nota 6.17. La prueba de la ortogonalidad del sistema trigonométrico se
basa en la transformacién de los productos dentro de las integrales en sumas
como se ve en la segunda parte de la nota 6.16.

6.8.3. Determinacion de los coeficientes de Fourier

En esta seccion explicamos por qué los coeficientes de las series de Fourier
toman los valores a,, y b, explicados en la primera seccién. Para simplificar los
célculos, consideraremos f(z) en el intervalo [—, pi]. Su serie de Fourier viene

dada por:
00
Qo
5 1 E (a,, cos (nx) + by, sen (nx))
n=1
donde ag, ay,as, -+ v by, by, - -+ son constantes reales que vienen dadas por las
formulas:
1 T 1 T
ag = — f(x)dz, ap = — f(x) cos(nz)dz,
™ J)_x ™ J_x
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= %/_:: f(z)sen(nx)dx

Estos coeficientes se determinaran a partir de f(z) mediante ciertas férmu-
las llamadas férmulas de Euler. Consideramos una funcién f(x) que coincida
con su serie de Fourier:

a o0
=5 + Z a, cos (nx)+ b, sen(nx)). (6.58)

n=1

Para determinar ag, integramos ambos miembros de (6.58) entre —m y ,

[

Por tanto,

ap + Z (a,, cos(nz) + by, sen(nm))] dr.

/f da:—ao/_ d:v+z /cos )d:):+bn/7rsen(n1‘)d:v

—T
7 . 7

N~ N~

2mag 0 0

de donde deducimos:
s 1 ™
/ f(z)dx =2may vy, despejando, ag = 2—/ f(z)dx
- T J -z

Determinamos ahora los coeficientes a,, para n > 1. Se multiplica (6.58) por
cos(mx), donde m es cualquier entero positivo fijo, y se integra de —m a 7

/: f(z) cos(mzx) dx = /7;

Al integrar, en el segundo miembro obtenemos:

CL()/ cos(m dx+z {an/ cos(nz) cos(mx) dx + by, /

ap + Z (an, cos(nzx) + by, sen(nx))] cos(mz) dz.
"~ (6.59)

" sen(na) cos(ma) dm} .

—Tr

0
(6.60)
Aplicando las férmulas de la nota 6.16, obtenemos que apareceran cuatro térmi-
nos en cada sumando del segundo miembro. Seran todos cero excepto la inte-
gral ffﬂ cos ((n —m)x) dx que serd igual a m cuando n = m, luego la expresion

(6.59) quedaré:
/ f(z)cos(nz)dr = a,

y, despejando a,,, obtenemos:

1 ™
Ay, = — f(x)cos(mz)de m=1,2,---
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Ahora determinamos by, by, . .. Multiplicando (6.58) por sen(mx), donde m
es cualquier entero positivo fijo, e integrando entre —7 y 7 tenemos:

/_7r f(z)sen(mz) dx = /_7r ap + Z(an cos(nz) + b, sen(nx)) | sen(mz) dx.
(6.61)

n=1

Al integrar, el segundo miembro queda:

a / " sen(ma) dx+i [an / cos(nz) sen(mz) dz + by, / sen(nz) sen(ma) dz

- n—1 -7 -

™

Aplicando las formulas de la nota 6.16, obtenemos que apareceran cuatro térmi-
nos en cada sumando del segundo miembro. Serdn todos cero excepto la in-
tegral [7 cos((n —m)z)dz que serd igual a 7 cuando n = m. Simplificando,
obtenemos:

1 T
bm:—/ f(z)sen(mzx)dz, m=1,2,...
™ —T

Finalmente, escribimos n en lugar de m y obtenemos las féormulas de

Euler: )
™
a = o JI f(z)de
2 7T
1 x
a, = — [ f(x)cosnzdx (6.62)
-
s
l =
by = — [ f(x)sennxdz.
-
s
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Tablas

En las siguientes paginas se pueden encontrar una tabla de primitivas, una
tabla con la transformada de Laplace de diversas funciones, una tabla con las
propiedades mas importantes de la transformada de Laplace y una tabla con
relaciones trigonométricas.
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TABLA DE PRIMITIVAS

Integrales inmediatas

Integrales de funciones compuestas

xn—i—l

n+1

[ de = +C , n#-1

n+1

[ urde = +C, n#-1

n+1

1
[=de=|z|+C
T

u/
[ —dz=nlu|+C
u

fe‘”dx:eanC'

fu’e“da::e“—i—C'

al‘

Ja*dr = +C

Ina

L 4o
Ina

[ a*dx

[senzdr = —cosx+ C

[« senudr = —cosu+ C

[coszdr =senz + C

Ju cosudr =senu+ C

Jtanzde = —In|cosz| + C

Ju tanudr = —In|cosu| + C

Jcotzdr =In|senz|+ C

Ju cotudr =1In|senu|+ C

[ secxdx =1In|secx + tanz| + C

[ secudr =In|secu+ tanu| + C

[ cosec xdz = In|cosecx — cotz| + C

C

[ u cosecudr = In|cosecu — cot u| +

1 /
f de =tanz + C f dr = tanu + C
cos? x cos? u
1 u
[ ——dx=—cota+C [ ——dx=—cotu+C
sen? x sen? u

198
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[arcsenzdr =1 — a2 + zarcsenz + C

[ w arcsenudr = /1 —u?+ zarcsenu + C

Jarccoszde = —v/1 — 2?4+ rarccosz + C

[ u arccosudr = —v/1 —u? 4+ zrarccosu + C

1
[ arctan x dz = x arctan x — 3 In(1+2?)+C

1
[« arctan u dz = uwarctanu — 5 In(1+u?)+C

/

1 N u u

fmdmzéarctan(a)+0 fmdzzéarctan (E)+C
L - ) 4 C L L) 4

fﬂ X = arcsen (E) + fﬂ X — arcsen (E) +

fsenhxdx =coshz + C

fu/senhudx = coshu + C

J cosha dx = senha + C

[ w coshudx = senhu + C

[tanhz dz = In|coshz| + C

Jw'tanhudz = In|coshu| + C

[ cothxdr = In|senhz|+ C

[ W cothudz = In|senhu| + C

ul

1
dr = tanhx + C dr = tanhu + C
fcosth v A fcoshzu . i
S L the 4 C / L thu +C
———dz = —cothz ————dxr = —cothu
senh? senh? u

dx = arg cosh (f) +C

[

/

f\/%dm = argcosh (%) +C
u? —a

r = arg senh (f) +C

Jp——

/!

s d

x = arg senh (g) +C
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TRANSFORMADAS DE LAPLACE

f(t) F(s) f(t) F(s)
1 % , s>0 sen(bt) — bt cos(bt) (52 35)352)2
pat - i pREEE >a t sen(bt) e 2_581)2)2
", =12 S:LJ!FI , s>0 sen(bt) + bt cos(bt) <S22j)_322)2
U n=1,2,- ﬁ , §>a t cos(bt) (522_::22)2
et _ bt —(S _C;)_(Sb_ D s> max{a,b} | sen(bt) cosh(bt) — cos(bt) senh(bt) " éfilb‘l
ae™ — bebt % , s> max{a,b} sen(bt) senh)bt) 542j2;ib4
Vit 2;{52 , >0 senh(bt) — sen(bt) s42b3b4
% % , §>0 cosh(bt) — cos(bt) 5362 Sb4
sen(bt) 2 j)_ 2o 5> 0 Funcién escalén: u(t — a) e;as , s>0
cos(bt) %—1-192 , §>0 Funcién delta de Dirac: 6(t —a) | e, s> 0
. b
e sen(bt) G_af T’ s>a
e cos(bt) E _sa—)2a+ Z $>a
senh(bt) = ﬁ 2o 5> b
cosh(bt) = i 2o 5> b
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PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA
DE LAPLACE

(1) Linealidad. Si a y b son constantes, entonces:

Llaf(t) +bg(t)] = a L[f(t)] +bL]g(t)]

para todo s tal que las transformadas de Laplace de las funciones f y ¢
existan a la vez.

(2) Propiedad de la traslacién. Si la transformada de Laplace L[f] =
F(s) existe para s > «, entonces:

L[e"f(t)] = F(s—a) para s>a+a.
(3) Transformada de Laplace de la derivada. Si f(t) y sus derivadas

son continuas en [0, +oo[ y son todas de orden exponencial «, entonces,
para s > « se tiene:

L{f=sL[f]=f(0).
L[f"] = s"L[f] - sf(0) — f'(0).

(4) Transformada de Laplace de derivadas de orden mayor. Si f(t) y
sus derivadas son continuas en [0, +o0o[ y son todas de orden exponencial
«, entonces, para § > « se tiene:

Lf™] =s"L[f]— s f(0) = s"2f/(0) — -+~ — f0=D(0).

(5) Derivada de la transformada de Laplace. Sea L[f] = F(s) y su-
pongamos que f es continua a trozos en [0, 4+00[ y de orden exponencial
a. Entonces, para s > « se tiene:

Lt f(t)] = (=1)"
siendo F(s) = L[f(t)].
(6) Transformada de la integral. Si L[f(t)] = F(s), entonces:

t
F
L {/ f(u)du} = (8),
0 s
o en forma equivalente,

L [%‘S)} _ /Otf(u) du.

(7) Propiedad de desplazamiento. Si F'(s) = L[f(t)] existe para s > «,
entonces:

Llu(t —a) f(t —a)] = e F(s)
existe para s > a + « y se tiene:
L~ [em®F(s)] = u(t —a) f(t —a),

siendo u(t — a) la funcién escalén (o de Heaviside).
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RELACIONES TRIGONOMETRICAS

sen(m -+ n) =senm cosn + cosm senn.
sen(m —n) =senm cosn — Cosm senn.
cos(m +n) =cosm cosn —senm senn.
cos(m —n) =cosm cosn + senm senn.
sen(2m) =2senm cosm.

cos(2m) =cos’>m —sen’*m = 1 — 2sen®*m = 2cos®m — 1.

1
senmcosn =g [sen(m + n) 4+ sen(m — n)].

1
cosmcosn = [cos(m + n) + cos(m — n)].

1
SenMmsenn =g [cos(m —n) — cos(m + n)].
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