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Resum

En una investigacid, a mesura que augmenta la capacitat de compilar dades, la necessitat
d’extraure-hi relacions i estructures per facilitar ’enteniment i la seua interpretacié és un im-
peratiu. En aquest treball disposem de respostes binaries a un qiiestionari matematic que es va
fer a estudiants nouvinguts de la UJI. Volem buscar quina sera la millor manera de classificar
aquests estudiants per tal de poder incidir i donar suport a aquells que tinguen perfils similars,
i per assolir aquest objectiu utilitzarem lanalisi d’arquetipoids (ADA). Demostrarem la ido-
neitat d’utilitzar representants reals que formen part de la mostra i compararem el resultat amb
altres técniques estadistiques més implantades com sén l'analisi d’homogeneitat (HOMALS),
Panalisi cluster (PAM) i 'analisi d’arquetipus probabilistic (PAA). També canviarem el marc de
referencia i trobarem els arquetipoids de les preguntes per tal de trobar-hi relacions entre elles.
Aquesta perspectiva és absolutament innovadora dins de ’ADA i a més a més sera la primera
vegada que s’utilitza ADA per a un conjunt de dades binaries, fet que obri un gran ventall de
possibilitats a altres estudis.
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Capitol 1

Introduccio

El canvi d’etapa educativa sempre comporta un repte per a l’estudiant i el mateix sistema edu-
catiu. L’alumnat ho viu com un canvi brusc de desnivell que sovint els desmotiva i els fa fer un
esfor¢ gens gradual. El sistema educatiu acollidor sol veure una mancanga d’habilitats en ’estu-
diantat nouvingut, havent d’implantar mesures per corregir aquesta mancanga de coneixements
i competencies.

Parlem, en conseqiiéncia, de mesures que s’estableixen com a principis d’educacié i d’inter-
vencié estructurats des de parametres especialitzats que circumscriuen ’adaptacioé de 'alumnat
en funcié d’un seguit de models i programes. Al capdavall, la finalitat és desenvolupar destre-
ses, actituds i habits que condicionen les capacitats especifiques de cada dimensié d’intervencio,
aixi com aquelles disposicions basiques per a I’assoliment d’una competéncia matematica real i
valida.

Per tal de dilucidar la destresa en matematiques dels estudiants de 1r curs a la Universitat
Jaume I (UJI) de Castelld, es va bastir una bateria de preguntes d’analisi i algebra que per-
metera, al professorat del Departament de Matematiques de la UJI, coneixer els continguts a
recolzar en els estudiants i aixi modificar les estrategies a utilitzar durant el curs i adaptar les
seues programacions. El proposit principal és, per tant, aconseguir informacié de I'area d’expe-
riencia en la qual s’intervé per a la consecucié d’uns objectius establerts a través d’una accid
educativa programada.

L’obtencié de les dades va formar part d’'un estudi d’Analisi Implicativa Estadistica de
Orus and Gregori| (2008)) dins del context de la Didactica de les Matematiques. Aprofitant
aquest recull de dades hem fet servir una analisi d’arquetipoids (ADA) per tal d’obtindre uns
elements de la mateixa base de dades que possibiliten un estudi individualitzat de cada estudiant,
relacionant-los amb ells, coneixent els seus punts forts i febles i permetent aixi establir una



estrategia molt més solida i eficient a ’hora de donar-los suport, creant materials i adaptant-se
a les necessitat especifiques de cada alumne.

Encara més ara, que les matematiques inicials de quasi totes les enginyeries es fan conjuntes,
aquest estudi pot permetre formar grups més homogenis que tracten especificament aquells
punts més necessaris per a cadascun d’aquests grups. Aquesta adaptacié curricular permetria
suavitzar aquest desnivell de coneixements del qual parlavem adés, motivar a ’alumnat en la
seua nova etapa formadora i evitar ansietat o avorriment en les classes.

Com que definim un objectiu, I'analitzem i després maldarem per extraure’n conclusi-
ons, acceptem la necessitat d’establir uns trets (investigadors) constitutius, per aixod raonarem
teoricament i practicament sobre els seus principis i canalitzarem les dades que ens transmeten.

A partir dels noranta fou quan |Cutler and Breiman)|(1994) presentaren estadisticament la uti-
litzacié d’arquetipus, I’analisi que cerca uns representants extrems (no han de ser necessariament
un individus de la mostra, poden ser teorics) que permeten explicar tots els elements de la mos-
tra com a combinacié convexa dels mateixos. D’aquesta manera, s’ha anat consolidant aquest
tipus d’analisi gracies a la seua validesa i a la seua facilitat per a explicar diferents conjunts
de dades. Fa poc es presenta una millora d’aquestes analisi per |Vinué et al.| (2015) amb la
utilitzacié d’arquetipoids en els quals els representants que es cerquen ja no poden ser teorics,
és necessari que formen part de les dades. Sén elements extrems pero al formar part de la mos-
tra la seua interpretacié és més intuitiva. A banda, permeten la personalitzacié dels resultats
perque obtenim uns indicadors que mostren el pes de cada arquetipoid per a cada alumne i
compta amb I'avantatge de contindre uns perfils concrets que permeten que la seua classificacié
siga més clarificadora.

Les dades amb les que comptem i que explicarem al proper capitol sén dades binaries, és a
dir, formades per 0 i 1. Per primera vegada aplicarem ADA a aquest tipus de dades. A més a
més hem fet un estudi comparatiu de ’analisi d’arquetipoids amb altres analisis estadistiques
que serveixen per a treballar dades booleanes amb diferents objectius, pero sempre de forma no
supervisada, és a dir, sense que hi haja una variable resposta:

Analisi Cluster (Kaufman and Rousseeuw; [1990; [Maechler et al.f 2017)): Divideix les dades
en diferents conjunts (clusters) de forma que els elements dels quals tinguen la maxima similitud
amb els del seu propi cluster i la minima amb les dels altres.

Analisi d’homogeneitat (HOMALS) (de Leeuw and Mair; [2009): L’objectiu ’HOMALS és
descriure les relacions entre dues o més variables nominals en un espai de poques dimensions
que conté les categories de les variables aixi com els objectes pertanyents a aquestes categories.

Analisi d’arquetipus probabilistic de Seth i Eughster (Seth and Eugster; [2016b) (PAA): Seth
and Eughster varen donar un enfocament probabilistic a ’analisi d’arquetipus amb 1’objectiu



d’ampliar el tipus de dades susceptibles per utilitzar aquestes analisis.

Podrem comparar aquestes analisis i veure quina s’ajusta millor a les dades i permet treure
unes conclusions més fidedignes.

També hem volgut fer I’estudi des del punt de vista oposat, cercar les preguntes arquetipoids
i veure quina relacié hi ha amb la resta de preguntes per constatar les seues relacions i per a
comprovar si hi ha alguna estructura amagada. Malgrat la impossibilitat d’interpretar una
amalgama de preguntes per a la majoria d’analisis, ADA ens permet fer-ho, i que nosaltres
estem assabentats, és la primera vegada que es canvia la perspectiva d'un estudi (és a dir,
els individus sén vistos com a variables) utilitzant analisis d’arquetipoids. Hem de ressaltar
que, fins on sabem, com hem dit abans, també és la primera vegada que s’utilitza analisi
d’arquetipoids per a dades binaries. Aleshores aquest estudi no tan sols és pioner en aplicar
I’analisi d’arquetipoids al camp de la didactica de la matematica, siné que també obri la porta
a Paplicacié en qualsevol altre camp on les dades vinguen recollides de forma binaria, fet comu
en la recollida de dades mitjancant enquestes.

L’estructura de la memoria es la segiient:

Al capitol [2] es presentara la base de dades amb els detalls de les preguntes que es van
realitzar. El capitol |3 es centra en exposar la metodologia emprada junt amb el programari
utilitzat. Al capitol 4] es presentaran i analitzaran els resultats obtinguts de 'aplicacié dels
metodes a la base de dades. Per ultim, al capitol |5| s’exposaran les conclusions i treball futur.
La memoria finalitza amb un annex |[A| que recull el codi en R (R Development Core Team;
2018) fet servit.
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Capitol 2

Base de dades

La nostra base de dades va ser recollida per Orus and Gregori (2008) a I’alumnat del primer curs
de ’Escola de Tecnologia i Ciencies Experimentals de la UJI al principi del curs 2003-04 amb
la collaboracié de molts membres del Departament de Matematiques d’aquesta Universitat.

La Universitat Jaume I (UJI), és una Universitat Piblica espanyola sita en Castellé de la
Plana, va ser creada al 1991 i el volum de matriculats és d’uns 15.000 estudiants. Compta amb
tres facultats, una Escola i en el curs 2014-15 oferien 31 titulacions de Grau i 45 de master.

El nombre total d’alumnes dels que tenim dades és de 690 i el qiiestionari conté 17 preguntes,
etiquetades com P1, P2, P3, P4, P5, P6a, P6b, P7,P8, P9, P10, P11, P12, P13a, P13b, P14a,
P14b, P15, P16, P17a i P17b que realment ens donen resposta a 21 items que estan codificats
en resposta binaria com a 0 (resposta incorrecta) i 1 (resposta correcta), aleshores treballarem
amb una matriu booleana 690 x 21. Anem a distingir tres diferents classificacions per a les
preguntes binaries, la Taula ens mostra la classificacié segons el seu contingut.

Tipus de contingut | Tipus de tasca | Pregunta
algebra Problema P1, P6a, P6b, P8, P10, P12, P13a,
P13b, P15, P16, P17
Grafica Pi7a
Exercici P2, P7
Analisi Problema P8, P14b, P17
Grafica P3, P17a
Exercici P3, P4, P5, P9, P11, Plja

Taula 2.1: Tipus de contingut i tasca a realitzar en les preguntes.
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La Taula ens indica quin requeriment necessita la resolucié del problema.

’ Per resoldre el problema cal:

Modelitzar PS8, P10, P12, P13A, P15, P17b
Interpretar P6a, P6b, PS8, P10, P12, P13b, P1/B, P16
Aplicar una tecnica | P1, P2, P3, P4, P5, P7, P9, P11, P1ja, P17a, P17b

Taula 2.2: Necessitat d’actuacié davant la pregunta.

Els coneixements necessaris per aplicar en la resolucié de les preguntes es classifiquen a la

Taula 2.3

’ Tipus de coneixement:

Funcié | P2, Pé6a, P6b, P8, P10, P12, P15, P16, P17b
Equacié | P3, PJ, Pj, P8, P9, P13b, P10, P11, P13a, P13b, plja, p14b, P16, P17b

Taula 2.3: Coneixement a aplicar.

Les preguntes es basen en continguts d’algebra i analisi segons la Taula proporcionada
també en |Orus and Gregori (2008)).

El questionari original (en Castella) és el seguent:

P1 Compras una camisa que marca 4000 ptas. y te hacen un descuento del 15%. Calcula lo
que tendras que pagar por la camisa.

2r+y=1

P2 Busca soluciones del sistema de ecuaciones
3x+2y =3

P3 Representa graficamente la funcién t(p) = 4p — p?

5

P4 Calcula la derivada de la funcién f(x) = m

P5 Calcula la integral definida (donde x es la variable de integracién y a es una constante):

3
/ 2ax dx
1

P6a En la resolucion de una ecuacién llegas a la expresién 0-x = 8. ;Como interpretas este
resultado?.
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Continguts de les preguntes

Item | Contingut especific

P1 | Problema algebraic en el que s’ha d’utilitzar una tecnica algorismica

P2 | Exercici algebraic en el que s’ha d’utilitzar una teécnica algorismica

P3 | Representacio grafica d’un contingut d’analisi en el que s’ha d’usar una tecnica algorismica

P4 | Exercici d’analisi en el que s’ha d’utilitzar una tecnica algorismica

P5 | Exercici d’analisi en el que s’ha d’utilitzar una tecnica algorismica

P6a | Problema algebraic focalitzat en la interpretacio dels resultats

P6b | Problema algebraic focalitzat en la interpretacié dels resultats

P7 | Exercici algebraic en el que s’ha d’utilitzar una tecnica algorismica

P8 | Problema algebraic i d’analisi que requereix modelitzacié

P9 | Exercici d’analisi en el que s’ha d’utilitzar una técnica algorismica

P10 | Problema algebraic focalitzat en la interpretacié d’una situacié

P11 | Exercici d’analisi en el que s’ha d’utilitzar una tecnica algorismica

P12 | Problema algebraic focalitzat en la interpretacié dels resultats

P13a | Problema algebraic que requereix modelitzacid

P13b | Problema algebraic que requereix modelitzacid

P1l4a | Exercici d’analisi en el que s’ha d’usar una tecnica algorismica

P14b | Problema d’analisi que requereix modelitzacio

P15 | Problema algebraic que requereix modelitzacié

P16 | Problema algebraic amb una representacié grafica que requereix modelitzacié

P17a | Representacié grafica algebraica i d’analisi en la que s’ha d’utilitzar una técnica algorismica

P17b | Problema algebraic i d’analisi que requereix modelitzacid

Taula 2.4: Contingut especificat de cada pregunta.

P6b ;Y sillegas a la expresiéon 0 -2 =0 ?
P7 Calcula el minimo comtn miltiplo de 280 y 350.

P8 Una empresa tiene unos ingresos de I(z) = 50z — 22 délares, donde = representa las
unidades producidas, y unos costes de C(z) = 38z + 20 ddlares. ;Cudntas unidades hay que
producir para obtener beneficios?

P9 Las funciones f(z) = 32* +z y g(x) = 23 — 10022 tienden a cero cuando x tiende a cero.
f(z)

g9(z)

Calcula el limite de la funcion cociente: cuando z tiende a cero.

P10 ;Cémo compararias las siguientes ofertas de trabajo de repartir propaganda electoral?.
(a) Te pagan una cantidad fija de 50.000 ptas, mas 10 ptas. por cada papeleta depositada
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en un buzoén.
(b) Te pagan 30.000 ptas. fijas mas 15 ptas. por papeleta.

P11 Calcula la derivada de la siguiente funcién respecto de la variable z: f(x) = 8s* (donde
s es un ndmero real)

P12 ;Se pueden considerar como soluciones de la ecuacién v/3z — 8 = 4 — \/x los siguientes
valores, x = 4 y x = 367. Razona la respuesta.

P13a El volumen C(t) de agua que mana de un grifo (en litros) viene dado por una funcién
afin respecto del tiempo ¢ (en segundos). Si en el primer segundo el agua recogida es de 3 litros,
en el segundo es de 5 litros y en el tercero es de 7 litros, jcudl es el volumen de agua recogida
en un instante cualquiera t?

P13b ;Cudl es el volumen de agua recogido en una hora?

P14a La cantidad de miles de unidades vendidas de un producto, V' (t), después de transcur-
ridos t anos de su lanzamiento comercial, viene dada por la funcién V(t) = 30 - e~ . Calcula
el limite de V' (¢) cuando t tiende a infinito.

P14b Interpreta el resultado anterior en términos de ventas del producto en cuestion.

P15 Expresa en lenguaje algebraico el enunciado siguiente: ‘El producto de tres ntimeros
impares consecutivos es igual a 1287¢.

P16 La grafica de f(z) = (z — 1)(x 4+ 1)(z + 3), jen qué puntos corta al eje de las =7
P17a Dibuja las curvas 22 4+ y? = 4, y = 2 — & sobre los mismos ejes de coordenadas.

P17b Encuentra, de manera algebraica, los puntos donde se cortan.
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Capitol 3

Metodologia

3.1 Introduccio

Des que hi ha grans civilitzacions, ’estadistica sempre s’ha enginyat com utilitzar i extraure
conclusions d’'un gran nombre de dades. Avui en dia la mineria de dades cerca patrons dins de
bases de dades utilitzant diferents algorismes i analisis estadistiques. Segons|Mgrup and Hansen
(2010)), les ferramentes estadistiques de descomposicié s’han convertit en una eina clau per a
una amplia varietat d’analisi de dades massiva.

Una d’aquestes eines és I’Analisi d’Arquetipus (AA), que troba uns individus extrems ano-
menats arquetipus, que estan restringits a ser una combinacié convexa dels elements de la base
de dades. Aixi mateix, aquests arquetipus representaran cada individu de la nostra base de da-
des com una combinacié convexa, en la qual evidentment, cada element tindra diferents pesos
d’eixos arquetipus i aleshores podrem diferenciar el perfil de cadascu i classificar-los per saber
quina és la millor estrategia que es pot implementar per ajudar-los en el nostre problema.

Com ens indiquen Bauckhage (2014]), la AA és una técnica de descomposicié matricial.
Encara que no és tan ampliament aplicat com altres metodes, AA és una poderosa eina per a la
mineria de dades, reconeixement de patrons o classificacid, ja que proporciona resultats facilment
interpretables en I'analisi de components latents, reduccié de dimensionalitat i agrupacio.

Tal com ens mostra |[Davis and Love| (2010) els humans interpretem amb més facilitat les
dades més extremes pel principi del oposats (Thurau et al.; 2012). Aixo és d’una gran re-
llevancia per a ’AA, ja que els arquetipus que ens torna sén models extrems que ens faciliten
la interpretacio i el descobriment de perfils que ens puguen descriure tots els elements.
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Tanmateix, la restriccié que obliga I’AA a que els arquetipus siguen una combinacié convexa
dels elements de la base de dades, no és una condicié necessaria perque formen part d’ella i
aix0o pot ser un inconvenient en alguns camps, encara més si parlem de persones en les quals
els arquetipus no garanteixen que hi haja persones reals que s’apropen a les caracteristiques
d’aquests representants (Seiler and Wohlrabe; |2013). Per solucionar aquesta qiiestié [Vinué
et al| (2015) varen presentar I’Analisi d’Arquetipoids (ADA), en la que els elements extrems,
anomenats arquetipoids, que formen la base d’una combinacié convexa per als altres elements,
son individus reals de la base de dades. Aquest fet facilita la comprensié del conjunt de dades
en mantindre el fet de ser elements extrems i individus reals.

3.2 Analisi d’Arquetipus

Siga X una matriu n X m que representa una base de dades amb n observacions i m variables.
El nostre objectiu sera trobar una matriu Z de dimensions k X m que caracteritze els patrons
arquetipics de les dades de manera que cada dada es puga representar com una barreja d’aquests
arquetipus. Especificament, com ens indica Vinué et al. (2015), Panalisi d’arquetipus cerca
obtindre les dues matrius n x k dels coeficients « i 8 que minimitzen la suma residual dels
quadrats que sorgeix de ’equacié que mostra z; com una aproximacié d’una combinacié convexa
dels arquetipus z; i les equacions que mostren z; com a combinacié convexa de les dades.

n k n k n
2 2
RSS =3 i — Y izl =D llwi = Y aij ) Byl
i=1 j=1 i=1 =1 =1

amb condicions

1) Yh jaj=1lambag; >0ii=1,..,n

2)2?:1 5ji =1 amb Bji >0 1] = 1, ,k‘

Aleshores per 1) tenim que les aproximacions de z; sén una barreja finita d’arquetipus
T; = E§:1 a;jzj iles ayj; ens indicaran el pes que té cada arquetipus j per a l'individu i. Per
un altre costat la restricci6 2) ens indica que els arquetipus z; sén combinacions convexes de les

dades, z; = > - Bjix, i aixo fa que els arquetipus puguen no ser elements de la mostra.
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3.3 Analisi d’Arquetipoids

Basant-me en Vinué et al.| (2015), el problema d’optimitzacié en 'analisi d’arquetipoids es
transforma a minimitzar:

n k n k n
RSS =Y |lwi =Yzl =D i — D aij Y Bjiwil®
j=1 i=1 1=1

i=1 7=1
sota les condicions

) Yh jaj=lamba;; >0ii=1,..,n
2) YL Bji=1amb fj; € {0,1}ij=1,...,kie. Bj =1 per a tan sols una [ i la resta de
Bji = 0.

I ara sf que és absolutament necessari que els arquetipoids z; siguen un element de les dades,
de fet els arquetipoids poden considerar-se punts extrems d’aquestes.

Si continuem amb ’explicacié de |[Vinué et al. (2015)) tenim que, a causa de les seves defi-
nicions, els arquetipus i els arquetipoids son representants extrems de les dades. Si k& >1, els
arquetipus se situen en la frontera convexa de les dades (vegeu Cutler and Breiman| (1994)),
mentre que aixd no necessariament té lloc per als arquetipoids (vegeu |Vinué et al.[ (2015)). Si k&
= 1, la mitjana de les dades és I’arquetipus, i 'arquetipoid és el medoid de les dades (Kaufman
and Rousseeuw] (1990))).

Es va proposar un algorisme alternant de minimitzacié per |Cutler and Breiman| (1994) per
resoldre el problema d’AA. S’alterna entre estimar el millor a per arquetipus donats Z i els
millors arquetipus Z per « determinats. Els problemes de minims quadrats convexos es van
resoldre amb una versio penalitzada de ’algorisme de quadrats minims no negatius per [Lawson
and Hanson| (1974)).

Eugster and Leisch| (2009) implementa aquest algorisme a la biblioteca R archetypes, on
les dades estan estandarditzades per defecte. Hem basat el nostre algorisme en aquest, pero les
dades no estan estandarditzades i es considera la norma Frobenius, tal com s’indica a ’equacié
, enlloc de la norma espectral utilitzada per [Eugster and Leisch! (2009).

Es va proposar un algorisme basat en la idea de l’algorisme de clister de Particionar al
voltant de Medoids (PAM)((Kaufman and Rousseeuw; 1990)) per [Vinué et al. (2015) amb
I’objectiu de resoldre el problema d’ADA.

L’algorisme té dues fases:
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(i) En la primera fase, BUILD, es selecciona un conjunt d’arquetipoids com a conjunt inicial.

(ii) En la segona fase, SWAP, es tracta de millorar la qualitat dels arquetipoids intercanviant-
los per dades que redueixen I’'RSS.

A partir d’un conjunt inicial d’arquetipoids computats en el pas BUILD, la fase SWAP millo-
ra aquest conjunt mitjancant I'intercanvi de casos seleccionats per observacions no seleccionades
i comprovant si aquests reemplacaments redueixen I’'RSS. Aquest algorisme es va implementar
a la biblioteca R Anthropometry by Vinué et al. (2017)). Es consideren tres alternatives per
a la fase BUILD en la implementacio R.

Els primers candidats sén els veins més propers (utilitzant la distancia euclidiana) als ar-
quetipus, I'anomenat conjunt cand,,.

Els segons candidats inicials, anomenats el conjunt cand,, sén els casos amb el valor maxim
de a per cada arquetipus j, és a dir, els casos amb la proporcié relativa més gran per als
respectius arquetipus.

El tercer conjunt de candidats, el set candg, consisteix en les observacions amb el valor
maxim de 8 per cada arquetipus j, és a dir, els principals contribuents en la generacié dels
arquetips. A partir d’aquests tres conjunts inicials, després de la fase SWAP, ’ADA torna tres
conjunts d’arquetipoids. El conjunt amb RSS més baix (sovint el mateix conjunt s’obté de les
tres inicialitzacions) és la solucié ADA retornada.

Una pregunta oberta és el nimero k d’arquetipus o arquetipoids per calcular. Tingueu en
compte que ni arquetipus ni arquetipoids estan necessariament niats. Ho pot decidir I'usuari o
bé el criteri de colze es podria utilitzar tal com ho va fer Cutler and Breiman| (1994)); [Eugster|
land Leischl (2009); [Vinué et al| (2015]) (el valor k és seleccionat com el punt on es troba el colze
sobre la representacié RSS per a una serie de diferents valors de k). AA i ADA s’ha emprat en
diverses apliacions com:

astrofisica (Chan et al.;2003), biologia (D’Esposito et al.;[2012), climatologia (Steinschneider
and Lall; [2015) , psicologia del desenvolupament (Ragozini et al); [2017), genetica (Thggersen!
et al.;|2013),desenvolupament huma (Epifanio;|2016), enginyeria industrial (Epifanio et al.;2013,
2017; Millan-Roures et al.; 2018), aprenentatge automatic (Mgrup and Hansen; 2012; Seth and
[Eugster}, [2016alb; [Ragozini and D’Esposito} 2015)), recerca de mercat (Li et al} 2003} [Porzio
et al}; [2008; Midgley and Venaik} 2013), resum de multidocument (Canhasi and Kononenko}
2013, [2014), nanotecnologia (Fernandez and Barnard} [2015), neurociéncia (Tsanousa et al}
2015} [Hinrich et all [2016) i esports (Eugster; 2012 [Vinué and Epifanio} 2017)
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3.4 ADA per a dades binaries

Suposem que X sigui una matriu n X m binaria amb n observacions i m variables. La idea
darrere de I'analisi arquetipica és que podem trobar un conjunt de patrons arquetipics, i que les
dades es poden expressar com una barreja d’aquests patrons arquetipics. En el cas de les dades
binaries, d’'una banda, els patrons arquetipics també han de ser dades binaries, com la poblacid
de la qual prové la informacié. Per exemple, si ’embaras era una de les variables binaries, no
tindria sentit considerar com una observacié arquetipica a una dona que estava embarassada de
0.7. En altres paraules, els patrons arquetipics haurien de ser binaris per tenir un significat clar
i no perdre la seua interpretabilitat, que és la pedra angular de les tecniques arquetipiques, és
a dir, no han de ser ’mitologics’, siné observables. D’altra banda, per poder descriure les dades
com a barreges, cal suposar que existeixen observacions en un espai vectorial, és a dir, que les
observacions es puguen multiplicar per escalars (en aquest cas, en l'interval [0,1]) i sumar-se.

Una solucié que compleix totes aquestes idees és aplicar ADA a X, ja que els patrons
arquetipics possibles pertanyen a la mostra observada. De fet, 'ADA es va crear originalment
per respondre al problema en qué es buscaven patrons no ficticis purs (Vinué et al.; |2015]).

Per tant, es proposa utilitzar ADA per extraure patrons arquetipics d’observacions binaries.

3.5 Altres metodes no supervisats per a dades binaries. Des-
cripcié del programari utilitzat

En aquesta seccié comentarem tant els metodes com el programari utilitzat per dur a terme les
analisis. Durant tota la investigacié hem utilitzat el programari lliure R (R Development Core
Team; 2018) que gracies a la seua flexibilitat permet utilitzar una gran varietat de metodes
estadistics. Com hem comentat abans, no hem fet servir els algorismes per AA i ADA imple-
mentats als paquets de R archetypes i Anthopometry, siné que hem usat la norma Frobenius
i no la espectral tal i com s’ha definit a les Seccions i

A continuacio, revisarem els altres paquets de R que hem fet servir per tal de realitzar
HOMALS, Panalisi clisters per a dades binaries i PAA. A la vegada que revisarem el que fan
aquestos metodes estadistics propis de dades binaries.
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3.5.1 HOMALS

Utilitzarem en la comparativa amb ADA, Panalisi d’homogeneitat (analisi de correspondéncies
multiples) que quantifica les dades (categoriques) nominals mitjangant ’assignacié de valors
numerics als casos (els objectes) i a les categories. L’analisi d’homogeneitat es coneix també
per 'acronim HOMALS, de I’angles homogeneity analysis by means of alternating least squares
(analisi d’homogeneitat mitjan¢ant minims quadrats alternants).

L’objectiu I’HOMALS és descriure les relacions entre dues o més variables nominals en
un espai de poques dimensions que conté les categories de les variables aixi com els objectes
pertanyents a aquestes categories. Els objectes pertanyents a la mateixa categoria es representen
prop els uns dels altres, mentre que els objectes de diferents categories es representen allunyats
els uns dels altres. Cada objecte es troba el més prop possible dels punts de categoria per a les
categories a les que pertany aquest objecte.

Com ens indica [Sanchez (2012)), de forma molt simplista, es pot dir que I’Analisi de Cor-
respondencies Multiples (MCA) és per a les dades qualitatives com ’Analisi de Components
Principals (PCA) és a les dades quantitatives.

Es genera un nombre de dimensions segons la quantitat de categories i variables que involu-
cren a ’analisi. El nombre de dimensions dependra del nivell d’associativitat existent entre les
variables.

La quantitat d’informacié global no es distribueix per igual en totes les dimensions generades.
La informaci6 global es distribueix en forma jerarquica, és a dir, la primera dimensié conté la
major quantitat d’informacio, i aixi successivament per a la resta de les dimensions. La quantitat
d’informacié és representada pel valor propi (eigenvalue).

El paquet de R que es gastara per fer I'analisi HOMALS és homals (de Leeuw and Mair;
2009)).

3.5.2 Analisi Cluster amb dades binaries

Altra metodologia classica d’aprenentatge estadistic no supervisat que emprarem en la compa-
rativa amb ADA és I'analisi cluster. En concret, considerarem PAM, que significa “particié al
voltant dels medoids”. Es un algorisme que busca k objectes representatius o medoids entre
les observacions del conjunt de dades. Els clusters es construeixen assignant cada observacio al
medoide més proper.

Hem escollit aquest metode per que retorna objectes concrets de la mostra com centroids, i
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aixo afavorix la interpretacié en aquest cas on es treballa amb dades binaries. La funcié objectiu
que es minimitza en PAM es planteja a continacié Kaufman and Rousseeuw] (1990)).

min Z Z di,

C{Zk}l k=1C(i)=

on d;;, indica la dissimilaritat entre 1'observacié i i la 7, denotant per ¢, un medoid. De fet,
C(i) = k indica que 'observacié i aniria assignada al cluster k, el més proper.

Com que les dades s6n binaries, la distancia que s’ha emprat per definir la dissimilaritat
entre objectes és el coeficient de Gower (Gower; [1971), que ve implementat en la funcié daisy
del paquet de R cluster.

El paquet de R que hem usat en la implementacié és cluster (Maechler et al.; 2017)).

3.5.3 PAA

Per tltim utilitzarem també ’analisi PAA (Probabilistic archetypal analysis). Seth and Eughs-
ter varen donar un enfocament probabilistic a I’analisi d’arquetipus amb ’objectiu d’ampliar
el tipus de dades susceptibles d’utilitzar aquests tipus analisis. La idea subjacent del PAA
és treballar en un espai de parametres en comptes de l’espai d’observacid, ja que l'espai de
parametres sol ser vectorial, encara que ’espai de mostra no ho siga. La clau és assumir que
les dades provenen d’una determinada distribucié (de la distribucié Bernoulli en el cas de les
observacions binaries). A continuacid, les estimacions de maxima versemblanga dels parametres
de les distribucions es veuen com els perfils parametrics que millor descriuen cada observacié,
i els perfils arquetipics es calculen a l’espai del parametre maximitzant la log-versemblanca
corresponent sota les restriccions d’ a i 5. En resum, els arquetips probabilistics es troben en
I'espai de parametres, mentre que els arquetips classics a I'espai d’observacié. Aixi, els perfils
probabilistics per a les dades binaries son la probabilitat de resposta positiva. Els detalls es
poden trobar a Seth and Eugster (2016b).

Per a implementar aquest analisi hem utilitzat el programari Matlab (Sethj 2015)).

Hem de fer notar que els arquetipus retornats per PAA, no tenen perque ser dades binaries.
Per aix0, farem com Seth and Eugster (2016b), i els arquetipus obtinguts amb PAA seran
binaritzats, és a dir, seran arredonits a 0 o 1 en cada variable, segons estiguen més prop de
zero o d’un. No obstant aixo, utilitzar un problema d’optimitzacié continua per a resoldre un
problema on les solucions factibles no sén continues pot dur a errades (Fletcher; 2000, Ch. 13).
De fet, no hi ha cap garantia que aquest enfocament proporcione una bona solucid, fins i tot
si s’examinassin totes les solucions binaries factibles en un determinat contorn de la solucid
continua.
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Capitol 4

Resultats

Amb l'objectiu fixat en I'extraccié de les caracteristiques, relacions i estructures amagades de
la mostra, anem a presentar un seguit d’estudis estadistics per a les mateixes dades amb la
finalitat de comparar-los i analitzar les conclusions que ens aporten.

Totes les analisis estadistiques adoptades sén tecniques estadistiques no supervisades, és a
dir, no comptem amb una variable resposta d’eixida com si que es té en 'aprenentatge estadistic
supervisat. L’objectiu comu de 'aprenentatge estadistic no supervisat seria descriure com les
dades estan organitzades (Hastie et al.; 2009).

Concretament les analisis que anem a presentar sén ADA, PAM, HOMALS i PAA, totes
elles sén valides per a variables nominals binaries que sén les que anem a utilitzar.

Ja sabem que les nostres dades mostren els coneixement, aptituds i destreses de ’alum-
nat nouvingut a la Universitat en les arees d’algebra i analisi. L’aplicacié de les tecniques
estadistiques abans descrites ens permetra donar a ’alumnat una ajuda més individualitzada i
focalitzada en les seues mancances, evitant la repeticié de continguts assolits i augmentant la
incidencia en allo més necessari.

4.1 ADA dels estudiants

Recordem que tenim les respostes de 690 alumnes a 21 preguntes obtingudes en I'estudi de |Orus
and Gregori (2008). Aquestes respostes s’han classificat en incorrectes (0) i correctes (1), i ja
sabem que anem a treballar amb una matriu Booleana 690 x 21.
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Figura 4.1: RSS segons els arquetipoids.

El primer grafic (Fig. que obtenim és la corba del RSS segons el nombre d’arquetipoids.
Com es pot apreciar, el colze es troba a k = 3.

Anem a treballar i estudiar amb k=3, és a dir amb tres arquetipoids, amb l'objectiu de
trobar una classificacié que no siga tan sols de bons i dolents, com seria amb k=2.

Per a k=3 ens apareixen els arquetipoids (els alumnes) 182, 274 1 1 amb un RSS 2.765451.

La Taula ens indica les respostes a les preguntes del test dels arquetipoids trobats.

- |pl|p2|p3|pd|pd|pba|p6b|p7|p8|p9|pl0|pll|pl2|pl3a|pl3b|plda|pldb |pl5|pl6|pl7a|plT7b
182(1(1(1]0]0| 0] O0(O]1T|0O]1]O0]1 1 1 1 0 1|11 0 1
274 1|1 (11|11 |1 j1j0j1|0]O0]1 0 0 0 0 011 0 0
1{1{1|j0f0j0OjO|O0O]|0O|OJO]O]O]|O 0 0 0 0 01]0 0 0

Taula 4.1: Respostes dels arquetipoids trobats amb ADA per a k=3.

- Si considerem com una nota global de cada estudiant la suma de les preguntes encertades,
multiplicades per 10 i dividides per 21, aleshores, la mitjana de les notes que tenim en la nostra
mostra és de 3.05. Dels arquetipoids que ens apareixen hi ha dos (el 182 i el 274) amb relativa
bona nota global 5.71 1 5.23 i I’l amb una nota global de 0.95; hi ha 75 alumnes amb una nota
igual o menor a 0.95.

24




- Les preguntes que encerten tots tres (pl i p2) sén les més encertades de forma global i els
continguts al que fan referéncia és el de proporcionalitat i el de resolucié de sistemes lineals,
respectivament.

- Les preguntes que no encerten cap dels arquetipoids (pl1, pl4b, p17a) formen part de les
quatre preguntes amb menys encerts de manera global.

- Els arquetipoids 182 i 274 tenen un 62% de les respostes diferents i els dos alumnes estan
per damunt del percentil 90 en nota global. Sén molt complementaris, si ho mirem un per un:

El primer (estudiant 182) encerta p8, p10, pl3a, p13b, pl4a, p15, 17b (i no sén encertades
per Palumne 274) que corresponen amb els sistemes no lineals i les funcions lineals (afins).

El segon (estudiant 274) encerta p4, p5, pba, p6b, p7, p9 (i no sén encertades per I'alumne
182) que corresponen amb el calcul de derivades i integrals i la interpretacié algebraica.

- Respecte al tipus de tasca, reflexat a la Taula el primer utilitza les tres, modelitzacié
interpretacio i utilitzacié de técniques mentre que el segon no utlitza la modelitzacié. Trobem
un equilibri absolut en tots dos respecte al tipus de coneixement funcions i equacions especificat
a la Taula 2.3

- La grafica mostra la posicid dels arquetipoids comparant la puntuacié total dels estu-
diants amb la puntuacié que han tret de les preguntes de l’algebra (p6a, p6b, p10, p12, pl3a,
pl3b, p151i pl6 (les preguntes pl i p2 no estan incloses en la grafica perque les encerten quasi
tots els alumnes i no aporten informacié)) i la grafica també representa la posicié dels tres
arquetipoids comparant la puntuacié total dels estudiants amb la puntuacié que han tret en
les preguntes d’analisi (p3, p4, p5, p8, p9, pll, plda, pldb, pl7a i pl7b). No es veu cap gran
diferencia entre les dues tematiques i els resultats globals, més enlla d’una nota un poc menor
en analisi.

Ja sabem que totes les dades es poden representar com a combinacié convexa dels arqueti-
poids i cada alumne tindra uns coeficients diferents de cadascun dels arquetipoids. En la Fig.
4.4] es representa el diagrama ternari que ens mostra la densitat de les dades i la seua posicid
respecte als tres arquetipoids. S’aprecia que la major densitat d’alumnat s’aproxima al tercer
arquetipoid (alumne 1) que té molts pocs encerts i aleshores la major part de les dades tindra
un coeficient per al primer arquetipoid major que per als altres dos.
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Puntuacio en algebra respecte a la total
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Figura 4.2: Posicions dels arquetipoids segons la seua nota global i la seua nota en algebra.
Arquetipoid 1 en roig, arquetipoid 182 en groc i arquetipoid 274 en verd.

Puntuacié en analisi respecte a la total
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Figura 4.3: Posicions dels arquetipoids segons la nota global i la seua nota en analisi. Arqueti-
poid 1 en roig, arquetipoid 182 en groc i arquetipoid 274 en verd.
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Figura 4.4: Posicions de les dades respecte als tres arquetipoids. al és 'arquetipoid 182, a2 el
2741 ad el 1.

4.2 ADA de les preguntes

Ens centrarem en 'estudi de la matriu transposada (cercant els arquetipoids de les preguntes
enlloc de cercar els de I’alumnat). D’aquesta manera, estudiem si hi ha algun tipus de relacié
entre les preguntes. En aquest cas tan sols tenim 21 qiiestions, en el cas que hi hagueren més
preguntes (com en un qiiestionari tipus test) pot ser donaria més joc.

En el segiient grafic Fig. obtenim la corba del RSS segons el nombre d’arquetipoids. En
aquest cas el colze esta en k=2, pero nosaltres anem a estudiar el cas k = 2, k = 31 k=4 per a
intentar trobar una classificacié més enlla de la dicotomia facil-dificil.

Per a k=2, els arquetipoids sén les preguntes 14b i 1 que corresponen respectivament a
Interpretacié del limit P(14b) i a Proporcionalitat P(1). Corresponen a la pregunta amb menys
i amb més respostes correctes, respectivament. Especificament les dades de les respostes son:

-nombre de respostes positives de la pregunta 14b és 22 que correspon a un 3.1%.

-nombre de respostes positives de la pregunta 1 és 621 que correspon a un 90%.

Per a k=3, els arquetipoids son les preguntes 14b, 1 i 5 que corresponen respectivament a
Interpretacié del limit P(14b), Proporcionalitat P(1) i Calcul Integral definida P(5). Fixant-se
en la classificaci6 de la Taula [2.2]1 Taula els tres son de tipus de tasca tecnica i dos sén de
tipus de coneixement d’equacions.

Si estudiem el nombre de respostes positives que té cada pregunta, obtenim:
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Figura 4.5: RSS segons els arquetipoids de les preguntes.

-nombre de respostes positives de la pregunta 14b és 22 que correspon a un 3.1%.
-nombre de respostes positives de la pregunta 1 és 621 que correspon a un 90%.
-nombre de respostes positives de la pregunta 5 és 253 que correspon a un 36.6%.

Els dos primers arquetipoids es repeteixen respecte a k=2, tenim que els arquetipoids sén
la pregunta més dificil (P14b) que quasi ningt encerta, la més senzilla (P1) (o la que ha respost
correctament un major nombre d’estudiants) i el tercer arquetipoid (P5) que a nivell de respostes
de lalumnat té un valor intermedi. Com es veu al grafic [4.6] que mostra la relacié d’afinitat
dels arquetipoids cap a la resta de preguntes, hi ha una atraccié de la primera pregunta (la
menys encertada) respecte a les altres que sén molt extremes.

Per a k=4, els arquetipoids sén les preguntes 13a, 14b, 115 que corresponen respectivament a
Funci6 lineal (aff) P(13a), Interpretacié del limit P(14b), Proporcionalitat P(1) i Calcul Integral
definida P(5). Es a dir, en aquest cas, la solucié torna a ser niada, és la mateixa que per a k=3
afegint-hi la pregunta 13a.

Si ens fixem en la classificacié de les Taules [2.2]1 tenim tres de les preguntes de tipus de
tasca técnica i un de modelitzacié i tres sén de tipus de coneixement d’equacions.
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Figura 4.6: Els arquetipoids representat sén al= pregunta 14b, a2=pregunta 1 i a3= pregunta
5.

Si estudiem el nombre de respostes positives que té cada pregunta, obtenim:

-nombre de respostes positives de la pregunta 13a és 177 que correspon a un 25.6%.

-nombre de respostes positives de la pregunta 14b és 22 que correspon a un 3.1%.

-nombre de respostes positives de la pregunta 1 és 621 que correspon a un 90%.

-nombre de respostes positives de la pregunta 5 és 253 que correspon a un 36.6%.

Hem de tindre en compte que el nombre de dades (possibles arquetipoids) s’ha reduit osten-
siblement de 690 a 21. Aquest factor facilita que ens donen solucions niades per als diferents k.
FEns apareixen com arquetipoids les preguntes amb més i menys encerts i la resta d’arquetipoids
estan entre el 1r i el 2n quartil respecte al nombre d’encerts. Aquestes preguntes solen ser molt
complementaries entre elles. Per exemple en k=4, les que que tenen percentatge “mitja”’, 13a
i ba, son “complementaries”, en el sentit de que si encerten 13a, no solen encertar la 5a i a

l'inrevés.

Segons la classificacié de la Taula hi torna a haver un equilibri entre exercicis d’algebra
i d’Analisi, és a dir, dues preguntes son d’algebra i dues d’analisi.
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4.3 PAM dels estudiants

Una altra de les analisi que permeten classificar individus en diferents grups homogenis és
I’analisi cluster o analisi de conglomerats. Es una técnica estadistica multivariant que ens ha de
permetre, com les altres tecniques que anem a treballar en aquest estudi, veure unes relacions
entre els elements de la mostra que no es poden veure a simple vista per la gran quantitat
de dimensions que hi intervenen. Segons Cadwell (2012) I’analisi del clister descriu els seus
segments utilitzant el membre “mitja” com a prototip. Mentre que ’analisi arquetipica utilitza
exemples extrems per descriure les fronteres.

Ens centrarem al cas de k = 3, per poder comparar-lo amb ADA. Els representants dels grups
que ens apareixen sén el 661, 586 i 162 amb un nombre de preguntes encertades respectivament
2, 7112 i les seues notes globals sén 0.95, 3.33 i 5.71 respectivament. No sén tan extrems, el
nombre de preguntes encertades pel primer i I'iltim coincideix amb els arquetipoids, pero no és
aix{ amb el del mig que esta més equilibrat. La Taula[d.2]ens indica les respostes a les preguntes
del test dels representants trobats.

- |pl|p2|p3|pd|p5|pba|p6b|p7|p8|p9|pl0|pll|pl2|pl3a|pl3b|plda|pldb |pl5|pl6|pl7a|pl?
661 1|1{0(0|O|O|O]O|O]O]O| 0O 0 0 0 0 0|0 0 0
586/ 1|1 (11|10 |0 |1|]0]0|O0O]O0]1 0 0 0 0 0] 0 0 0
162(1(1(1(0j1|0]O0]|1]0jO0]1]O0]|1 1 1 1 0 1] 1 0 0

Taula 4.2: Respostes dels representants trobats amb PAM.

-Les preguntes que encerten tots tres sén la (pl i p2), exactament igual que els arquetipoids.

-Les preguntes que no encerta cap dels representants sén p6a, p6b, p8, p9, pll,pldb, pl7a,
pl7b que és un nombre de preguntes molt major que en el cas dels arquetipods (eren tres
les preguntes que no encertava cap). I fixant-se en aquestes preguntes trobem que hi ha 421
alumnes tenen alguna ben resposta, tal vegada aixo dificulta la representativitat dels estudiants
escollits.

El punt feble que veiem en aquest analisi és que no hi ha complementarietat en les respostes,
aixo vol dir que el lligam dels elements al grup no és pel tipus de respostes siné per la quantitat
de respostes. La pertinenca als grups esta determinada per la quantitat i no per qualitat, motiu
que diferencia significativament aquesta classificacié amb la dels arquetipoids.

Hem analitzat els resultats també per a k=4 per veure com reflectien la situacid, obtenintm
els medoids 661, 679, 586 i 162 amb un nombre d’encerts respectivament 2, 3, 7 1 12.

Els representants obtinguts no sén extrems, els dos primers prototipus tenen molt poques
respostes encertades i quasi totes iguals i la diferéncia entre tots dos és minima. Amb els altres
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dos continua sense haver complementarietat i la conclusié que traguem és la mateixa, I'inic
criteri per decidir les agrupacions és el nombre de respostes, no quines sén.

Tal com afirmen [Mgrup and Hansen| (2010) malgrat que un avantatge de I’enfocament de

I’analisi clister és que faciliten la interpretacié dels resultats, tanmateix, les assignacions binaries
redueixen la flexibilitat.

4.4 HOMALS dels estudiants

Anem a considerar 3 dimensions. En la taula [4.3] apareixen els coeficients de les components.
Hem afegit també, per si podia ajudar a la interpretacid, quantes persones de les 690 encertaren

cada pregunta.

Nombre d’encerts D1 D2 D3
pl 621 0.02862783 | -0.0023240445 | 0.109355256
p2 589 0.05796987 | 0.0626839294 | 0.052003283
p3 301 0.09098387 | 0.0229084678 | 0.076212734
p4 233 0.07597107 | 0.0959592091 | -0.008635664
p5 253 0.09922374 | 0.0910173149 | 0.004650411
pb6a 231 0.05413846 | 0.0839718688 | -0.059468794
p6b 105 0.05230047 | 0.0873491670 | -0.048042860
p7 270 0.07408320 | 0.0332456303 | 0.078814530
p8 140 0.06009601 | -0.0172906782 | 0.105955795
p9 109 0.07749049 | 0.0705908727 | -0.040283362
pl0 202 0.09540734 | -0.0246907330 | 0.073252540
pll 71 0.07484609 | 0.0786972991 | -0.017170762
pl2 329 0.08006423 | 0.0138046564 | 0.015179516
pl3a 177 0.12934508 | -0.1274837375 | -0.021853917
pl13b 132 0.12952677 | -0.1231243539 | -0.012406654
plda 114 0.11951449 | -0.0355861709 | -0.096428155
pl4db 22 0.07564891 | -0.0454400932 | -0.065063675
plb 183 0.10748607 | -0.0366512703 | 0.017544829
pl6 236 0.12062274 | -0.0001786048 | -0.004647963
pl7a 47 0.12115852 | 0.0035393336 | -0.009522369
pl7b 62 0.10884146 | 0.0095484411 | -0.022486862

Taula 4.3: Coeficients per a cada dimensié.

Tal com indica Ledesma Mourino et al. (2002)) per a valorar adequadament és important
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aclarir que els resultats numerics de HOMALS poden ser dificils de llegir i interpretar de forma
directa, rad per la qual el suport grafic és una part essencial en la sortida de ’analisi. Malgrat
tindre clar aquest advertiment se’ns fa molt dificil extraure cap conclusié nitida.

Per a cap de les dimensions no hi ha una relacié clara entre la grandaria dels loadings i el
nombre d’encerts. Tampoc si treballem amb el valor absolut, tampoc si separem les preguntes
per algebra i analisi i tampoc aquestes amb valor absolut, no estan relacionats. De totes formes
intentarem donar una interpretacié. Podem intuir que:

En la dimensié 1, on tots els coeficients sén positius (tot suma), tenen més pes, en general,
les preguntes menys encertades del final del test i tenen menys pes les primeres preguntes del
test que son les més encertades.

En la dimensié 2, si contrastem les preguntes amb coeficients amb valors positius grans front
a les de valors negatius (amb valor absolut gran), resulta que contraposa per un costat la p4,
p5 i pba, p6b front a pl3a i pl3b. Si estudiem aquesta possible relacié trobem que hi ha un
51% d’alumnes que tenen respostes prou complementaries, que si encerten del primer grup (p4,
p5 i p6) no encerten les de pl3 i a l'inrevés.

La dimensié 3, té com coeficients positius grans, la pl, p8 i pl0, i com negatius més petits
(amb valor absolut gran semblant als de pl, p8 i pl0), pl4a i pl4db. Entre aquests dos grups
de preguntes no trobem una complementarietat. Pot ser no hi ha interpretacié possible i és
que en tractar d’explicar el millor, fa una barreja no interpretable. També passa en PCA amb
variables numeriques.

Els diferents grafics que respectivament ens mostren la posicié dels alumnes i
les preguntes respecte a la la i 2a dimensié i també els coeficients de les preguntes en les tres
dimensions, dels quals tampoc és senzill extreure cap conclusié.
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Figura 4.8: Relaci6 dels coeficients de les preguntes de les dues primeres dimensions.
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Dimension 3
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Figura 4.9: Relaci6 dels coeficients de les preguntes en les tres dimensions.
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4.5 PAA dels estudiants

Si apliquem 1’analisi PAA (Probabilistic archetypal analysis ) per a tres arquetipus, obtenim
tres perfils arquetipics a l'interval [0, 1], que poden veure’s a la Taula

pl | p2 | p3 | p4 | pd |pba|pbb| p7 | p8 | p9 |pl0|pll|pl2|pl3a|pl3b|plda|pldb|plbd |pl6 |pl7a|pl7b

-10.86(0.72(0.13{0.00{0.00{0.00{0.00{0.12{0.07|0.00|0.00|0.00|0.23| 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 {0.00{0.00{ 0.00 | 0.00

-10.90(1.00(0.78{1.00{1.00{1.00{0.61{0.73|0.27|0.400.38|0.31|0.66| 0.00 | 0.00 | 0.00 | 0.00 {0.00{0.43| 0.00 | 0.00

-10.99(1.00(0.82]0.36{0.57|0.25]0.00{0.66|0.44|0.27|0.86|0.12|0.85| 1.00 | 1.00 | 0.73 | 0.15 {1.00{1.00| 0.32 | 0.42

Taula 4.4: Perfils arquetipics utilitzant PAA.

Com aquests valors no corresponen amb les dades reals (0 i 1 com a respostes a preguntes
binaries), el que fem és arredonir-les a 0 o 1. La Taula ens dona els arquetipus teorics que
utilitzaria aquest estudi.

-1pl|p2|p3|p4|pb|pba|pbb|p7|p8|p9|pl0|pll|pl2|pl3a|pl3b|plda|pldb|pl5|pl6|pl7a|pl7b
1(1/0{0|0| O] O0O]0O|O|0O]O|O0]O 0 0 0 0 01]0 0 0
1|11 |{1f1| 1|1 |1]0l0]0]O0]1 0 0 0 0 01]0 0 0
1{11{0f1|j0|O0(|1]0|0O]1]O0]1 1 1 1 0 111 0 0

Taula 4.5: Valors dels arquetipus teorics utilitzant PAA.

Si cerquem dins dels arquetipus reals els que més s’aproximen als teorics obtenim el estudi-
ants 1, 111 i 74 amb les seues respostes indicades a la Taula

- |pl|p2|p3|pd|p5|pba|p6b|p7|p8|p9|pl0|pll|pl2|pl3a|pl3b|plda|pldb |pl5|pl6|pl7a|plT7b
1{1{1|j0f0j0O]O|O0O]|O|O|O]O]O]|O 0 0 0 0 010 0 0
mrfr|{1f1r|1j{1|1r|1f1{0fo|1|1]1 0 0 0 0 010 0 0
4|1|1|1(1(1jo0]O0 1|01 1|01 1 1 1 0 1] 1 1 1

Taula 4.6: Valors dels arquetipus reals utilitzant PAA.

Si analitzem els arquetipus teorics, ens apareixen tres arquetipus amb una mitjana de
notes globals de 0.95, 4.28 i 5.71 respectivament. El primer i el tercer tenen una mitjana de
notes identiques als arquetipoids, pero el segon amb resultats inferiors.

Les preguntes que encerten tots tres també sén la pl i la p2 (que sén de manera global les més
encertades) i les que no encerten cap sén la p8, p9, pl1, pldb, pl7a i p17b. Comparativament
amb lanalisi d’arquetipoids, apareixen més preguntes que no encerta cap, la p9 i la p11 (les
altres coincideixen).
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Puntuacié en algebra respecte a la total
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Figura 4.10: Posicions dels arquetipus probabilistics teorics segons la nota global i la seua nota
en algebra. 1r arquetipus en roig, 2n arquetipus en groc i 3r arquetipus en verd.

Els dos darrers arquetipus tenen un 42% de les preguntes amb respostes diferents, perd
estan els dos per sobre d’'un percentil 74 de nota global. Sén igual de complementaris que els
arquetipoids pero el rang que hi ha entre ells (respecte a la nota) és superior. Si tots dos tenen la
mateixa nota i sén molt complementaris vol dir que el nombre de respostes correctes i erronies
és similar; si sén complementaris pero hi ha diferéncia de nota global, el nombre d’encerts i
errades és diferent. S’hi observa un cert desequilibri, potenciant 1’algebra, entre les preguntes
amb un contingut d’analisi i d’algebra, veure Taula

El segon arquetipus (mirant les preguntes complementaries) encerta p4, p6a, p6b.

El tercer arquetipus (mirant les preguntes complementaries) encerta pl3a, p13b, plda, pl5
i pl6.

Si mirem el tipus de tasca de la Taula[2.1] el primer utilitza interpretacid i técniques mentre
que el segon utilitza interpretacié i modelitzacié. El tipus de coneixement a utilitzar esta
totalment equilibrat, classificat a la Taula[2.2].

La Fig. 4.10| ens mostra una representacié d’aquests arquetipus respecte a l'algebra, mentre
que la Fig. respecte a l’analisi.

Aquestes grafiques ens mostren un nivell alt en algebra dels arquetipus perd molt baix en
analisi.
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Puntuacio en analisi respecte a la total
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Figura 4.11: Posicions dels arquetipus probabilistics teorics segons la nota global i la seua nota
en analisi. 1r arquetipus en roig, 2n arquetipus en groc i 3r arquetipus en verd.

Si ens fixem en els arquetipus reals (1, 1111 74), com estem ajustant uns arquetipus que ja
estaven arredonits, és de suposar que les seues caracteristiques no foren tan apropiades per a ser
representants com els teorics, pero els resultats sorprenen per la seua idoneitat molt semblant
a la dels arquetipoids.

La seua mitjana de notes respectivament és de: 0.95, 5.23 i 7.61. Un amb mala nota i els
altres dos amb notes bones.

Les preguntes que encerten tots tres també sén la pl ila p2 (que sén de manera global les
més encertades).

Si ens fixem en els dos tltims arquetipus (el primer té quasi totes les respostes nulles), les
preguntes que no encerten cap sén la p8 i la 14b, i tenen 52% de les preguntes amb respostes
diferents (respecte al 62% en ADA) i els dos per sobre d’un percentil 90.5 en nota global, fet
que implica una complementarietat molt valuosa per a representar la resta d’estudiants.

El segon arquetipus (mirant les preguntes complementaries respecte al 3r arquetipus) encerta
pba, p6b i pll. El tercer arquetipus (mirant les preguntes complementaries respecte al 2n
arquetipus) encerta pl0, p9, 13a, 13b, 14a, 15, p16, 17a i 17b.

.....

al tipus de tasca reflexat a la Taula el segon utilitza interpretacié i técniques mentre que
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Puntuacio en algebra respecte a la total
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Figura 4.12: Posicions dels arquetipus probabilistics reals segons la nota global i la seua nota
en algebra. Arquetipus 1 en roig, arquetipus 111 en groc i arquetipus 74 en verd.

el tercer utilitza totes tres. El tipus de coneixement a utilitzar, detallat a la Taula esta
compensat.

Els grafics Fig. [£.12]1 Fig. ens apareixen molt més equilibrats i mostren eixe equilibri

del 2n i 3r arquetipoid amb les puntuacions d’algebra i analisi. El 1r arquetipoid no el tenim
en compte en aquesta valoracié perque quasi no encerta cap pregunta.
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Puntuacio en analisi respecte a la total
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Figura 4.13: Posicions dels arquetipus probabilistics reals segons la nota global i la seua nota
en analisi. Arquetipus 1 en roig, arquetipus 111 en groc i arquetipus 74 en verd.
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Capitol 5

Conclusions

Una de les preocupacions més apressants que té el professorat dels primers cursos de les uni-
versitats és aconseguir que 'alumnat tinga els coneixements adients per afrontar amb garanties
I'assignatura. La capacitat de trobar 1’equilibri per a no baixar el nivell i adaptar el curriculum
a la realitat que es troba a les aules permetra disminuir el fracas i ’abandonament dels estudis
aixi com una millora en la qualitat de la docéncia.

Hi ha moltes possibilitats a ’hora d’afrontar aquesta manca de preparacié per part de
Palumnat (cursos de preparacid, suports,...) perod totes elles es beneficiarien significativament
si es pogueren classificar a I'alumnat en diferents grups amb una mateixa problematica, ben
focalitzada.

Amb eixe punt de mira, hem volgut aplicar diferents tipus d’analisis estadistiques que per-
meten discernir aquells punts en comn i aquelles dissimilituds per tal de crear eixos grups.

ADA és una d’aquestes analisi que hem aplicat i la que s’ha mostrat més eficag perfilant
els motius de la classificacié. Sovint la interpretacié dels models estadistics no és senzilla, i
més si esta encarat a lectors no especialitzats en matematiques, en aquest sentit ADA simplifica
aquesta lectura amb la facilitat d’interpretar un representant de les dades i superant la limitaci
d’utilitzar-ne un de fictici, allunyat de la realitat. A més, permet relacionar la resta de dades
amb els representants mitjancant percentatges que sén facilment comprensibles.

Si ens fixem en els resultats obtinguts utilitzant arquetipoids, ens han aparegut tres repre-
sentants molt complementaris que faciliten la classificacié. Si donem una ullada més profunda

a les dades ens adonem que els tres representants es podrien definir com

-Un amb un nivell de coneixements molt baix i amb quasi totes les respostes nulles.
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-Uns altres dos amb un nombre similar de respostes positives, perd amb perfils diferents, un
encerta la part dels sistemes no lineals i les funcions lineals (afins) i l’altre encerta la part de
derivades, integrals i la interpretacié algebraica.

Aquests tres grups serien la nostra proposta a I’hora de dividir ’alumnat i incidir-hi en les
seues mancances, assignant-los al grup on tinguen el a més gran.

Si ens fixem en la classificacié de la Taula i Taula de que hem de fer per afrontar
els problemes i el tipus de coneixement a aplicar, I'estudi de les preguntes ens revela que els
arquetipoids sén preguntes que requereixen majoritariament una aplicacié tecnica en la qual
han de resoldre alguna equacié.

També hem utilitzat una de les analisis més refutades, 'analisi Cluster. Ens mostra uns
representants que no sén tan extrems com els arqutipoids i en els que no hi ha complementarietat
en les respostes dels representats triats, fet que fa pensar que la formaci6 dels diferents clusters
s’ha basat en la quantitat de respostes encertades i no en la “qualitat” de les propies, motiu
que diferencia significativament el dos tipus de classificacio.

L’analisi HOMALS tampoc ens ha permes treure cap conclusio clara, els resultats no mostren
una relacié clara entre les preguntes.

La darrera analisi que hem fet, ’analisi PAA de Seth and Eugster, en la que s’optimitzen de
forma continua dades discretes en 1’espai de parametres, donen (en el cas k=3) tres arquetipus de
caracteristiques similars als arquetipoids pero amb els que es mostren un desequilibri en ’algebra
i ’analisi, no hi ha cap arquetipus amb un nivell acceptable en analisi. En els arquetipus reals
de PAA, si que trobem una idoneitat semblant amb els arquetipoids. Tanmateix la dificultat de
resoldre un problema de programacié discreta simplificant-lo en un problema continu és molt
habitual, pero tal com reflexiona Fletcher| (2000)) el fet de jugar a transformar dades discretes
(en aquest cas binaries) en continues, resoldre el problema d’optimitzacid, després tornar-les a
transformar en binaries i cercar una solucié el més propera possible no és el més adient i no
garanteix una bona solucié.

En definitiva, amb la utilitzacié de dades booleanes, el model ADA ens ha facilitat la seua
interpretaciéo donant uns representants reals i intuitius. Desitjariem que aquest model estadistic
es pogués dur a la practica en els nous estudiants i implementar una resposta rapida i eficac a
les seues necessitats.

Dins de la pedagogia, I'aplicacié d’aquesta analisi tan innovadora, ens permetra ampliar el
camp de treball, estudiar la relacié entre diferents variables, identificar-hi diferents grups segons
les seues semblances o diferencies ..., és a dir, desenvolupar noves estrategies i investigacions
que permeten ’adquisicié de nous coneixements per part de 'alumnat.
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Com a futura investigaci6 en el camp de les aplicacions, es podria aplicar a qualsevol branca
on les dades vinguen recollides de forma binaria, com marketing, sociologia, psicologia, etc. és
a dir, en totes aquelles disciplines on les enquestes juguen un paper fonamental.

En el camp de l'estadistica, a nivell teoric es vol desenvolupar un treball de simulacié per
comparar adequadament totes les alternatives.

A més, hi ha treball futur per estudiar en ADA per al cas de tindre dades faltants (missing
data), o dades de diferents tipus a la vegada: continues i binaries, per exemple.
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Annex A

Annex

Llistes de les principals funcions utilitzades en R.

A.1 ADA d’estudiants

source ("LstepArchetypesMod.R")

source ("LstepArchetypoids.R")

source ("LFunctions_to_calculate_real_archetypes_with_swap2.R")
library(archetypes)
d=read.table(’responses.txt’ ,header=T)
#archetypes: individuals

X=d[,2:22]

nada=10

norep=20

set.seed(2018)

adi=stepLArchetypoids3(X, 1:nada, norep=norep)
save(adi,file=’adi.Rdata’)

rss <- c()
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for (i in 1:10){
rss[i] <- adil[[i]][2]
}

rss <- as.numeric(rss)

plot(1:10,rss,type=’b’)

A.2 ADA de les preguntes

#archetipoids: questions
Y=t (d[,2:22])

nada=10

norep=20

set.seed(2018)

adg=stepLArchetypoids3(Y, 1l:nada, norep=norep)

A.3 Diagrama ternari

#ternary plots
library(ved)
load(’adi.Rdata’)

a3=X[adi[[3]][[1]],]
data=X

huge=200

k=3 #

n <- ncol(t(data))

x_gvv <- rbind(t(data), rep(huge, n))

zs <- rbind(t(a3), rep(huge, k))

zs <- as.matrix(zs)

alphascce <- matrix(0, nrow = k, ncol = n)

20



for (j in 1 : n){
alphascce[, j] = coef(nnls(zs, x_gvv[,jl))
}

ternaryplot (t (alphascce) ,grid=T,dimnames=c(1,2,3),col=1,cex=.6,main="")

colnames(a)=c(’A1’,’A2°,7A3’)

library(ggtern)
ggtern(data=data.frame(a),aes(x=A1,y=A2,z=A3) ,aes(x,y,z)) +
stat_density_tern(

geom=’polygon’,

aes(fill=..level..),

bins=20, base=’identity’,

color=’grey’) +

geom_point ()

A.4 Analisi Cluster (PAM)

#cluster

library(cluster)

da=daisy(X,type = list(symm =1:21))

pa=pam(da,k=3)

A.5 HOMALS

library(homals)
X=d[,2:22]
rh3 <- homals(X, ,ndim=3,level=rep("nominal",21))

o1



A.6 PAA

%El codi de nominal est\‘a en matlab: https://github.com/aalab/naa
hdata

d=dlmread(’responses.txt’,’’,1,0);

X=d(:,2:22);

/code based on compareAA_cluster Seth & Eugster, PAMI 2016
nSamFeat=X;

rng default, flagSave = false;

epsilon = 107-12; maxTrial = 1;
computeLikelihood = @(x,p) (sum(x .* log(p + epsilon) + (1-x) .* log(l - p + epsilon)));

% Number of prototypes
nlLat = 3;

% Construct input for AA

clear nFeatSam_

for countFeat = 1:size(nSamFeat,?2)
nFeatSam_{countFeat}(1,:) = nSamFeat(:,countFeat);
nFeatSam_{countFeat}(2,:) = 1 - nSamFeat(:,countFeat);

end

clear matSamlLat matLatSam objAA

options = generate_options();
for countTrial = 1:maxTrial

[matSamLat{countTrial}, matLatSam{countTrial}, objAA{countTriall}] =
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paa_nominal_EM(nFeatSam_, nLat, options);

end

% Best AA solution indexed by indAA

[7, indAA] = max(cellfun(@(x) (x(end)),objAA));
% Archetypes

matLatFeatAA = (nSamFeat’ * matSamLat{indAA})’;

% Cluster assignment and representative samples
[¥, clustAA] = max(matLatSam{indAA});
[*, indRepAA] = max(matLatSam{indAA}, [], 2);
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