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Presentacion

El libro que presentamos es una obra colectiva, fruto de la cooperacion de
diversos investigadores, instituciones y paises, con lenguas diferentes, pero con
objetivos comunes. Entre las instituciones que han contribuido de manera decisiva
a la existencia de este libro, destacaremos tres: el Grupo Internacional de Analisis
Estadistico Implicativo (Groupe International d'Analyse Statistique Implicative,
http://math.unipa.it/~grim/asi/asi_index.htm), y dos universidades, la Universidad
Jaume | de Castellén (Espafia) y la Universidad de Oriente de Santiago de Cuba
(Cuba).

El Grupo Internacional de Analisis Estadistico Implicativo (ASI) decidié en
2005, en sus Il Jornadas Internacionales, elegir a la Universidad Jaume | de
Castellén como sede para celebrar sus siguientes Jornadas Internacionales en 2007.
Con dicha decisién se pretendia continuar el objetivo de difundir estas novedosas
técnicas de andlisis estadistico multivariante a un pais de idioma diferente a los que
habia utilizado habitualmente el ASI en sus publicaciones: el francés,
principalmente, por el origen de sus creadores (R. Gras y colaboradores), y el
inglés, por obvias razones de necesidad de comunicacion cientifica. El italiano se
habia incorporado mas recientemente a esta labor de difusion del Analisis
Implicativo en las mencionadas IlIl Jornadas, celebradas en Palermo, con ese
mismo objetivo.

La eleccidn de la Universidad Jaume | (UJI) permitié presentar, por primera
vez en Esparia, este método de andlisis y sus técnicas a los investigadores de lengua
hispana, afiadiendo, ademas, la posibilidad de incorporar, al grupo internacional,
investigadores que comparten esta lengua, de paises como Cuba y Chile, y que
realizan estancias de investigacion frecuentes en el Departamento de Matematicas
de la UJI, muy especialmente profesores de la Universidad de Oriente (UQO), con la
que la Universidad Jaume | tiene establecidos fuertes vinculos de cooperacion (en
nuestro caso, a través de sus respectivos Departamentos de Matematicas y de la
Facultad de Matematica y Computacién). Las actas de las IV Jornadas
Internacionales ASI fueron ya una muestra de la cooperacion entre estas
instituciones y de la incipiente incorporacion del espafiol como lengua de las
contribuciones presentadas en ellas.

Este libro es un paso méas en este objetivo comdn: es la primera publicacion
sobre el Andlisis Estadistico Implicativo realizada, integramente, en lengua
hispana. Hemos procedido a realizar una seleccion y traduccion de las dltimas
aportaciones teoricas y practicas sobre este método de andlisis, presentadas en gran
parte en las dltimas Jornadas realizadas hasta el momento sobre este tema, y cuyo



interés no vamos a comentar aqui, ya que el profesor Einoshin Suzuki lo hace
brillantemente en el prefacio que ha escrito para nuestro libro. Queremos sefialar,
de forma especial, el interés de dos capitulos: el capitulo colectivo Conceptos
fundamentales del Andlisis Estadistico Implicativo (ASI) y su soporte
computacional CHIC, a partir de un trabajo previo de la profesora Larisa Zamora
para presentar el ASI en la UO, es una recapitulacion y traduccién de todos los
conceptos tedricos béasicos del Analisis Estadistico Implicativo, con ejemplos
aclaratorios de cada uno de ellos, utilizando el programa informéatico CHIC, que
implementa y grafica los célculos de las diferentes técnicas del ASI: arboles
jerarquicos de similaridad, grafos de implicacion y arboles jerarquicos de cohesion.
El capitulo del profesor Einoshin Suzuki, Descubriendo Reglas de Excepcion
Estructuradas, basado en una de sus contribuciones al congreso 15th European
Conference on Machine Learning (ECML) and the 8th European Conference on
Principles and Practice of Knowledge Discovery in Databases (PKDD), nos ha
sido gentilmente proporcionado para su traduccion e inclusion en el libro.

La estructura del libro, articulado en tres partes, estd marcada por la naturaleza
de los capitulos: las contribuciones tedricas al desarrollo del ASI las encontraremos
en la primera parte, y las aplicaciones de este método y sus técnicas a diversos
temas y ambitos apareceran en la segunda y tercera parte. Si bien, la mayoria de las
aplicaciones estan realizadas en el ambito de la didactica de las Matematicas
(origen del ASI), hemos querido sefialar que en la actualidad ya existen
aplicaciones en otros campos, diferenciando una tercera parte con los capitulos
seleccionados por el interés especial que supone mostrar la utilizacion del ASI
como instrumento metodoldgico en nuevos dmbitos de investigacion cientifica y
social.

Queremos agradecer a todos los autores su disponibilidad y diligencia para
proporcionarnos versiones en lengua hispana de sus capitulos, o bien su permiso
para poder disponer de los capitulos en versién original, junto con su confianza,
para la realizacion de las traducciones. Agradecemos asi mismo a los traductores su
excelente, a la vez que desinteresado, trabajo de traduccion; por ello hemos querido
incluir también su nombre, cuando este trabajo no ha sido hecho por los propios
autores. De manera especial queremos agradecer el gran volumen de trabajo de
traduccion de los compaferos del Departamento de Matematicas de la Universidad
de Oriente y de la coordinacion ejercida por su directora, la profesora Zamora. Asi
mismo queremos agradecer su gran contribucion al trabajo de edicion, realizado
principalmente durante su estancia de investigacion en la Universidad Jaume |
(financiada por las ayudas Bancaja-UJI 2008), en colaboracion con el profesor
Pablo Gregori, del Departamento de Matematicas de la UJI. Gracias a todos.



Por Gltimo, y de manera especial, queremos agradecer a Régis Gras, profesor
emérito de la Université de Nantes, la confianza y apoyo, en todo momento, a
nuestro proyecto, y a Einoshin Suzuki, profesor de la Kyushu University, por la
cesion de su articulo y la redaccion de nuestro prefacio.

Este libro, en habla hispana, junto con Statistical Implicative Analysis: theory
and applications (Springer, 2007), y el recientemente aparecido Analyse Statistique
Implicative; une méthode d'analyse de données pour la recherche de causalités
(Cépadues, 2009), cumple el objetivo comun de ampliar la difusion del Andlisis
Estadistico Implicativo a un mayor nimero de investigadores y utilizadores
potenciales en diversos ambitos, a nivel mundial.

Castellon, 2 de Julio de 2009.

Pilar Orus Larisa Zamora
Directora del Dpto de Matematicas Directora del Dpto de Matematicas
Universidad Jaume I. Castellon. Universidad de Oriente. Santiago de Cuba.

Espafia Cuba






Prefacio (traduccion)

El descubrimiento de reglas esta reconocido como un campo representativo de
la mineria de datos, y los criterios de evaluacién, que distinguen las reglas
"interesantes” de las deméas desempefian un papel crucial en el descubrimiento de
reglas. El trabajo de Régis Gras en el campo del Andlisis Estadistico Implicativo
(ASI) se remonta a la década de los 70 y es ampliamente reconocido por haber
realizado contribuciones significativas a la investigacion sobre criterios de
evaluacion. Este libro contiene, en espafiol, una gran parte de los trabajos
presentados en ASI4 (4émes Rencontres Internationales Analyse Statistique
Implicative), siendo ésta la ultima de la serie de conferencias internacionales que
marcan la orientacion del ASI, que se celebr6 del 18 al 21 de octubre de 2007 en el
Departamento de Matematicas de la Universitat Jaume | de Castell6n en Espafia.
Este libro representa la primera aproximacion a una coleccién completa y detallada
de articulos sobre avances recientes del ASI en términos de metodologias y
aplicaciones, en un idioma utilizado diariamente por unos 350 millones de personas
en todo el mundo.

La intensidad de la implicacion, el primer método del ASI en su forma inicial,
evalia el grado de interés de una regla Y — X en términos de la cantidad

n(X"Y) de sus contraejemplos, cada uno de los cuales cumple X”Y . Es una
medida de interés basada en la probabilidad de obtener una regla cuyo nimero de
contragjemplos es a lo sumo n(X”"Y) de los datos disponibles, y ha implicado a

un gran ndmero de investigadores y personas de negocios debido a su
fundamentacion teérica y meritos practicos. CHIC (Cohesive Hierarchical
Implicative Classification) es un programa informatico equipado con una interfaz
grafica que permite una facil utilizacion de diversas técnicas del ASI para una
amplia gama de usuarios, desde expertos en el analisis de datos hasta los
profesionales con poca base informatica.

El libro contiene explicaciones sobre el ASI y CHIC, asi como ejemplos de
sus aplicaciones, especialmente en educacidn, didactica, y psicologia, pero también
en bioinformética e ingenieria del conocimiento. Algunas extensiones del ASI en el
contexto general de la mineria de datos también se presentan.



Este libro sera de interés para los creadores de sistemas de mineria de datos,
asi como investigadores, estudiantes y profesionales dedicados a la mineria de
datos y andlisis estadistico de los datos.

Profesor Einoshin Suzuki
Departamento de Informatica,
Escuela Superior de
Ciencias de la Informacion
e Ingenieria Eléctrica,
Universidad de Kyushu, Jap6n



Preface (original)

Rule discovery is recognized as a representative subject of data mining, and
evaluation criteria, which distinguish “interesting” rules from others play a crucial
role in rule discovery. Régis Gras’s work on Statistical Implicative Analysis (SIA)
dates back to the 1970°s and is widely acknowledged to have made significant
contributions to the research on evaluation criteria. This book contains a large part
of ASI4 (4émes Rencontres Internationales Analyse Statistique Implicative), a
leading international conference in SIA held during 18-21 October 2007 at
Departamento de Matematicas Universitat Jaume |, Castellon, Espafia, with some
new insights, in Spanish language. This book represents the first approach of a
collection of comprehensive and detailed reports on recent progress of SIA in terms
of methodologies and applications, in a language used daily by approximately 350
million of people world-wide.

Intensity of implication, the first method in SIA in its initial form, evaluates
the degree of the interestingness of a ruleY — X in terms of the number n(X"Y)

of its counterexamples each of which satisfies XAY . 1t is an interestingness
measure based on the probability of obtaining a rule of which number of

counterexamples is at most n()?"Y) from the given data and has been involving a

large number of academic researchers and business persons due to its theoretical
beauty and practical merits. CHIC (Cohesive Hierarchical Implicative
Classification), a software equipped with a graphical interface, allows easy use of
various techniques in SIA for a wide range of users from experts in data analysis to
practitioners with little background on computer science.

The book contains explanations of SIA and CHIC as well as examples of their
applications especially in education, didactics, and psychology; but also
bioinformatics and knowledge engineering. Extensions of SIA in the context of
general data mining are also presented.



This book should be of interest to developers of data mining systems as well
as researchers, students, and practitioners devoted to data mining and statistical
data analysis.

Professor Einoshin Suzuki
Department of Informatics,
Graduate School of
Information Science
and Electrical Engineering,
Kyushu University, Japan
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El Andlisis Estadistico Implicativo (ASI)
en respuesta a problemas que le dieron origen

Régis Gras, Pascale Kuntz
Traducido por Isabel Alonso Berenguer y Alexander Gorina Sanchez
LINA - Escuela Politécnica de la Universidad de Nantes.

El Chantrerie BP 60601.44306 Nantes cedex
regisgra@club-internet.fr, pascale.kuntz@polytech.univ-nantes.fr

Resumen: Partiendo de situaciones de didactica de las matematicas, el
método de analisis estadistico implicativo se desarrolla en
correspondencia con los problemas encontrados y las cuestiones
planteadas. Su objetivo principal contempla la estructuracion de datos,
interrelacionando sujetos y variables, la extraccion de reglas
inductivas entre las variables y, a partir de la contingencia de estas
reglas, la explicacion y en consecuencia una determinada prevision en
distintos &mbitos: psicologia, sociologia, biologia, etc. Es por esto que
se crearon los conceptos de intensidad de implicacion, cohesion de
clases, implicacion-inclusion, significacion de niveles jerarquicos,
contribucion de variables suplementarias, etc. De la misma forma, al
tratamiento de variables binarias (por ejemplo, descriptores), se
afiaden progresivamente los de variables modales, frecuenciales vy,
recientemente, de variables-intervalo y variables difusas.

Palabras claves: implicacién estadistica, induccion, implicacién-
inclusién, entropia, cohesion, grafo implicativo, arbol jerarquico, nivel
significativo, dialéctica, variable binaria, variable modal, variable
frecuencial, variable-sobre-intervalo, variable-intervalo, regla, meta-
regla, regla generalizada, contribucidn, tipicalidad.
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Preambulo

Los conocimientos operacionales del hombre se constituyen principalmente
segin dos componentes: la de los hechos y la de las reglas entre los hechos o entre
las mismas reglas. Estos son aprendizajes que, a través de su cultura y por sus
experiencias personales, le permiten una elaboracion progresiva de estas formas de
conocimientos, a pesar de retrocesos, cuestionamientos y rupturas que surgen
alrededor de refutaciones decisivas. Sin embargo, se sabe que éstas contribuyen
dialécticamente a garantizarle un equilibrio operatorio. Ahora bien, las reglas se
forman inductivamente, de manera relativamente estables en cuanto al nimero de
éxitos, en cuanto a su calidad explicativa o anticipativa, alcanzando un
determinado nivel (de confianza) a partir del cual podrén ser usadas. En cambio,
cuando este nivel (subjetivo) no es alcanzado, la economia del individuo hara que,
inicialmente, se resista a su abandono o a su critica. En efecto, es costoso sustituir
la regla inicial por otra cuando exista un escaso numero de negaciones de dicha
regla, en la medida en que fue consolidada por un gran nimero de confirmaciones.
Un aumento de este nimero de instancias negativas, funcién de la calidad de
robustez del nivel de confianza en la regla, conducira quizas a un reajuste de ésta, 0
incluso a su abandono. Laurent Fleury (Fleury L. 1996), en su tesis, cita con
pertinencia el ejemplo -que retomo- de la regla muy admisible: "todos los Ferrari
son rojos". Esta regla, muy robusta, no serd entonces abandonada por la
observacion de uno o dos contraejemplos. Sobre todo porque no haria falta
reconsiderarla de manera inmediata.

Asi pues, al contrario de lo que es legitimo en matematicas, donde toda regla
(teorema) no sufre de excepcidn, donde el determinismo es total, las reglas en
ciencias humanisticas, mas generalmente en las ciencias denominadas "suaves",
son aceptables y por tanto aplicables, mientras que el nimero de contragjemplos
siga siendo "admisible", teniendo en cuenta la frecuencia de situaciones donde
seran positivas y eficaces. El problema, en el analisis de los datos, consiste
entonces en establecer un criterio numérico, relativamente consensual, para definir
la nocién de nivel de confianza ajustable al nivel de exigencia del usuario de la
regla. Que esté establecido sobre bases estadisticas, tiene razones para no
sorprender. Que posea una propiedad de resistencia no lineal al ruido (debilidad a
los primeros contraejemplos) puede también parecer natural, conforme al sentido
"econdmico™ mencionado mas arriba. Que se pierda validez si los contraejemplos
se repiten, parece también que debe guiar nuestra eleccion en la modelizacién del
criterio buscado. Este texto presenta la eleccion epistemoldgica que hemos hecho.
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Como tal es refutable, pero el nimero de situaciones y aplicaciones donde resultd
pertinente y fértil nos conduce a restituir aqui la génesis.

1 Introduccion

Se adoptaron distintos enfoques tedricos para modelar la extraccion y la
representacién de reglas de inferencia imprecisas (o parciales) entre variables
binarias (o atributos o caracteres) que describian a una poblacién de individuos
(sujetos u objetos). Pero las situaciones de partida y la naturaleza de los datos no
modificaban la problematica inicial. Se trata de descubrir reglas inductivas no
simétricas para modelar relaciones del tipo "si a entonces casi b". Es, por ejemplo,
la opcion de las redes bayesianas (por ej.: Amarger S., Pearl J. 1988) o de los
enrejados de Galois (por ej.: Simon A. 2000). Pero, lo mas frecuente, la correlacion
y la prueba de y* resultan inadecuadas a causa de su caracter simétrico, la
probabilidad condicional (Loevinger 1947, Agrawal et al. 1993, Gras et al. 2004 a)
sigue siendo el motor de la definicion de la asociacion, aunque el indice elegido
para esta asociacion es de tipo multivariado (por ejemplo. Bernard M. 1999).

Ademas, y segln nuestro conocimiento; por una parte, generalmente los
desarrollos diferentes e interesantes se centran en la propuesta de un indice de
implicacién parcial para datos binarios (véase [Lerman et al. 2004] o [Lallich et al.
2005] en las actas del ASI 05), por otra parte, esta nocion no se extiende a otros
tipos de variables, a la extraccion y la representacion segin un grafo de reglas o
seglin una jerarquia de meta-reglas; estructuras que apuntan a la significacion de un
todo no reducible a la suma de sus partes’, es decir, funcionando como un sistema
complejo no lineal. Por ejemplo, se sabe muy bien, por su uso, que el significado
de una frase no pasa completamente por el sentido de cada una de las palabras que
la componen.

Volvamos de nuevo a lo que creemos fértil en la investigacion que
desarrollamos. Pareceria que, en la literatura, el concepto de indice de implicacion

1 Es lo que destaca el filosofo L. Séve: “... en el paso no aditivo, no lineal de las partes
al todo, hay aparicion de propiedades que no son de ninguna manera precontenidas en
las partes y que no pueden pues explicarse por ellas” (“Aparicion, complejidad y
dialéctica”, Odile Jacob, mayo de 2005). F. Wahl afirma de la misma forma: “La idea
es que el sistema prima sobre las partes, cada parte definiéndose por su diferencia con
otra y por su articulaciéon con todas las otras.” (conversacion seleccionada por C.
David, Nuevo Observador n° 02228 del 16-22 de agosto de 2007).
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no estd extendido tampoco a la investigacion de sujetos y categorias de sujetos
responsables de las asociaciones. Ni que esta responsabilidad estd cuantificada y
conduce, por lo tanto, a una estructuracion reciproca del conjunto de los sujetos,
condicionada por las relaciones entre variables.

Nuestro propoésito es, precisamente, realizar estas extensiones después de
haber recordado el paradigma original.

2 Laintensidad de implicacién en el caso binario

2.1 Situaciéon fundamental y original

Se interrelaciona una poblacién E de objetos o sujetos con variables
(caracteres, criterios, éxitos...) formulandose la siguiente pregunta: ¢"en qué
medida se puede considerar que de cumplirse la variable? a implica que se cumpla
la variable b? Dicho de otra forma, ¢los sujetos tienen la tendencia a ser b si se
sabe que son a?". En las situaciones naturales, humanas o de las ciencias de la
vida, donde los teoremas (si a entonces b) en sentido deductivo del término no
pueden establecerse a causa de las excepciones que los niegan, es importante para
el investigador y el experto "profundizar en sus datos™ con el fin de lograr reglas
suficientemente fiables (de las clases de "teoremas parciales”, de las inducciones)
para poder conjeturar® una posible relacion causal, una génesis, para describir,
estructurar una poblacion y hacer la hipotesis de una determinada estabilidad con
fines descriptivos vy, si es posible, predictivos. Pero esta profundizacion exige la
puesta a punto de métodos que la guien y alejen del tanteo y el empirismo.

2.2 Matematizacion

Para realizar esta matematizacién, tal como ocurre con el método de medida
de la similaridad de I. C. Lerman (Lerman I. C. 1970, 1981), tal como ocurre con el
planteamiento clasico en las pruebas no paramétricas (ej. Fisher, Wilcoxon, etc.),
definimos (Gras R. 1979, Gras R. et al.1996) la medida de calidad confirmatoria de
la relacion implicativa a= b, a partir de la inverosimilitud de la aparicién en los

2En todo el articulo, la palabra “variable” designa a una variable aislada como premisa
(ejemplo: “ser rubia™) o a una conjuncion de variables aisladas (ej.: “ser rubia y tener
menos de 30 afios y vivir en Paris”).

3 “|_a excepcion confirma la regla” nos dice el proverbio popular en el sentido de que
no habria excepciones si no hubiese regla.
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datos, del nimero de casos que la invalidan, es decir, para los cuales a es verificada
sin que b lo sea. Esto equivale a comparar la diferencia entre la contingencia y la
teoria si solamente la casualidad interviene®. Pero, en el marco del andlisis de
datos, es esta diferencia la que se tiene en cuenta y no la declaracion de un rechazo
o admisibilidad de la hip6tesis nula. Esta medida se relativiza al nimero de datos
que verifican respectivamente a y no b, circunstancia en la cual la implicacion se
toma precisamente por defecto. Ella cuantifica "el asombro™ del experto ante el
namero inverosimilmente pequefio de contraejemplos, teniendo en cuenta una
independencia supuesta entre las variables y los efectivos en juego.

Precisemos. Dado un conjunto finito VV de v variables: a, b, c... En la
situacion paradigmatica clésica, se trata de los resultados (éxito-fracaso) a un item
de un cuestionario. A un conjunto finito E de n sujetos x, se asocian, por abuso de
escritura, las funciones del tipo: x —a(x) donde a(x)=1 (0 a(x)= verdadero) si x

satisface o posee el caracter ay 0 (0 a(x)=falso) en caso contrario. En inteligencia
artificial se dird que x es un ejemplo o una instancia para a si a(x)=1 y un

contraejemplo en el caso contrario.
La regla "a=b"es légicamente verdadera si para todo x de la muestra,
b(x)solo es nulo cuando a(x) lo sea también; es decir, si el conjunto A de los x

para los cuales a(x)=1esta contenido en el conjunto B de las x para las cuales
b(x)=1. Sin embargo, esta inclusion estricta es excepcionalmente observada en las

experiencias reales. En el caso de un cuestionario de conocimientos, se podrian, en
efecto, observar a algunos raros alumnos que tienen éxito en el item a y no lo
tienen en el b, sin que se impugne la tendencia a conseguir b cuando se ha
conseguido a. Relativo al cardinal de E (sea n), y también de A (sea n,) y B (sea

ny ), €s el “peso” de los contraejemplos (sea n_,; ) lo que sera necesario tener en

cuenta para aceptar estadisticamente conservar o no la cuasi-implicacion o la cuasi-
regla "a = b". Asi pues, es a partir de la dialéctica “ejemplos-contra-ejemplos” que
la regla aparece como el rebasamiento de la contradiccion.

% «_..[de acuerdo con Jung ] si la frecuencia de las coincidencias no excede de manera
significativa la probabilidad que podamos calcular atribullendole Gnicamente al azar la
exclusion de relaciones causales ocultas, no tenemos ninguna razén para suponer la
existencia de tales relaciones.” , H. Atlan, “Con razon vy sin ella. Intercritica de la
ciencia y el mito”, Seuil, 1986.
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2.3 Formalizacién

Para formalizar esta cuasi-regla, consideremos, como hizo I. C. Lerman para
la similaridad, dos partes cualesquiera X e Y de E, elegidas aleatoria e
independientemente (ausencia de vinculo a priori entre estas dos partes) y de
cardinales iguales a los de A y B respectivamente. Sean Y y B los complementos
respectivos de Y y de B en E de igual cardinal ng =n—ny,.

Diremos entonces:

Definicion 1: a = b es admisible al nivel de confianza 1-a siy solo si:
Pr|card(x ~ ¥ )< card(A B|< o

Las partes tramadas
corresponden a los
contragjemplos de la
implicacion a=b

Fig. 1
Se establece (Lerman I. C. et al. 1981) que, para un determinado proceso de

tirada, la variable aleatoria Card(XﬂV) sigue la ley de Poisson de parametro

NaNt . . . -
ab [ legamos al mismo resultado procediendo diferentemente, de la siguiente

forma:
Denotemos por X (resp. Y) el subconjunto aleatorio de transacciones binarias
donde a (resp. b) aparece, de manera independiente, con la frecuencia

n n . . L .
—a(resp.—bj . Para precisar el método de extraccion, por ejemplo, de las
n n

transacciones especificadas como variables a y b, respectivamente A y B, se
enuncian las siguientes hipdtesis semanticamente admisibles, relativas a la
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observacion del evento [a=1yb=0]. ANB® es el subconjunto de las
transacciones, contraejemplos de la implicacion a=b:

Hipotesis:
h1: los tiempos de espera de un evento [a y no b] son variables aleatorias
independientes;
h2: la ley del nimero de eventos que ocurren en el intervalo de tiempo [t,t+T]
no depende mas que de T;
h3: dos eventos no pueden ocurrir simultaneamente.

Se demuestra entonces (por ejemplo en (Saporta, 2006)) que el nimero de
eventos que se producen durante un periodo de duracion n fijo sigue una ley de
Poisson de parametro c*n, donde c se denomina intensidad del proceso de
apariciones por unidad de tiempo.

Ahora bien, para cada transaccion supuesta aleatoria, el evento [a=1] tiene

por probabilidad la frecuencia nTa el evento [b=0] tiene por probabilidad la

n
frecuencia —2 y el evento conjunto [a=1y b =0] tiene una probabilidad estimada
n

. ng Ny . T . . -
por la frecuencia —a b bajo la hipdtesis de ausencia de vinculo a priori entre a y
n n
b (independencia).
. . n ny
Se puede entonces estimar la cadencia ¢ de este evento por a b

n o n
Asi para una duracion de tiempo n, las apariciones del evento [a y nob] siguen

. L, na.nB
la ley de Poisson con pardmetro A = —2,
n

Por tanto, Pr[Card(XﬂV):s]:e‘k%s! :

% En lo siguiente denotaremos por V la negacién de la variable V (no V) y por P el
complemento de P en E.
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Como consecuencia, la probabilidad para que el azar prevalezca, bajo la
hipotesis de ausencia de vinculo a priori entre a y b, tiene mas contraejemplos que
los que se observaron:

Card[AﬂB

Pricard(x N¥)< card(ANB)|= >

s=0
Pero otros procesos legitimos de tirada conducen a una ley Binomial, o
incluso a una ley Hipergeométrica (ella misma no semanticamente adaptada a la
situacion debido a su simetria). En condiciones de convergencia convenientes,

estas dos leyes conducen finalmente a la anterior ley de Poisson.
En los casos donde n; =0, reducimos y centramos esta variable de Poisson a

la variable;

—A

]}\‘S
—€

_ Card(XﬂV)—nanB
fu

Jnanb
n

En la realizacion experimental, el valor observado de Q(a,B) es q(a,B). Ella
estima una diferencia entre la contingencia (Card(AﬂE)) y el valor que habria
tomado si hubiera habido independencia entre ay b.

B | P

L, a™b . L . Ly ,

Definicion 2: qf a,b |= ——=—1— es denominado indice de implicacién, nimero
n

elegido como indicador de la no implicacion de a sobre b.

En los casos que legitiman convenientemente la aproximacion (por ejemplo,

NayNy —
—a7b sy , la variable Qla,b) sigue aproximadamente la ley Normal centrada
g p Y
n

reducida. La intensidad de implicacién, calidad de la admisibilidad de a = b , para
na <np Y np =n, esentonces definida a partir del indice q(a,E) por:
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Definiciéon 3: La intensidad de implicacién, que mide la calidad inductiva de a
sobre b es:

o 2
ola)- 1-PrlQla,b)<qla, b)) J;_n | gs-zdt S n,en
0 si ny=n

Por lo tanto, la definicion de la implicacion estadistica pasa a ser:

Definicion 4: La implicacion a=b es admisible al nivel de confianza 1-a siy
solamente si: ¢(a,b)>1-a.

Recordemos que esta modelizacion de la cuasi-implicacion mide el asombro
de constatar la pequefiez de los contraejemplos respecto al nimero sorprendente de
las instancias de la implicacion. Es una medida de la calidad inductiva e
informativa de la implicacién. Por lo tanto, si la regla es trivial, como cuando B es
muy grande o coincide con E, este asombro se vuelve pequefio. Demostramos
(Gras R., 1996) por otra parte que esta trivialidad se traduce en una intensidad de
implicacion muy baja, o incluso nula: Si, n, esta fijay A esta incluida en B, ny
tiende a n (B “crece” hacia E), entonces o(a,b) tiende a 0. Definimos entonces, por
“continuidad”: ¢(a,b)=0 si np =n. Del mismo modo, si AcB, o(a,b) puede ser

inferior a 1 cuando la confianza inductiva, medida por el asombro estadistico, es
insuficiente.

Observacion 1: La cuasi-implicacion, de indice q(a,B) no simétrico, no coincide
con el coeficiente de correlacion p(a,b) que es simétrico y que mide la relacion
entre las variables a y b. En efecto, demostramos que si q(a,B);tO entonces

pla,b) n

q(a,B)_ NNz .

Observacién 2: Recordemos que consideramos no solamente las conjunciones de
variables del tipo “a y b” sino también disyunciones como “(ay b) o c...” con el
fin de modelar los fenémenos que revelan los conceptos como se hace en
aprendizaje o en inteligencia artificial. Los célculos asociados siguen siendo
compatibles con la légica de proposiciones enlazadas por los conectores.




Gras y Kuntz

Observacién 3: Contrariamente al indice de Loevinger (Loevinger J. 1947) y a la
probabilidad condicional (Pr[B|A])6 y todas sus derivaciones, la intensidad de

implicacién varia, no linealmente, con la dilatacién de los conjuntos E, Ay By se

debilita con la trivialidad (véase Definicion 3). Ademas, resiste los ruidos, en
particular en la vecindad de 0 para n_ -, lo que hace estadisticamente creible la
relacién que queremos modelar y establecer. Por Gltimo, se vio que la inclusién de
A en B no garantiza una intensidad maxima, la calidad inductiva puede no ser

fuerte, mientras por el contrario Pr[ B|A] es igual a 1 (Gras et al, 2004a, y Guillet

y Hamilton, 2007). En el apartado que sigue, estudiamos mas de cerca el problema
de la sensibilidad y la estabilidad del indice de implicacion en funcién de escasas

variaciones de los pardmetros de los que depende q(a,B) por el estudio de su
diferencial.

Observacién 4: Otras modelizaciones, ademés de la de Poisson, son posibles.
Citan:

e una modelizacién binomial: considerando las variables duales card(ANY) y

card(XNB), donde X e Y son dos partes elegidas de forma independiente en E,
respetando las propiedades cardinales respectivas de A y B, todo elemento de

ny —
E, por ejemplo, tiene la probabilidad nTaTb de pertenecer a ANY  por lo

tanto:

k n-k
Prlcard(ANY) = k= C:(na:b J [1_ naf;a ] - Prlcard(X NB) = K]

k n—k
prlcard(ANY) = k= Ck{naan [1— nazbj - prlcard(x NB) = k|
n

n n2

® Como dijimos, la probabilidad condicional representa la funcién mas clasica que
sirve a la confirmacion inductiva de una regla.
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e una modelizacion hipergeométrica: puede verse rapidamente considerando las
variables aleatorias card(ANY) y card(XNB) donde X e Y poseen las mismas
propiedades cardinales respectivas que Ay B. Se tiene, en efecto:

n-n
C Cn n: n Ins |ﬂb|ﬂ*|
c™ ~kini(n, —k)(n - —k}ngn, -k}

n

Cn C...C."
C.

Si bien la modelizacion binomial sigue siendo compatible con la semantica de
la implicacion, relacion binaria no simétrica, no ocurre lo mismo con la
modelizacion hipergeométrica. Por ello, sélo consideraremos el modelo de Poisson
y el modelo Binomial.

Pr[card(A N V) = k]

= Pr[card(xﬂ B) ]

2.4 Estabilidad del indice de implicacion

Estudiar la estabilidad de g, equivale a examinar sus pequefias variaciones en

una vecindad de los 4 valores enteros observados (n,n,.n, yn_-). Para ello, es

posible efectuar distintas simulaciones cruzando las 4 variables enteras de las que g
depende ((Fleury, 1996) o (Gras et al, 2004a)). Pero, consideremos estas variables
como numeros reales y a g como una funcion continuamente diferenciable con
relacion a las mismas, obligadas a respetar las desigualdades: n,, n, y

n, ; <inf[n,,n,]y supn,,ny]<n. Basta entonces con examinar el diferencial de

g conforme a estas variables y conservar la restriccion de valores enteros de los
parametros de la relacion a=b.

Diferencial de g

aq aq aq aq
dg=—dn+ dny + dnp + dn_ +
9= ng & onp P on, b

Si se quiere estudiar cémo varia g en funcion de nj;, basta con sustituir a ny,

por n—n, y cambiar el signo de la derivada de ny, en la derivada parcial.



Gras y Kuntz

En realidad, el interés de este diferencial reside en la estimacion del
incremento (positivo 0 negativo) de ¢, 0 sea Aq, con relacién a las variaciones

respectivas Ang, Ang, 0 Anp y An, . Lasensibilidad del indice q aparece asi

vinculada con las varlaciones locales de los 4 pardmetros de los que depende la
calidad de la regla.

Ejemplo: caso donde solo varian ny y n,.p (derivada parcial de n, nula)

1 3 1 1
aq 1 Ng ) 2 ) 1(ng )2 _-
—=-Nn, | — n-n +=|—=1"(n—-n 0
2 s 2] Zoone) 23" 20-ne) )
aq 1

= Y0

ana/\B ’na/\B
n

Asi pues, si los incrementos Anp Y An_ © son positivos, el incremento de

q(a,B) es también positivo. Esto se interpreta asi: si el nimero de ejemplos de b y

el de los contraejemplos de la implicacién aumentan, la intensidad de implicacion
disminuye para n y n, constantes. Es decir, esta intensidad es méaxima para los

valores observados (nby ”aAB) y minima para los valores np+An, Yy

na/\B +Ana/\6'

Sensibilidad de la intensidad de implicacion
Consideremos la intensidad de implicacion ¢ como funcion de q(a,b):
2

I e 2dt

JE

Se puede entonces examinar como ¢(q) varia cuando q varia en una vecindad
de un valor dado (a,b), sabiendo como la misma q varia en funcion de los 4

parametros gque lo determinan. Derivando la expresion anterior, se obtiene:
2

4
d_(p__ie 2 (0

dg  2n
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Lo que confirma que la intensidad crece cuando g disminuye, pero la
velocidad de crecimiento es precisada por la férmula, lo que permite estudiar con
més precision las variaciones de o(q). La resistencia de la intensidad de

implicacién a los ruidos podra entonces ser estimada con ayuda de estas diferentes
relaciones.

Ejemplo de otro indice de calidad de reglas: estabilidad del indice “confianza”

Este indice c es el mas conocido e, histéricamente después de J. A. Lovinger,
el méas utilizado gracias al conocimiento comin de una publicaciéon anglosajona
(Agrawal et al. 1993). Es el origen de varios indices cominmente empleados que
no son mas que alternativas que satisfacen tal o cual exigencia semantica. Ademas,
es simple y se interpreta facil e inmediatamente.

c(a,b)zna—Ab 0 c(a,b):l—na—Ab
Na Na
La primera expresion se interpreta como una frecuencia condicional de los
ejemplos de b cuando a es conocida.
La sensibilidad de este indice a las variaciones de las frecuencias de los
contraejemplos se relaciona con la derivada parcial:
ac 1

GnaAB Ng
Por lo tanto, la confianza crece cuando n, i disminuye lo que es
seménticamente aceptable, pero la velocidad de variacion es constante,
independientemente de la velocidad de disminucién de este nimero, de variaciones
denyde ny.
El gradiente de c solo se expresa con relacion a n, . y a n,. Esto puede
aparecer como una restriccion del papel de los parametros en la expresion de la
sensibilidad del indice.

3 Casos de variables modales y frecuenciales
3.1 Situacion original

La investigacion de Marc Bailleul (1991-1994) se refiere en particular, a la
representacion que se hacen los profesores de matematicas de su propia ensefianza.
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Con el fin de ponerlo en evidencia, se les proponen algunas palabras significativas
que deben jerarquizar. Sus elecciones ya no son binarias, las palabras elegidas por
un profesor cualquiera son ordenadas de menor a mayor representatividad. La
interrogacion de M. Bailleul se centra entonces en cuestiones del tipo: “si yo elegi
tal palabra con tal importancia, entonces yo elijo otra palabra con una importancia
al menos igual”. Entonces fue necesario extender el concepto de implicacion
estadistica a otras variables no binarias. Este es el caso de las variables modales
gue son asociadas a fenomenos donde los valores a(x) son numeros del intervalo
[01] y que describen grados de pertenencia o satisfaccion como es en el caso de la
légica difusa, por ejemplo, los modificadores linguisticos “quizas”, “un poco”, “a
veces”, etc. Esta problematica aparece también en situaciones donde la frecuencia
de una variable impone un pre orden sobre los valores asignados por los sujetos a
las variables que les son presentadas. Se trata de variables frecuenciales que se
asocian a fenomenos donde los valores de a(x) son reales positivos cualquiera. Se

encuentra tal situacion cuando se considera el porcentaje de éxito de un alumno en
una bateria de pruebas referente a ambitos distintos.

3.2 Formalizacion

J. B. Lagrange (Lagrange J. B. 1998) demostré que, en el caso modal,
- si a(x) y b(x) son los valores tomados en x por las variables modales a'y b,

con b(x)=1-b(x)
- sisly s% son las varianzas empiricas de las variables a 'y b, entonces el indice
de implicacion, que él denomina indice de propension, pasa a ser:

Y alx)p(x)-"2 2
Definicién 5: q(a,E)z x<E es el indice de propension de
\/(nzsi + nanzs% + n%)
n

variables modales.

J. B. Lagrange prueba también que este indice coincide con el indice definido
anteriormente en el caso binario y para una modelizacion de Poisson (véase 2.3). El
namero de modalidades de a 'y de b es precisamente 2, ya que en este caso:
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n255+n§ :nna, nzsg‘i‘n% =nn5 y Za(X)B(X):naAE'

xekE
Esta solucion aportada al caso modal es también aplicable al caso de las
variables frecuenciales, o incluso al de las variables numéricas positivas, bajo la
condicion de haber normalizado los valores observados sobre las variables, tales
como a y b, la normalizacién en [0,1] es hecha a partir del maximo del valor

tomado respectivamente por a'y b sobre el conjunto E.
Desde (Gras y Régnier, 2007), mostramos que, para otra modelizacion del
indice de implicacion (modelizacién binomial), el indice de propension coincide

con el indice q(a,E) del caso binomial.

Observacion: En [Régnier J.C. y Gras R. 2005.], consideramos las variables
categoricas que imponen un orden total entre elecciones presentadas a una
poblacion de jueces. Cada uno de ellos debe pedir su eleccion preferencial entre un
conjunto de objetos o proposiciones que se le presentan. Un indice permite medir
la calidad del enunciado del tipo: “si el objeto a es clasificado por los jueces
entonces, generalmente, el objeto b es clasificado en una mejor categoria por los
mismos jueces”. La proximidad con la problematica precedente conduce a un
indice relativamente préximo al indice de Lagrange, pero mejor adaptado a la
situacion de variable-categorica.

4 Caso de las variables-sobre-intervalos y variables-intervalo

4.1 Variables- sobre-intervalo
4.1.1  Situacion original

Se busca, por ejemplo, extraer de un conjunto de datos biométricos la regla
siguiente, considerando su calidad: “si un individuo pesa entre 65y 70kg entonces
en general mide entre 1.70 y 1.76m “. Una situacion comparable se presenta en la
investigacion de la relacion entre intervalos de resultados de alumnos en dos
disciplinas diferentes. La situacion mas general se expresa entonces asi: dos
variables reales a y b toman una serie de valores sobre 2 intervalos finitos [a;,a,] Yy

[b,,b,]. Sea A (resp. B) el conjunto de los valores de a (resp. b) observados sobre
[a,,a,] (resp. [b;,b,]). Por ejemplo, agui a representa los pesos de un conjunto de
n sujetos y b sus estaturas.
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Dos problemas se plantean:
1° ¢se pueden definir subintervalos adyacentes de [a,,a,] (resp. [b;,b,].) para que

la particion més fina obtenida respete lo mejor posible la distribucién de los
valores observados en [a;,a, | (resp. [by,b;])?

2° ¢se pueden encontrar las particiones respectivas de [aj,a,] y [by,by]

constituidas por uniones de los subintervalos adyacentes precedentes,
particiones que maximizan la intensidad de implicacion media de los
subintervalos de uno sobre los subintervalos de los otros pertenecientes a estas
particiones?

Responderemos a estas dos cuestiones, en el marco de nuestra problematica,
eligiendo los criterios a optimizar para satisfacer la optimalidad esperada en cada
caso. A la primera cuestion, se aportaron numerosas soluciones en otros contextos
(por ejemplo, por Lahanier-Reuter D. 1998).

412 Primer problema

Nos vamos a interesar por el intervalo [a;,a, ], suponiéndolo provisto de una

particion inicial trivial de subintervalos de igual longitud, pero no necesariamente
de igual distribucion de frecuencias observadas sobre estos subintervalos.
Denotemos por Py ={Ay;,Ag,.... Age |, esta particion en p subintervalos. Se

pretende obtener una particion de [a;,a,]| en p subintervalos AgAg Age de tal

forma que en cada subintervalo se tenga una buena homogeneidad estadistica
(escasa varianza intra-clase) y que estos subintervalos presentan una buena
heterogeneidad mutua (fuerte inercia inter-clase). Se sabe que si uno de los
criterios es verificado el otro lo es necesariamente (teorema de Koenig-Huyghens).
Para ello, se adoptara un método directamente inspirado en el método de las nubes
dinamicas concebido por Edwin Diday (Diday E., 1972) (ver también Lebart L. et
al. 2000) y adaptado a la situacion presente. Se obtiene asi la particion optimal
deseada.

413 Segundo problema

Se supone ahora que los intervalos [a;,a,] y [b;,b,] se proveen de

particiones optimales P y Q, respectivamente, en el sentido de las nubes dinamicas.
Sean p y q los nimeros respectivos de subintervalos que componen P y Q. A partir
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de estas dos particiones, es posible generar 2Pt y 297! particiones obtenidas por
uniones reiteradas de subintervalos adyacentes de P y Q' respectivamente.

Se calculan las intensidades de implicacién respectivas de cada subintervalo
unido o no a otro de la primera particion sobre cada subintervalo unido o no a otro
de la segunda, luego se calculan los valores de las intensidades de las
implicaciones reciprocas.

Hay pues en total 2+2P*29 familias de intensidades de implicacion, cada
una de ellas requiriendo el calculo de todos los elementos de una particion de
[a;,a,] sobre todos los elementos de una de las particiones de [by,b,] y

reciprocamente.

Se elige como criterio de optimalidad la media geométrica de las intensidades
de implicacion, media asociada a cada par de particiones de elementos, unidos o
no, definidas inductivamente. Se tienen en cuenta los dos méaximos obtenidos
(implicacion directa y su reciproco) y se retienen las dos particiones asociadas
declarando que la implicacién de la variable- sobre -intervalo a sobre la variable-
sobre-intervalo b es optimal cuando el intervalo [a;,a,]| admite la particion

correspondiente al primer méaximo y que la implicacion reciproca Optima esta
satisfecha para la particion de [b,,b,] correspondiente al segundo méaximo.

4.2 Variables-intervalos
421  Situacion original

Se dispone de los datos proporcionados por una poblacion de n individuos
(que pueden ser cada uno ciertos conjuntos de individuos, por ej. una clase de
alumnos) segun p variables (por ej. notas sobre un afio en francés, matematicas,
fisica..., pero también podria ser: peso, estatura, ancho de pecho...). Los valores
tomados por estas variables segln cada individuo son intervalos de nimeros reales
positivos. Por ejemplo, el individuo x refleja el valor [12; 15,50] en la variable nota
de matematicas. E. Diday hablaria de este sujeto de pvariables simbdlicas en

términos de valores intervalos definidos sobre la poblacion.

" Es suficiente considerar la arborescencia de la cual A; es la raiz, luego de unir o no a
A, quien sera o no unido a As, etc. Hay pues 2P ramas en esta arborescencia.
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Se busca definir una implicacion de intervalos, relativos a una variablea ,
constituida por los intervalos observados, hacia otros intervalos igualmente
definidos y relativos a otra variable b. Esto permitirA medir la asociacion
implicativa, por lo tanto no simétrica, de cierto(s) intervalo(s) de la variable a con
cierto(s) intervalo(s) de la variable b, de manera que la asociacion reciproca sera
aquella a partir de la cual se retendra la mejor asociacién para cada par de
subintervalos en juego, como se hizoen el § 4.1.

Por ejemplo, se dird que el subintervalo [2; 5,5] de notas de matematicas
implica generalmente el subintervalo [4,25; 7,5] de notas de fisica, estos dos
subintervalos pertenecen a una particién Optima, en el sentido de la varianza
explicada, de los intervalos respectivos de valores [1; 18] y [3; 20] tomados en la
poblacién. De igual forma, se dird que [14,25; 17,80] de las notas de fisica implica
frecuentemente [16,40; 18] para las notas de matematicas.

422  Algoritmo

Siguiendo la problematica de E. Diday y sus colaboradores, si los valores
tomados segun los sujetos para las variables a y bson de naturaleza simbolica,
con frecuencia en los intervalos de R*, es posible extender los algoritmos
anteriores [Gras R. 17 ¢, 2001]. Por ejemplo, a la variable ase le asocian los
intervalos de peso y a la variable b los intervalos de estatura, intervalos debidos a
una imprecision de las medidas. Efectuando la unién de los intervalos I, y Jy

descritos por los sujetos x de E, segun cada una de las variablesay b
respectivamente, se obtienen dos intervalos 1 y Jque cubren todos los valores
posibles de ayb. Sobre cada uno ellos se pueden definir una particion en un
determinado nimero de intervalos que respetan, como se explico anteriormente, un
determinado criterio de optimalidad. Por lo que, las intersecciones de los intervalos
I, ¥ Jy con estas particiones se proveeran de una distribucién que tomaré en

cuenta las amplitudes de las partes comunes. Dicha distribucion puede ser
uniforme o de otro tipo, discreta o continua. Pero asi, regresamos a la busqueda de
reglas entre dos conjuntos de variables subintervalos que toman, como en el § 4.1,
sus valores sobre [0,1], a partir de los cuales se podran buscar las implicaciones
Optimas.

Observacidn: Cualquiera sea el tipo de variable considerada, se plantea a menudo
el problema de superabundancia de las variables y, por consiguiente, la dificultad
de representacion. Es por esta razén que definimos una relacion de equivalencia
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sobre el conjunto de las variables que nos permite sustituir a una clase de
equivalencia por una variable denominada lider (Gras et al. 2002), (Couturier et al.
2004).

5 Laimplicacion-inclusion
5.1 Situacion original y problematica

Dos razones nos condujeron a mejorar el modelo formalizado para la
intensidad de implicacion:
- Cuando el tamafio de las muestras tratadas, y en particular el de E, crece (del
orden del millar y mas), la intensidad ¢(a,b) tiende a no discriminar

suficientemente ya que sus valores pueden ser muy proximos a 1, mientras que
la inclusion cuya calidad se busca o pretende modelar, dista mucho de ser
satisfecha (fenémeno indicado en (Botin A., 1997) que trata de las grandes
poblaciones de alumnos a través de investigaciones internacionales);

- El modelo de la cuasi - implicacion anterior retiene esencialmente la medida de
la fuerza de la regla a = b. Ahora bien, tener en cuenta la concomitancia de no
b=noa (negacion de la implicacién) es indispensable para reforzar la

afirmacion de una buena calidad de la relacion de la cuasi - implicacion de
a sobre b 8. Al mismo tiempo, podria permitir corregir la dificultad mencionada
anteriormente (si Ay Bson pequefios con relacion a E, sus complementos
seran importantes y reciprocamente).

5.2 Un indice de inclusion

La solucién® que aportamos utiliza a la vez la intensidad de implicacion y otro
indice que da cuenta de la disimetria entre las situaciones S;=(ay b) y
S1=(aynob), (respectivamente S, =(noa y nob) y Sz = (a y nob) en virtud de
la primera nombrada. La debilidad relativa de las instancias que contradicen la
regla y su contrapuesta es también fundamental. Por otra parte, el nimero de

8 Este fendmeno es indicado por Y. Kodratoff en su articulo publicado en las Actas del
Coloquio "Profundizacion en los datos por el método implicativo”, IUFM de Caen,
J;unio de 2000.

J.Blanchard aporta en (Blanchard J. et al., 2005) una respuesta a este problema por
una medida "de la divergencia al equilibrio™.
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contragjemplos N, i de a="b es parte de la contrapuesta. Para dar cuenta de la
incertidumbre vinculada a una posible seleccion de la pertenencia a una de las dos
situaciones (S,0 Si, (respectivamente S, 0 S2)), es el concepto de entropia de
Shannon (1949) al que hacemos referencia:

n n n - n -
H(b/a)=— %\b log,) ﬁ;\b— ﬁ;\b log,, ﬁ;\b

es la entropia condicional relativa a los casos (ayb) y (a y nob)cuando se
verifica a.

n_
a

B n - n - - n_ -
H{a/b)=-—82D log, ~8b _—8nD jog, —&nD
b b b b

es la entropia condicional relativa a los casos (noa y nob) y (a y nob)cuando se
verificanob.

Estas entropias, que toman valores en [0,1], deberian ser simultineamente
pequefias pues las disimetrias entre las situaciones S, y S1 (respectivamente S, y

S») deberian ser simultineamente fuertes si se desea disponer de un buen criterio
de inclusién de A en B. En efecto, las entropias representan la incertidumbre
media de experiencias que consisten en observar si b se cumple (respectivamente si
noa se cumple) cuando es observado a (respectivamente nob ). EI complemento a

1 de esta incertidumbre representa la informacion media recogida por la realizacion
de estas experiencias. Cuanto méas importante es esta informacion, mas fuerte es la
garantia de la calidad de la implicacién y de su contrapuesta. Debemos ahora
adaptar este criterio numérico entropico al modelo esperado en las diferentes
situaciones cardinales.
Para que el modelo tenga el significado esperado, debe satisfacer, segln
nosotros, las dificultades epistemoldgicas siguientes:
1°. debera integrar los valores de la entropia y, para contrastarlos, por ejemplo,
integrar estos valores al cuadrado,
2°, como este cuadrado varia de 0 a 1, a fin de indicar el desequilibrio y por tanto
la inclusién, a fin de oponerse a la entropia, el valor retenido sera el
complemento a 1 de su cuadrado tanto que el nimero de contraejemplos sea
inferior a la mitad de las observaciones de a (respectivamente de nob). Mas
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alla de estos valores, las implicaciones no tienen mas sentido inclusivo, se le
asignara al criterio el valor 0,
3°. a fin de tomar en cuenta las dos informaciones propiasen a=b y nob=noa,

el producto dard cuenta de la calidad simultanea de los valores retenidos. El
producto tiene la propiedad de cancelarse finalmente a partir de que uno de sus
términos se anule, i.e. a partir de que esta cualidad desaparezca,

4°. finalmente, el producto tiene dimension 4 con relacién a la entropia, su raiz
cuarta sera de la misma dimension.

Na

Pongamos o =-2, la frecuencia de ay p=-—2, la frecuencia de nob.
n

S
S |c\

n -
., . anb .
Denotemos, en funcion de la frecuencia '[=—nA de contraejemplos, los dos

términos significativos de las respectivas calidades de la implicacion y su

contrapuesta:
H(b/a)=—(1—£jlogz[1—ij—ilogzi, si te{o,g[
a a) o o 2
hl(t):
1, sit e[g, OL:}
2
H(E\/B):—[1—%}09{1—%]—%092%, Si tel:o,%l:
hz(t):

1, si te{%,ﬁ}

De donde la definicion permite determinar el criterio entrépico:

Definicion 6: El indice de inclusion de A, soporte de a, en B, soporte de b, es el
ndmero:

) [i-nz k-l

que integra la informacion a partir de la realizaciéon de un escaso ndmero de
contraejemplos, de una parte por laregla a= b y, de otra, por laregla nob=noa.
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5.3 El indice de implicacion-inclusion

La intensidad de implicacién-inclusion (o intensidad entrépica), nueva medida
de la calidad inductiva, es el nimero:

v(a,b)=i(a, b)- ola, b)}?
que integra a la vez el asombro estadistico y la calidad inclusiva.
La funcién y segun la variable t admite una representacion que tiene la
forma indicada por la figura 2, para n,y n, fijos. Se observara en esta figura la

diferencia de comportamiento de la funcion conforme a la probabilidad condicional
P(B|A) , indice fundamental de las otras modelizaciones de la medida de las reglas,

por ejemplo en Agrawal y su escuela. Ademas de su caréacter lineal, por lo tanto
poco matizado, esta probabilidad conduce a una medida que decrece muy rapido
para los primeros contragjemplos y se resiste entonces, durante mucho tiempo,
cuando éstos se vuelven importantes.

Se constata que esta representacion de
la funcion continua de t traduce las
propiedades esperadas del criterio de
inclusién:

* "reaccion" lenta a los primeros
contraejemplos (resistencia al ruido),
*  "aceleracion" del rechazo a la inclusién

. _— n
en la vecindad del equilibrio, o sea z—a
n

TP
* rechazo mas alla de Z_a lo que no
n

garantiza la intensidad de la implicacion
(p(a, b).

Fig. 2
Ejemplo 1

b b | Marginal | L2 intensidad  de  implicacion  es
o(a,b) =0,9999 (paraq(a,b) =—3,65).
? 200 | 400 600 Los valores entropicos de la experiencia
a 600 | 2800 | 3400 son h;=0=h,.
Marginal | 800 | 3200 4000 El valor del coeficiente moderador es
i(a,b)=0.
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Por lo tanto, y(a,b) =0 mientras que P(B|A)= 0,3333.

Asi, las funciones "entropicas

moderan" la intensidad de la implicacion en

el caso donde precisamente la inclusién es mediocre.

La intensidad de implicacion es 1 (para

q(a,b) =-8,43)
Los valores entropicos de la experiencia

son h; =0918 y

Ejemplo 2
b b | Marginal
a 400 | 200 600
a 1000 | 2400 | 3400
Marginal | 1400 | 2600 | 4000

h, =0,391.

El valor del coeficiente moderador es: i(a,b) = 0,6035 . Por lo tanto wy(a,b) =0,777,
mientras que P(B|A) = 0,66666 .

Observacidn: La correspondencia entre o(a,b) Yy w(a,b) no es monétona como lo
muestra el siguiente ejemplo:

b | b | Marginal
a 40 | 20 60
a 60 | 280 | 340
Marginal | 100 | 300 400

La intensidad de implicacién es inferior al
caso anterior ya que: q(a,b) =-6,47 .

Los valores entropicos son: h,=0918 y
h, =0,353 .

El valor del coeficiente moderador es:
i(a,b) =0,608.

De aqui que y(a,b) =0,78 mientras que P(B|A) =0,66666 .

Asi, mientras que ¢(a,b)a decrecido del ler al 2do ejemplo, i(a, b) ha crecido
al igual que w(a,b). En cambio, la situacion contraria es la mas frecuente. Notemos
que, en los dos casos, la probabilidad condicional no cambia.

Observacién: Les remitimos a (Lenca P. et al., 2004) para un estudio
comparativo, muy investigado, de los indices de asociacién para variables binarias.
En particular, las intensidades de implicacion clasica y entrdpica (inclusion)
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presentadas en este articulo son confrontadas con otros indices de acuerdo a las
necesidades y las elecciones de los usuarios.

6 Grafo de implicacion
6.1 Problemética

Para la salida de los calculos de las intensidades de implicacion (clasica o
entropica), disponemos de una tabla que interrelaciona las variables, cualquiera sea
su naturaleza, y cuyos elementos son numeros de [0; 1]. Pero la estructura
subyacente entre estas variables no es evidente. El usuario queda desorientado
cuando se enfrenta a una tabla de doble entrada que puede presentar un numero
muy grande de lineas y columnas. No puede abarcar simultaneamente la posible
secuencia de las reglas que sustentan la estructura. Asociamos por consiguiente a
esta tabla un grafo orientado, ponderado (para las intensidades de implicacion), sin
ciclos, donde el usuario puede controlar la complejidad de la representacion,
fijando un limite méaximo que tiene en cuenta la calidad implicativa de las reglas.

6.2 Algoritmo

La relacion definida por la implicacion estadistica, si bien es reflexiva y no
simétrica, no es transitiva evidentemente, tal como la induccién a diferencia de la
deduccién. Ahora bien, queremos que ella modele la relacién de orden parcial entre
dos variables (los éxitos en nuestro ejemplo inicial). Por convenio, si a=b y si
b= c, aceptaremos el cierre transitivo a = csolamente si y(a,c) =05, esto es, Si
la relacion implicativa de a sobre ces mejor que la neutralidad al intensificar la
dependenciaentra a y c.

Por ejemplo, suponer que entre las 7 variables a, b, ¢, d, e y f existen, al limite
méaximo superior 0,5, las siguientes reglas: e=c, a, f,b; ¢ =a,f; b= af;
g=>d,f a=f

Se podra entonces traducir este conjunto de relaciones por el grafo siguiente”:

10 os tratamientos automaticos de los célculos y graficos se realizaron con la ayuda
del programa informatico CHIC (Clasificacion Jerarquica, Implicativa y Cohersitiva)
disponible bajo Windows 95, 98, NT y XP. Este programa informatico, desarrollado a
partir de una primera version establecida por R. Gras y H. Rostam, revisada sobre
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Fig.3

El grafo puede reducirse (resp. ampliarse) si elevamos (resp. reducimos) el
limite maximo de consideracion de las reglas. Notemos que este grafo no es un
enrejado puesto que, por ejemplo, la variable a no implica la variable (a 0 no a)
cuyo soporte es E. A priori, no puede ser un enrejado de Galois. Las opciones de
CHIC permiten suprimir variables sin esfuerzo, desplazar su imagen en el grafo a
fin de descruzar los arcos o centrarse en determinadas variables cabezas de una
clase de “cono” cuyos dos “niveles” se constituyen respectivamente de las
variables “padres” y de las variables “hijos”.

7 Implicacion entre reglas y meta-reglas o R-reglas
7.1 Situacién original

En didactica de las matematicas, una de las cuestiones™ que se plantea el
didacta es reconocer, luego definir la fuente de los obstaculos, tanto didacticos
como epistemolégicos, con los cuales se topa el estudiante durante su aprendizaje.
Ahora bien, estos obstaculos se encuentran sobre la base de concepciones que el
alumno se construye. Ellas mismas son estructuradas, por reglas simples o
complejas, en un todo que no es la concatenacion, sino que se constituye en una

Pascal por S. Ag Almouloud, (Ag Almouloud S., 1992), es ahora desarrollada por
(Couturier et al., 2005) y constantemente extendido por él a los nuevos conceptos y
algoritmos.
1 Nosotros matematizamos esta cuestién por primera vez en la tesis de (Larher A.,
1991) para estructurar y jerarquizar razonamientos de alumnos en situacién de prueba
matematica
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clase micro tedrica cognoscitiva, como lo es una teoria matematica de axiomas,
teoremas, corolarios, teoremas de teoremas, etc. Esta estructura, que permite
superar la simple articulacion de las partes a fin de alcanzar un todo significativo,
no es de naturaleza jerarquica clasica simétrica, donde las clases de semejanza
entre variables se encuentran ajustadas a la vez segln particiones, en tipologias
cada vez mas gruesas. Se presenta mas bien segun tres esquemas:

1. una regla de tipo a=b (donde a y b pueden ser ellas mismas las reglas)
implica una variable ¢, donde ¢ puede interpretarse como una consecuencia de
la regla,

2. una variable a implica una regla b=c (donde b y c pueden ser reglas). La
regla a= (b= c) puede leerse como: de la observacion de a se dedujo la regla

b= c. La intuicion puede ser sostenida por el recorrido formal (ayb)=c,

3. una regla a=b implica otra regla c¢=d. Esta situacion es de hecho
comparable a la situacion donde un teorema tiene por corolario otro teorema o
bien un lema conduce a una proposicion.

La estructura que parece responder a esta perspectiva es jerarquica, como lo
mostraremos mas adelante, pero debe ser no simétrica, orientada. Es esta estructura
la que buscamos formalizar ahora. Debe permitir pasar al nivel epistemoldgico
superior, el de las operaciones sobre las reglas, bajo forma de meta-reglas o reglas
generalizadas (R-reglas). Se encuentra en la estructura contemplada de los
elementos de todo punto comparable a las estructuras cognitivas que dan cuenta de
la génesis del conocimiento operatorio, en el sentido de Piaget se pasa de un nivel
al otro por abstraccion reflexiva: se eleva de una representacion de los objetos a la
de las operaciones sobre los objetos, luego a las operaciones sobre las operaciones.
Es también el caso de las matematicas donde se pasa de objetos elementales
matematicos a las funciones sobre estos objetos, luego a la de las funciones sobre
las funciones. Si por ejemplo, en psicologia o en sociologia, las variables en juego
son comportamientos, las reglas generalizadas (reglas de reglas) seran perfiles
comportamentales, conductas generales. Es pues un punto de vista jerarquico
dindmico al contrario de un punto de vista estatico, como lo es una tipologia. Méas
aun, no es en la simple descripcion individual de las reglas que constituyen la regla
generalizada que se expresa la propiedad emergente del todo, propiedad sobre
aditiva, casi externa a la “suma” de sus descriptores. Es del andlisis de la estructura
de todo esto que se interpreta esta propiedad, que sea un perfil, una conducta, una
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génesis u otro sistema dinamico no lineal® (véase para un ejemplo (Gras R. y
Kuntz P., 2005)).

7.2 Formalizaciéon (para una formalizacion detallada ver Gras y Kuntz,
2005, y Kuntz, 2005)

Las reglas y reglas generalizadas que deben elaborarse haran referencia a
variables que se estructuraran de manera ascendente en clases ajustadas a la vez y
orientadas. Pero una regla entre clases de variables sélo toma verdaderamente su
sentido bajo la condicion de que dentro de cada clase de variables, cuya relacion se
examina con otras, exista una cierta "cohesion" entre las variables que la
constituyen; esto debe hacerse respetando el orden instituido en la clase. Se desea
asi que el "flujo" implicativo de una clase A sobre una clase B esté alimentado con
un "flujo" interno en A y alimente a un "flujo" interno en B (se elige la palabra
flujo por su connotacion metaférica hidraulica o termodinamica). Para eso, el
concepto de entropia H permite dar cuenta del desorden entre las variables,
definiremos la cohesidn entre dos variables por la entropia de la experiencia en dos
salidas: implicacion o no implicacion:

Definicion 7: La cohesion de la clase (a,b) es el nimero c(a, b) tal que:

.si p=vl(a,b)y H=—plog, p—(1-p)log,(1-p), entonces coh(a,b)=v1-H?,
.si p =1, entonces coh(a,b)=1,
.si p=0,5, entonces coh(a,b)=0.

Intuitivamente, la cohesién mide el desequilibrio de las frecuencias de los
eventos avby anb a favor del primero.

Definicion 8: La cohesion de la clase ordenada de variables A=(a;,...,a,)es
entonces definida por extension:

12 «Es asf que se favorecen ahora, como en nuestras redes de autdmatas, los procesos
dinamicos por informes de los estados, los procedimientos deslocalizados, y en parte
estocasticos, de creaciones de significados por informe de las representaciones “Citado
por H. Atlan”.
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2

ie{l, r—l} r(r—lj
Coh (A)= I c@;,b;)
(2 1), o )

Esta es la media geométrica de las cohesiones de parejas, tal que, se anula
cuando una de las cohesiones en juego se anula. A la cohesion corresponde una
distancia ultramétrica que permite indicar la jerarquia y justifica, a posteriori, la
designacién. Esta cohesién permite en efecto la sefializacién por una funcién
positiva. Basta con elegir para un par (x,y) reunido al primer nivel

d(x,y)=1-max[c(x,y).c(y,x)], luego d(x,y)=p-clh,,)| donde cfn,,) es Ia
cohesion de la clase mas pequefia h, , conteniendo x e y. Se tiene d(x,x)=0y la

distancia méxima es <1. Se demuestra que d es ultramétrica (maxima inferior),
esto justifica el término de jerarquia (Gras et al., 2003 y Gras et al., 2005). La
construccion automatica de esta jerarquia es obtenida en CHIC.

Finalmente, podemos modelar la implicacion estadistica de una clase de
variables sobre otra clase exigiendo que el modelo integre las informaciones
siguientes:

* las cohesiones respectivas de las 2 clases,

* una intensidad de implicacion extrema de los elementos de una clase sobre los
de la otra,

* los cardinales respectivos de las 2 clases.

Cada una de estas informaciones acredita el indice que retendremos si:
* el indice crece con las cohesiones de cada clase y se anula cuando la cohesion
de una de ellas es nula,
* el indice crece con la conexién extrema (minima si se le destina un elevado
grado de exigencia, maxima si se busca una flexibilidad realista),
* el indice disminuye con los cardinales de las clases, tiene en consideracion la
influencia de una relacion maxima.

En lo adelante, denotaremos por A y B las clases de variables de elementos
genéricos a; y b;, Coh(A) y Coh(B) sus cohesiones respectivas, la intensidad de

implicacion de A sobre B se da por:
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Definicion 9: La intensidad de implicacién de A sobre B es:

s

1/2
V(AB)=| SIp y(;.b) [con(A)Con(B)]

Se podrd constatar que este indice satisface las dificultades semanticas
anteriormente mencionadas.

Definiendo un método de clasificacion descendente clasico por el criterio de
cohesidn decreciente, se obtendra, por ejemplo, un arbol como éste:

Fig. 4

Las interpretaciones de tales reglas generalizadas son méas complejas, como
por ejemplo, la ilustrada por la figura 4, la regla c=(d=e). Algunas reglas

generalizadas son reducibles a representaciones facilmente interpretables. Por
ejemplo, ¢ = (d = e) se representa légicamente por c=>d=e.

7.3 Aplicacion

En el marco de una encuesta de la Asociacion de Profesores de Matematicas
de la Ensefianza Publica (APMEP) aplicada a profesores de matematicas de clases
terminales (series cientificas S y ES, literarios LI y tecnoldgicos TE son las
variables suplementarias), recogimos y analizamos (Botin et al., 1999) las
respuestas de 311 profesores, a través de las clasificaciones (de 1 a 6) sobre quince
objetivos que ellos asignan en su ensefianza (A, B, C... 0)* y sobre sus opiniones

13 por ejemplo, E simboliza el objetivo: “desarrollo de la imaginacion y la creatividad”
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relativas a diez frases susceptibles a ser expresadas cominmente como (OP1,
OP2,..., OPX)™. La variable PER brinda la posibilidad de enunciar los objetivos
juzgados no aplicables. Las 26 variables correspondientes no son binarias, excepto
PER, sino ordinales (toman los valores (1, 0.8, 0.6, 0.4, 0.2, 0.1, 0) para los
objetivos y (1, 0.5, 0) para las opiniones). Asi el andlisis integra la intensidad de las
actitudes, de una eleccion prioritaria de un objetivo a una eleccion méas secundaria,
o0 incluso no retenida.
Las frecuencias de las 26 variables son las siguientes:

A:105.70 B: 880 C:9.70 D:140.00 E:?21.80 F:138.70 G:19.50
H: 44.80 1:83.10 J: 108.40 K: 77.60 L: 460 M:90.20 N:66.60
0:33.20 OP1:81.50 OP2:147.50 OP3:24250 OP4:229.00 OP5:190.00
OP6: 240.00 OP7:200.00 OP8: 165.00 OP9: 98.00 OPX:207.00 PER: 254.

La jerarquia orientada obtenida estructura las 26 variables en varias clases que
definen R-reglas de extensién, interpretacion e intereses variados. Una ayuda a la
interpretacién puede aportarse si uno recuerda la tautologia de logica formal:
a=(b=c)e(ayb)=c. Ademas, relativamente a cada clase maxima, el

programa informéatico CHIC indica cudl variable suplementaria contribuye mas a la

formacion de la clase. Esta informacion permite mejorar la comprension y el

significado de la clase.
He aqui una parte de la jerarquia, donde nos limitamos a mostrar dos clases
maximas.

e si E entonces (si OP8 entonces OP7)) que puede interpretarse asi: si un
profesor elige E (imaginacion y creatividad) entonces en general considera que
para que el alumno descubra un caracter de divisibilidad por 4 (OP7), basta que
él mismo esté entrenado para encontrar ejemplo y contragjemplo (OP8). Esta
regla se constituye por otra parte a un nivel significativo de la jerarquia.
Enfatiza sobre la relacion entre los comportamientos no dogmaticos del
profesor y, en consecuencia, la voluntad de colocar al alumno en una situacion
de investigacion personal. Asi, podemos interpretar esta R-regla como el indice
de una concepcion de apertura didactica;

4 por ejemplo, OP4 simboliza: “para rectificar, me gusta un escala (tabla) muy
detallada sobre los resultados a obtener”
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Fig.5: Jerarquia orientada por el cuestionario

(si OP2 entonces (si OP5 entonces OP4)) entonces OP6). Explicitamente, esta
R-Regla se lee de la manera siguiente: si se considera un gran problema
indispensable para el examen (OP2), entonces, considerando que la
demostracion es la Unica manera rigurosa de hacer matemaéticas (OP5), la
escala de correccion debe ser precisa. Pero entonces, siendo la premisa de la R-
Regla satisfecha, el profesor tiene tendencia a elegir OP6 (la demanda del
programa muy definido para saber lo que uno debe o no hacer). Se tiene una
concepcion de una categoria de profesores muy obediente a la institucion y
conservadora en sus elecciones pedago6gicas. No se sorprendan, la
demostracion en Francia es el fundamento de la actividad matematica (pais de
Descartes), siendo muy dificil evaluar; el gran problema es el criterio de
evaluacion. Se encuentra aqui una ilustracion mas sintética de las reglas de
asociacioén en las que se basa, de manera homogénea y coherente, la R- Regla,
es decir una concepcion de la ensefianza muy clasica que exige un apoyo
institucional explicito y liberador.

En resumen, se observa que estas dos R-reglas corresponden a dos

concepciones opuestas de la mision ensefiar, obviamente asociadas a dos perfiles
tipicos e inconciliables de profesores.

Insistamos sobre el aumento, en cada uno de estos casos, de la riqueza del

analisis obtenido por la asociacion de las reglas de asociacién en las R-reglas. No
son ya sino hechos o comportamientos aislados que se extraen, sino mas bien
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conductas generales, reveladoras de fendmenos mas globales, menos singulares o
de representaciones psicologicas profundas. Una tipologia como las que
proporcionan las clasificaciones tradicionales (simétricas), no podria dar cuenta de
la dindmica de los hechos o comportamientos subyacentes. Es con toda esta
dindmica devuelta por las reglas generalizadas que, apoyada en necesidades (las
premisas de las reglas), conduce a aclaraciones vivas de un fragmento de teoria,
eventualmente en via de construccion.

8 Niveles significativos de una jerarquia cohésitiva
8.1 Situacion original

Considerando la multiplicidad de niveles de formacion de las clases, es
indispensable eliminar aquellos que son mas pertinentes respecto a la intencién
clasificadora del investigador atendiendo a los criterios elegidos. Estos niveles
aparecen, en aplicaciones psico-didacticas o socioldgicas, corresponden a
concepciones consistentes y estables, de interés para el experto. Su puesta en
evidencia conduce a éste a un estudio mas profundo y una interpretacion mas
aseverada de las clases generalizadas obtenidas. Este problema se formula en el
momento del andlisis de una encuesta presentada a los maestros de matematica
sobre los objetivos de la ensefianza de matematicas tales como los experimentaban
(Botin A. y et Gras R. 1999). Las elecciones de base se estructuraron en actitudes
cada vez mas moderadas al curso de la ascendencia de la jerarquia.

Procedemos entonces de manera comparable a la adoptada originalmente por
I. C. Lerman (Lerman I. C. 1981) y relativa a la jerarquia de semejanza, pero
reacondicionando su enfoque. Desde el 2004, establecimos otro método de
definicion de niveles significativos (Gras, Kuntz y Régnier 2004b; Kuntz, 2005)
basado en un indice de dicha coherencia. Pero preferimos presentar aqui el método
inicial que solo se programa en CHIC.

8.2 Pre orden cohesitivo

Consideremos el conjunto V de las variables {a,,a,,...,a,, } y el conjunto de
las parejas (a,b) de VxV tales que a=b. Existe m(m—1) de tales parejas a las
cuales se les asocian sus cohesiones c(a, b) respectivas.
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Definicién 10: Se Ilama pre orden inicial y global cohesitivo sobre V xV (o pre
ordenamiento), al pre orden Q inducido por la aplicacién cohesién ¢ sobre V x V.

Sea G(Q)su grafico en V x V. Segun los parrafos anteriores, se sigue que:

de una parte, la clase de pre orden correspondiente a ¢ =0contiene todas las
parejas tales que w(a,b)<05

por otra parte, si n, <n, entonces c(b,a)<c(a,b).

Observemos, por el contrario, que si c(a,b)<c(c,d) no se tiene necesariamente
c(b,a)<c(d,c) o, c(b,a) >c(d,c) .

8.3 Determinacion de los niveles significativos

Coloquémoslo a un nivel cualquiera k de la jerarquia. A este nivel, se forma
una clase de m; variables (2<m; <m) cuya cohesion es menos buena que la de

las clases anteriormente formadas, de acuerdo con el algoritmo elegido, y mejor
que la de las clases que deben venir.
Sea [1, la particion sobre V definida a este nivel, constituida por las clases

gue ya se formaron alli y, eventualmente, por conjuntos unitarios ain no asociados.
[T, es més fina que IT,.; -
Sea STI, el conjunto de las parejas separadas a este nivel y R [T, el conjunto

de las parejas que se reunen alli por primera vez, quedando entendido que se dira
que el par (a,b)se reGne si a y b pertenecen a la misma clase del tipo

(..((..a,...)...0)...)
El conjunto G(Q)N[STT, xR 1T, ] se constituye de los pares de parejas que al

nivel k respetan el pre orden inicial. Por ejemplo, si c(e,f)<c(a,b) (pues
((e,f).(a,b)) e G(©)) y si al nivel k, e y f son separados mientras que a y b se retinen
en la clases que se forman, el par ((e, f), (a, b)) pertenece a G(Q) N[STT, xR T ].
Como se hizo en el epigrafe 2 para el cardinal de ANB, asociamos al
cardinal de G(Q)N[SIT, xR, ] el indice aleatorio card[G(Q*)ﬂ[Sl‘[kaHk]]

donde Q“es un pre ordenamiento aleatorio en el conjunto, provisto de una
probabilidad uniforme, de todos los reordenamientos del mismo tipo cardinal que
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Q. Este indice tiene por esperanza %card[Sl_[kal'[k] y por varianza

card[STT, xR IT, |*card[G(Q)].
Sea s(, k) el indice centrado reducido obtenido:

card[G(Q*)ﬂ [SHk xR Hk ]]—%card[SHk xR Hk]
\/card[SHk xRIT} [-card[G([@)]

Definicién 11: Se llama nodo significativo a todo nodo correspondiente a un
méximo local de s(Q, k)durante la creacion de la jerarquia implicativa. Diremos en
este caso que la particion T1, esta en resonancia parcial con Q.

Si ademas, G(Q)N[STT, xR ]=SIT, xRTI,, diremos que la particion [T,
esta en resonancia total con Q. El programa informatico de analisis CHIC permite

el tratamiento completo de datos cuantitativos, asi como la salida del grafo
implicativo y la jerarquia implicativa, resaltando los nodos significativos.

9 Tipicalidad y contribucion de los sujetos y de las variables
suplementarias

9.1 Situacion fundamental

Introducimos la nocion de variable suplementaria en el analisis implicativo de
forma anéloga a como se hace en el andlisis factorial, es una variable extrinseca,
por ejemplo un descriptor, , no interviene directamente en las relaciones expresadas
por la clasificacién entre las variables principales de V, no interviene en la
estructura de este conjunto bajo la forma gréafica o jerarquica. Por ejemplo, una
variable suplementaria podra representar una categoria de sujetos (edad, sexo,
categoria socio - profesional, etc.). Esta nocion debe permitir esclarecer la
importancia o la superfluidad de estas categorias en la formacién de las reglas o
clases de reglas. Saber si son los profesores de clases literarias los que adoptan tal
actitud frente a los objetivos de la ensefianza de las matematicas, es mas rico, sobre
el plan de la informacion investigado, que la sola definicién de la actitud.

Ahora bien, nos parece muy importante en el momento de la eleccion de las
variables sobre las cuales se llevara el analisis, distinguir bien, conjuntamente con
el experto, las variables que van a participar en la puesta en evidencia de las reglas
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0 meta-reglas, variables que denominamos principales, de otras variables,
denominadas suplementarias que son descriptivas de los sujetos y que de hecho
son objetivas, pero no vinculadas directamente a sus comportamientos.
Introducirlas en el analisis arriesgaria mucho, como lo observamos al crear
artefactos dentro del grafico o la jerarquia, ya que ellas juegan ahi un rol atractivo
demasiado potente para dejar que las otras variables subjetivas se organicen entre
ellas. Como se sabe, los procesos de estructuracion inherentes a los métodos de
clasificacion, perturbarian las razones verdaderas que son la base de las relaciones
que deben extraerse. Sin embargo, definir los fendmenos objetivos que juegan un
papel indirecto en las estructuras aparecidas es de gran importancia.

Nos interesa por el momento el analisis cohesitivo. A un nivel cualquiera de la
jerarquia se forma una clase C de cohesiébn no nula. Nuestro objetivo,
particularmente en el caso de un nodo significativo, consiste en definir un criterio
gue permita identificar uno o varios sujetos, luego la categoria de sujetos, o
cualquier otra variable suplementaria, contribuyendo mas a la constitucion de esta
clase. El comportamiento de estos sujetos estard asi en armonia con el
comportamiento estadistico en el inicio de la clase. Se hace un enfoque comparable
para estudiar conjuntamente la tipicalidad y la contribucién de los sujetos y de las
variables suplementarias en la constitucion de un arco o de un camino del grafo
implicativo.

9.2 Potencia implicativa de una clase y de un camino

Coloquémosno en un nivel k de la jerarquia donde deben unirse, para formar
C,dosclases Ay B talesque A= B en el sentido del epigrafe 8.

Definicion 12: La pareja (a,b) tal que: V ie A Y je B w(ab) >y(i,j) se
denomina_pareja genérica de C. Esta pareja, generalmente Unica, se obtiene a partir
del supremo en el calculo de la implicacion de A sobre B. El nimero y(a,b) se
denomina implicacion genérica de C.

Pero, en cada subclase de C, existe igualmente una pareja genérica.
Precisamente, si C estd constituida por g (g <k) subclases (C incluida), hay g

parejas genéricas en el origen de C, a las que les corresponden g intensidades
maximales de intensidades contingentes yy,v5,..., yg respectivamente.
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En el caso de un camino C cerrado transitivamente (cada arco del cierre
admite una intensidad de implicacién al menos igual a 0.50), compuesto de g

nodos, C presenta g(g—1)/2 arcos transitivos. A cada uno de estos arcos, por
ejemplo (a,b), se le asocia, como para una clase, la intensidad de implicacion
v(a,b) , que se le dira genérica.

Definicion 13: El vector contingente genérico (vq,v,,...,vg), elemento de [0,179,

se llama vector potencia implicativo de C. EIl cual traduce una fuerza implicativa
internaen C.

9.3 Potencia implicativa de un sujeto sobre una clase o un camino y
distancia a esta clase o camino

Un sujeto x cualquiera verifica o no la implicacién de un par genérico de una
clase o de un arco de camino con un orden de calidad comparable. Tomando en
cuenta la légica formal y consideraciones semanticas, pondremos, por ejemplo y en
funcidn de los valores tomados por a y b en x:

1 sia=16a=0yb=1
vx(@b)=40 sia=1ly b=0
p sia=b=0 con pe]0,1]

En nuestras primeras experiencias, elegiamos p=0.5, valor neutro. Sin
embargo, en el programa informéatico CHIC, el célculo de las tipicalidades y de las
contribuciones se hace modulando estos valores, a fin de tomar mejor en cuenta la
semantica de los valores asignados por x aa yab.

Asi, a x, podemos asociarle g numeros v, q,v, 21 ¥xg correspondientes a

los valores tomados en x por las g implicaciones genéricas de la clase o del
camino C.

Definicion 14: El vector (v, 1,y 2 ¥x,g) s elemento de [0,1]9, es denominado

vector contingencia genérica o potencia implicativa de x. El sujeto (o los sujetos)
X, Quizas ficticio, donde todos los componentes del vector potencia son

(W1, v, ¥g), €s denominado sujeto tipico 6ptimo de C.
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En estas condiciones, se puede proveer el espacio de las potencias [0,1]9 de

una métrica del tipo %2 a fin de acentuar los efectos de fuertes implicaciones
genéricas.

Definicion 15: Se denomina distancia implicativa de un sujeto x a la clase o al
camino C al numero:

1
. 272
_ 1"9[‘Vi"|’x,i]
dx,C)=|= ¥ — >~
gi=1 1l-y;

Este nimero no es otro que la distancia x2 entre las distribuciones {1-\|li }i y
{1-\|/X i }i gue expresa las diferencias entre las implicaciones genéricas empiricas y

la implicacion segin x .Es por esta razon que elegimos la palabra tipicalidad que
vamos a definir mas abajo. Ella permite dotar a E de una C - estructura topolégica
discreta de espacio metrico. Si y; =1 para algin i, pondremos, por convenio,

vy j =1. Este convenio no se hace de forma irracional puesto que, en este caso, la

implicacion genérica es maxima y significativa de una excelente relacion
implicativa entre sus términos, comprobada por todos o casi todos los sujetos x de
E. Asi, si el denominador se anula, ocurrird lo mismo con el numerador, salvo
excepcion, y se podra de todas formas asignar el valor 0 al cociente.

Observacion: Dada una clase C, se puede definir una estructura de espacio
métrico sobre E por el valor de la distancia indicada en C entre dos sujetos
cualesquiera de E, distancia que mide la diferencia del comportamiento de los
sujetos x e y de C:

i= 2
139 [‘Vx,i -V ,i]z
de(xy)=|= X1 vyl
gi=1  1-vj

Se ve entonces que la distancia de tipicalidad dada méas arriba no es mas que
la especificacion de d. a los sujetos x y x, respectivamente. La distancia d

permite dotar a E de una C-estructura topoldgica discreta. Esta topologia es
equivalente a la que se definiria sobre el conjunto de los vectores de contingencia
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(Wx 1:Wx 2, Wx,g)» Subconjunto de un espacio vectorial normado de dimension g

y de norma: |-y =dc(x,y).

El operador simétrico asociado a la forma cuadratica que conduce a esta

distancia, tiene por matriz la matriz diagonal de elementos [g(1-v;)]™" para

i=1..9. Es evidente que la suma de dos de tales vectores s6lo tiene un sentido

tedrico, esto esta fuera del contexto en el que trabajamos el ASI.

Una aplicacién interesante puede consistir en determinar el o los sujetos que
pertenecen a una bola de diametro dado y de centro en uno de los sujetos
predesignados, como por ejemplo, el individuo éptimo. Extendiendo este enfoque
métrico, el problema del completamiento de datos ausentes podria proporcionar
una solucion original.

9.4 Tipicalidad y contribucion de un sujeto y de una variable
suplementaria a una clase o un camino

9.41 Tipicalidad

Definiremos la medida de tipicalidad a partir de la relacion entre la distancia a
C de un sujeto considerado y aquella que es la mas grande en el conjunto de los
sujetos. Esta distancia maxima es la de los sujetos cuyas v, j son todas nulas o

muy pequefias. Estos sujetos son pues los sujetos mas opuestos a las reglas
genéricas. La tipicalidad de un sujeto serd entonces tanto mas grande, en cuanto
mas se aleje de estos sujetos, y tendra pues un comportamiento comparable a aquel
del sujeto tedrico Optimo. La tipicalidad de una categoria de sujetos o de una
variable suplementaria G se deduciré:

d(x,C)

Definicién 16: La tipicalidad de x en C es: y(x,C) =1-————"—
maé d(y,C)
Yye

, YladeGesla

media en G: y(G,C) -1 2v(x,C).
cardG x= G

La tipicalidad de x es un namero de [0,1] que vale 1 si x es tipico 6ptimoy 0
si x estd mas en desacuerdo con C. A fin de dar al investigador el medio de saber
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0 comprobar rapidamente si tal categoria de sujetos que le interesa es
estadisticamente determinante en la constitucion de una clase implicativa o de un
camino transitivo, se elaboré un algoritmo apoyandose en los dos conceptos
siguientes: grupo éptimo y categoria determinante.

Definicion 17: Sea E la poblacion estudiada. Un grupo 6ptimo de una clase
implicativa 0 de un camino C, grupo denotado como GO(C), es el subconjunto de
E que concede a C una tipicalidad més grande que el complementario de GO(C) y
que forma con éste una particiobn en dos grupos que maximizan la varianza
interclase de la serie estadistica de las tipicalidades individuales. Dicha particion se
dice significativa.

Se demuestra la existencia de este grupo 6ptimo en (Gras R. y Ratsimba-
Rajohn H. 1997). Las propiedades utilizadas son también las que permiten
establecer el algoritmo sobre el cual se basan los médulos de los programas
informaticos que construyen, automaticaticamente dentro de CHIC cada subgrupo
optimal.

Consideremos una particién {G; }; de E. Esta particion puede ser definida por

una variable suplementaria correspondiente, por ejemplo, a un descriptor de E.
Sean las X; partes aleatorias de E que tienen el mismo cardinal que G;,y Z; la
variable aleatoria Card(X; NGO(C)) . Z; sigue una ley Binomial de parametros:

Card G, y Card GO(C) _
CardE
Definicion 18: Se llama categoria més tipica de la clase implicativa o del camino
C, la categoria que minimiza el conjunto {p;}; de probabilidades p;tal que:
Vi, p; =Prob[CardG; NGO(C) < Z,]

Se dice que una categoria Gyes determinante al nivel a si la probabilidad
asociada p, es inferior a a.

Asi, la significacion de una clase o de un camino dado por el experto, le
asociara la subpoblacion que mas aporta en este sentido. Este enfoque es
comparable al de I. C. Lerman para el anélisis de las similaridades, pero mediante
una modelizacion y conceptos diferentes.

De otra parte, observamos que podemos asociar al subgrupo 6ptimo una
variable binaria que corresponde a la funcién indicadora de este subconjunto de E.
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De la misma forma, podemos también asociar a la categoria G;, o bien a la
variable suplementaria correspondiente, una variable binaria cuyo indice de
ngn
Napp -2 D

Lo an . e
similaridad s =——1—, al sentido de . C. Lerman, verifica: p; = Pr[S >3],
nanb

n
siendo S el valor aleatorio y s su realizacién. Asi, minimizar el conjunto de las
probabilidades {pi}i es equivalente a maximizar el indice de similaridad entre las

variables binarias, indicadoras de subconjuntos, asociadas respectivamente una al
grupo 6ptimo GO(C) v las otras a las diferentes categorias iGi}i :

Esta observacion permite extender eficazmente el concepto de variable
suplementaria mas tipica a variables numéricas, tomando sus valores sobre [0,1].

Es suficiente en este caso extraer el mayor de los valores de similaridad entre la
variable binaria indicadora definida por el grupo éptimo y las diferentes variables
numéricas definidas como suplementarias, el indice se calcula segin el principio
empleado en el analisis implicativo para las variables numéricas (véase definicion
5). Sabemos que su restriccion al caso binario coincide con su valor s en el caso
donde las dos variables son binarias.

Asi es posible retirar a la vez los individuos y los grupos de individuos tipicos
de una relacién o de un conjunto (clase o camino) de relaciones. Estas son aquellas
que estdn mas acorde con la calidad de estas relaciones en el seno de la poblacién
E considerada. Si por ejemplo la relacién entre las variables a y b es cuantificada
por el nimero y(a,b)=0,92, los individuos x que asignan a esta relacion el valor

v, (a,b)=0,90 son mas tipicos que aquellos que le asignan el valor 0,98. La

relacién entre este concepto y el de contribucién que vamos a definir adquiere
todo su sentido en el estudio de las variables modales 0 numéricas.

9.42 Contribucién

Este concepto se distingue del anterior por el examen de la responsabilidad de
los individuos, en tal caso de las variables suplementarias, que pueden ser
descriptores, por la existencia de una relacion de una regla o de una meta-regla
entre variables principales. Supongamos, en efecto, que dos variables a y b (resp.
varias variables de un grafo o bien dos clases de la jerarquia) son reunidas por un
arco sobre un grafo a un determinado nivel (resp. en un camino transitivo C del
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grafo o bien en una clase C en una jerarquia a un determinado nivel). Conociendo
el valor v,; asignado por el individuo a la regla i: a= b (resp. regla i del camino

C o bien de la clase C constituida de g reglas genéricas) supuesta admisible,

Definicion 19: Se llama distancia de x a (a,b) oa C:

dx,C)= gg v

donde g=1 en el caso del arco (a,b). Se llama contribucion de x a C al nimero:
v(x,C)=1-d(x,C).

Esta contribucion tiene por maximo 1 en el caso donde el individuo x dio el
valor 1 a todas las reglas i. Esto permite conciliar la semantica y la definicion
formal. La secuencia de las definiciones y de los algoritmos de caélculo
(contribucion de una categoria o una variable suplementaria G, grupo 6ptimo de
individuos, categoria o variable suplementaria mas contributiva) se transponen
inmediatamente a partir de los principios de la tipicalidad. Pero en las situaciones
reales, observamos el matiz entre los dos conceptos lo que enriquece la
informacidn explotable por el usuario. Sin embargo, el concepto de contribucién es
el gue mas se retiene para la interpretacion.

9.5 Aplicacién

Volvamos de nuevo a la ilustraciéon mencionada en el §7.3 (Cuestionario
presentado a profesores de matemaéticas). Las frecuencias de las variables
suplementarias son:

S(cientifica):155 ES(econdmicay social):68 LI (literaria):22 TE (cronoldgica):66

La jerarquia cohesitiva obtenida por CHIC a partir de un nimero reducido de
las variables, a fin de conservar los niveles mas significativos, es dada por la figura
5.

Consideremos la clase C = [E= (OP8= OP7)]= OPX . Su significado, analizado

méas detalladamente en (Botin et al., 1999), es fuertemente marcado por la
importancia concedida a la imaginacién y a la investigacion personal, por los
profesores de acuerdo con estos objetivos y estas opiniones. La variable mas tipica
para esta clase es S (serie cientifica) con un riesgo de: 0.00393.
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En efecto, 116 de los profesores de S entre los 155 de esta serie que
respondieron al cuestionario, figuran en el grupo 6ptimo (GO) de cardinal 201

relativo a C. Sea X una parte aleatoria de igual cardinal (155) que S y Z la
variable aleatoria igual al cardinal de la interseccion de X y el grupo 6ptimo GO.
Segln un modelo equiprobable de distribucion de los profesores, Z sigue la ley
Binomial de parametros 155 y 201/311, o sea 0.656. La probabilidad para que z
sea mas grande que 116 es el riesgo anunciando, lo que representa 0.00393. Pero

para S, es el par (S,(OP8,0P7)) que es mutuamente especifico al nivel p= 2107,
Encontrar una tal mutualidad especifica para TE con el par (TE,(B,K)) al nivel

5.107 nos confirma, sin sorpresa, que los profesores de las secciones técnicas
(TE) consideran que las matematicas deben ser (tiles para la vida profesional (B)

Yy, en consecuencia, para las otras disciplinas (K ) que le son mas a fines.

Los célculos de contribucion a la clase C muestran que, esta vez, 111
profesores de los 311 encuestados, participan en el grupo 6ptimo. ElI nimero de
profesores de S disminuyé (pasa de 116 a 67) y, sobre todo, su proporcién es
mucho menor que la anterior en GO. Esto se experimenta en el nivel que es
0.0251, lo que representa un riesgo 6 veces mas elevado que para la tipicalidad.
Estos son los profesores encuestados de S que son los mas tipicos, es decir,
"representativos” del comportamiento general de la propia poblacién encuestada.
Pero son lo que menos contribuyen en las relaciones estrictas entre las 4 variables
que constituyen C . Esta observacién nos muestra los matices aportados por los dos
conceptos: tipicalidad y contribucion.

Determinadas relaciones anteriormente mencionadas y comentadas se
encuentran en el grafico de la figura 5. Las contribuciones calculadas en CHIC
muestran aun que los profesores de la serie S contribuyen mas al camino:
E= OP8= OP7= OPX con un riesgo de error de 0.00746, la transitividad a lo largo
de este camino se asegura al nivel 0.75.

10 Conclusién

Este panorama del desarrollo del analisis estadistico implicativo muestra, si es
necesario, cOmo una teoria de tratamiento de datos se construye paso a paso en
respuesta a las problematicas presentadas por los expertos de diferentes ambitos.
Aparece indistintamente de la vision que se tenga, puesto que es directamente
aplicable a las situaciones que conducen a su génesis. Las extensiones aportadas a
los tipos de datos tratados, a los modos de representacion de sus estructuras, a las
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relaciones entre los sujetos, sus descriptores y las variables, son el resultado de las
interrogantes avidas de los expertos. Sus respectivas funciones, de revelador y
analizador, parecen operar exitosamente en maltiples ambitos aplicativos.

Se habra observado que la base tedrica es simple, lo que podria ser la razén de
su proliferacion. Asi mismo, si las respuestas a las preguntas de elecciones teoricas
primitivas no son aparentes aqui, esta génesis no se hizo sin conflictos entre las
respuestas esperadas, la facilidad de su acceso y luego las respuestas fueron fuentes
de restauraciones o incluso de modificaciones. Esperamos, que sea este método de
anélisis de datos el que haya permitido y permitira ain, mostrar estructuras vivas
gracias al enfoque no simétrico, que es su fundamento.

Entre los trabajos posteriores propuestos a nuestro equipo, uno hara una extension
del ASI a las variables vectoriales de respuesta a problemas surgidos en Protéomica.
Otro tratara mas ampliamente la relacién entre el ASl y el tratamiento de los conjuntos
borrosos. La funcion del operador “implicacion®, de légica borrosa, sera precisada e
ilustrada por aplicaciones. A través de otro trabajo, intentaremos construir un método
que permitiria solucionar por el ASI el problema de las vacuidades de una tabla de
datos. Citemos también el trabajo en curso sobre la investigacion de un indice de
calidad de un grafo implicativo y de una jerarquia de R-reglas. Finalmente, es evidente
que estos trabajos seran llevados a cabo interactivamente con aplicaciones y, en
particular, la de la contribucidn del ASI a la regla de clasificacion en las hojas de los
arboles de clasificacion (Ritschard et al., 2007).
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Resumen. CHIC permite utilizar la mayor parte de los métodos
definidos en la teoria del ASI (Andlisis Estadistico Implicativo). Tiene
por objetivo descubrir las implicaciones mas pertinentes entre las
variables de un conjunto de datos. Para ello, propone organizar las
implicaciones en forma de un arbol jerarquico orientado o un grafo
implicativo. Asimismo, permite obtener un éarbol de similaridad (no
orientado) basado en las semejanzas de las variables. El presente
articulo describe las caracteristicas y uso de CHIC.

1 Introduccion

El Analisis Estadistico Implicativo (ASI) ha sido desarrollado por Régis Gras
y sus colaboradores. Permite establecer reglas de asociacién a partir de un conjunto
de datos, cruzando sujetos y variables. El objetivo inicial de este método fue
responder a la pregunta: "si un objeto posee cierta propiedad, entonces ;posee
alguna otra?". Efectivamente la respuesta es completamente afirmativa. Sin
embargo, es posible constatar que aparecen ciertas tendencias. EI ASI tiene por
objetivo constatar tales tendencias en un conjunto de propiedades. Comparado con
otros métodos estadisticos que permiten generar reglas de asociacion, el ASI se
distingue por el hecho de que utiliza una medida no lineal que satisface criterios
importantes. En primer lugar, esta medida se basa en la intensidad de la
implicacién que mide el grado de sorpresa inherente a una regla. Asi pues, se
suprimen las reglas triviales, que son potencialmente evidentes y conocidas por el
experto. Esta intensidad de implicacion puede ser reforzada por el grado de
validez, definido utilizando la entropia de Shannon, si el usuario elige este método
de célculo. En este caso, la medida no tiene en cuenta simplemente la validez de la
regla, sino también su contra-reciproca. En efecto, cuando una regla de asociacion
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se considera valida, es decir, el conjunto de los items A es muy proximo al
conjunto de los items B, entonces es legitimo e intuitivo esperar que la regla
contra-reciproca sea valida, es decir, que el conjunto de los items no-B sea muy
proximo al conjunto de los items no-A. Estas dos medidas originales son
complementadas por una medida clasica basada en el tamafio del soporte de la
regla. Asi pues, al combinar las tres medidas, se puede definir una medida
pertinente que posee las cualidades de las tres (si se considera la utilizacion de la
teoria entropica), es decir, se toma en cuenta tanto la resistencia al ruido, como la
regla contra-reciproca’, como el rechazo de reglas triviales. Para mas informacion
el lector interesado puede consultar Gras et al. (2004). A partir de esta medida
original, CHIC permite calcular las reglas de asociacion a partir de un conjunto de
datos. CHIC y el ASI han sido utilizados en un espectro amplio de campos de
investigacion (Couturier et al., 2004; Froissard, 2005; Couturier, 2005; Orls y
Gregori, 2005).

CHIC permite construir dos tipos de arboles y un grafo. ElI arbol maés
conocido es el de similaridad. El indice de similaridad fue definido por Lerman, en
Lerman (1981), y permite construir una jerarquia ascendente. De manera similar, la
intensidad de la implicacion puede utilizarse con el fin de construir un arbol
jerarquico orientado. Asimismo, CHIC ofrece la posibilidad de generar un grafo
original, denominado grafo implicativo, que permite al usuario seleccionar las
reglas de asociacién y las variables que desea ver aparecer.

En la seccion 2 examinamos las variables que pueden tratarse con CHIC, asi
como las opciones que pueden ayudar al usuario. La seccion 3 presenta el arbol de
similaridad y el arbol jerarquico. La seccidn 4 presenta el grafo implicativo. En la
seccién 5 presentamos otras posibilidades que brinda CHIC. La seccién 6
ejemplifica el calculo con variables intervalos y el calculo de las tipicalidades y las
contribuciones. Por altimo, la seccion 7 cierra este capitulo.

2 Variables

Inicialmente, tanto CHIC como el ASI, se concibieron para tratar variables
binarias. Posteriormente, el ASI fue enriquecido con la introduccion de otros tipos
de variables, que CHIC ha incorporado. Actualmente, CHIC ofrece la posibilidad
de tratar variables binarias, frecuenciales, variables definidas sobre intervalos y
variables-intervalo. El caso de las variables binarias es, evidentemente, el caso mas

L' N. del T.: Si la regla es “a implica b”, la contra-reciproca es “no b implica no a”, que
es equivalente a nivel Idgico.
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simple. Las variables frecuenciales, por su parte, toman valores entre 0 y 1. Este
tipo de variable permite modelizar las variables modales, para las cuales existe un
nimero fijo de valores incluidos entre 0 y 1, que corresponde a las distintas
modalidades. La manera de definir las modalidades es muy importante, porque
interviene significativamente en los resultados de CHIC, segun los valores de las
modalidades estén préximos a 0 6 1. Esta observacion es vélida para las variables
frecuenciales. El usuario debe prestar gran atencion al proceso que utiliza para
transformar una variable real en una variable frecuencial. En efecto, se consideran
varias estrategias en funcion de los valores. Si los valores son positivos, éstos se
pueden dividir por el valor maximo. Otra posibilidad consiste en considerar que el
valor minimo representa el 0 y que el maximo representa el 1, los demas valores se
distribuyen, en este caso, proporcionalmente entre el valor minimo y el méaximo. Si
una variable real posee valores negativos y positivos, es posible constituir dos
variables, una conteniendo los valores positivos y la otra los valores negativos. En
este caso, las anteriores observaciones siguen siendo validas para las dos variables
creadas. Sin embargo, también es posible considerar que el valor minimo (aunque
es negativo) representa al 0 y el valor maximo al 1 vy, asi, los otros valores se
distribuyen proporcionalmente dentro del intervalo [0,1].

Las variables sobre intervalos y las variables-intervalos se utilizan para
modelar situaciones complejas. Se detallan a continuacion. Las variables-intervalo
permiten afrontar el problema surgido en la conversion de una variable real en una
variable frecuencial, como explicamos anteriormente (ver parrafo siguiente).
Utilizando los mismos valores reales, una variable sobre intervalo procede de otro
modo. Esta particiona los valores de la variable en un nimero fijo de intervalos. El
usuario elige el nimero de intervalos y a continuacion el algoritmo de las nubes
dindmicas, Diday (1971), construye automaticamente los intervalos que tienen
extremos distintos. Este algoritmo tiene la particularidad de construir intervalos
minimizando la inercia (varianza) de cada intervalo. Asi, un intervalo se representa
por una variable binaria y un individuo toma el valor 1 si pertenece a dicho
intervalo y 0 si no. Al utilizar tal descomposicién, un individuo pertenece a un
Unico intervalo. Asi pues, el nimero de variables crece con este método.

Veamos un ejemplo. Supongamos que disponemos de un conjunto de
individuos de los cuales conocemos sus estaturas y pesos. Supongamos también
que estos individuos pesan entre 40kg y 140kg y que su talla varia entre 140cm y
200cm. La figura 1 muestra un ejemplo con algunos individuos, sus valores se han
tomado arbitrariamente y atn no han sido particionados.
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pesop |tallap | mujer s | hombre s
i1 95 200 0 1
i2 43 140 1 0
i3 75 186 0 1
i4 60 174 1 0
i5 110 183 0 1
i6 140 180 0 1
i7 100 176 0 1
i8 79 172 1 0
i9 69 170 1 0
i10 45 165 1 0
i11 65 180 0 1
i12 60 175 0 1
i13 120 175 0 1
i14 80 160 1 0
i15 100 180 0 1
i16 121 175 0 1
i17 97 162 1 0
i18 72 176 0 1
i19 40 160 1 0
i20 57 175 1 0

Fig. 1: Un ejemplo sencillo de datos con variables sobre intervalos (antes de
la particion) y variables suplementarias

Supongamos que deseamos dividir cada variable en cuatro intervalos, en funcién
de la distribucion de las dos variables. Podemos obtener los intervalos [40,60],
[60,95[, [95,110[, [110,140] que llamaremos respectivamente pesol, peso2, peso3 y
peso4 y los intervalos [140,160[, [165,174[, [174, 186], [186,200] para las tallas, que
llamaremos tallal, talla2, talla3 y talla4 respectivamente. En los calculos que siguen,
se consideran todas las uniones de intervalos de una variable. Asi, con la variable talla,
obtenemos los intervalos tallal2, talla23, talla34, tallal-3, talla2-4 y tallal-4. Los
intervalos de la forma “nombreAB” corresponden a la union de dos intervalos
consecutivos, por ejemplo, talla23 corresponde a la unidn de los intervalos talla2 y
talla3. Los intervalos de la forma “nombreA-B” corresponden a la union de todos los
intervalos entre “nombreA” y “nombreB”, por ejemplo tallal-3 corresponde a la unién
de los intervalos tallal, talla2 y talla3. Obviamente, la utilizacién de las variables
sobre intervalos es mas interesante cuanto mas pequefias se puedan construir las
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particiones, es decir, reuniendo los intervalos para los que se sabe que son
naturalmente cercanos unos a otros. CHIC permite utilizar tal algoritmo, que se
describe matematicamente, por ejemplo, en Gras et al. (1996) y Gras (2005).

Con el ejemplo anterior, si otras variables informan sobre los habitos de los
individuos, entonces se pueden obtener informaciones entre esas variables y el
peso y la talla de la poblacion estudiada. Por ejemplo, es posible saber que las
personas que miden entre 140cm y 180cm tienen mayor atraccion por una cosa u
otra, 0 que las personas con tales habitos pesan principalmente entre 90kg y 150kg.
Evidentemente el nimero de intervalos puede afectar fuertemente a los resultados.

Mientras que para una variable sobre intervalos, un individuo toma el valor 1
para un Unico intervalo, una variable-intervalo ofrece la particularidad de que un
individuo tome valores diferentes sobre varios intervalos. Ademas, los intervalos
pueden ser continuos y pueden representar una descomposicion discreta, como
ocurre al utilizar un método de descomposicion automatica como el de las nubes
dindmicas, pero también pueden ser definidos por el usuario segun sus criterios
personales. Tomando el ejemplo anterior de la talla y el peso, un usuario puede
preferir elegir que las personas sean delgadas, normales, con sobrepeso ligero,
mediano o grande. Sin embargo, una variable-intervalo ofrece la posibilidad de que
un individuo pueda tomar distintos valores en los distintos intervalos, pero impone
que la suma de estos valores sea inferior o igual a 1. En la mayoria de los casos, la
suma sera igual a 1, pero no es una obligacion. En la practica, la utilizacion de
variables-intervalo permite clasificar facilmente un objeto o individuo porque es
frecuente que las opiniones diverjan sobre el hecho de que algo o alguien sea mas
bien pequefio o normal. Por lo tanto, se puede expresar que alguien es esbelto
otorgando a dicho individuo 0.75 sobre delgado y 0.25 sobre normal. Hay que
resaltar también que este mecanismo permite tener en cuenta las variables difusas
qgue se utilizan con frecuencia en algunos tipos de problemas, Bojadziev y
Bojadziev (1996). La utilizacion de variables difusas proviene, bien de una
valoracion humana, que por definicion es subjetiva, bien de una medida imprecisa
gue por una razén cualquiera introduce una incertidumbre.

CHIC utiliza el formato CSV (con punto y coma como separador) como
formato de datos para los ficheros, utilizado normalmente en las hojas de calculo.
Los individuos se ordenan en la primera columna. Las variables en la primera fila.
Los valores de los individuos estan representados en una tabla de dos dimensiones,
de forma que los valores para cada variable de un individuo se guardan en una fila
de la tabla (el primer elemento es el nombre del individuo). Los valores de una
variable, para todos los individuos, estan dispuestos en las columnas de la tabla (el
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primer elemento es el nombre de la variable). Por supuesto, el tipo de los valores
difiere en una tabla, segun el tipo de variables (binaria, frecuencial,...).

Las variables suplementarias se pueden utilizar en CHIC para explicar la
formacion de algunas reglas. Este tipo de variable no interviene directamente en el
calculo de las reglas, pero se utiliza en el calculo de las tipicalidades y las
contribuciones.

Veamos un ejemplo. Supongamos que deseamos estudiar el impacto de un
nuevo tranvia en una ciudad y que se ha elaborado un cuestionario a tal efecto. Este
altimo retine numerosas informaciones sobre las necesidades y las aspiraciones de
este proyecto. En este tipo de cuestionario, se solicita el sexo de las personas. Por
ejemplo, es posible que CHIC, con ese cuestionario, genere reglas como que las
personas que trabajan y viven lejos de su lugar de trabajo generalmente estan muy
interesadas en el proyecto, o que las familias con nifios pequefios estan
involucradas en el proyecto. Utilizando el sexo de las personas como variable
suplementaria, es posible saber si las personas responsables de la construccion de
las reglas anteriores son sobre todo los hombres, las mujeres o si no hay distincion
de sexo.

Antes de ejecutar un calculo, el usuario debe elegir el tipo de célculo que

desea utilizar. En efecto, es posible elegir el célculo clasico de la intensidad de
implicacién o su version entropica, como lo indicamos en la introduccion. Esta
eleccion del tipo de calculo influye profundamente sobre las reglas producidas.
Generalmente, hay que utilizar la version entropica cuando el tamafio de la
poblacién es grande. Es mas estricta que la versién clasica de la intensidad de
implicacién, que produce mas reglas, pero que no es conveniente con grandes
conjuntos de datos.
A continuacion presentamos los modos de representaciones gréficas ofrecidos por
CHIC. El usuario que desee mas informacion sobre la forma de calcular las reglas
podra consultar, por ejemplo, Gras et al. (2004) y las referencias que encontrara
alli.

3 Arbol de similaridad y arbol jerarquico

Una vez CHIC calcula el conjunto de todas las reglas en funcion de los
parametros elegidos por el usuario, se puede construir un arbol a partir de esas
reglas. Este arbol se puede relacionar a un método de clasificacion, orientado o no,
en funcién del tipo de calculo elegido (similaridad o implicacion). Sin embargo,
las formas de construir cada uno de estos arboles poseen algunas semejanzas. De
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aqui en adelante una regla se denomina clase, e incorpora dos variables en su forma
mas simple. En cada nivel de la clasificacién, CHIC elige la clase que posee la
mayor intensidad (de similaridad o implicacién). A continuacion, en cada etapa,
CHIC calcula un conjunto de nuevas clases a partir de las clases presentes en la
jerarquia. Para crear una nueva clase, se une una clase existente, bien con una
variable que no ha sido incorporada hasta el momento, bien con alguna otra clase
de la jerarquia. Sin embargo, cada par de variables presentes en la agregacion de
dos clases debe tener una intensidad valida. Por ejemplo, la formacion de la clase
((a, b), c) requiere que las clases (a, c) y (b, c) tengan un sentido segun el método
de célculo elegido (similaridad o implicacion). La clase ((a, b), c) representa la
regla (a = b) = c en el andlisis implicativo y, con el andlisis de similaridades,
representa el hecho de que a y b sean similares y que esta clase es similar a c. Para
mas detalles sobre la formacion de clases, invitamos al lector interesado a (Lerman,
1981; Gras et al., 1996).

Si el usuario se pregunta por el aspecto del arbol sin alguna o algunas
variables, sencillamente puede deseleccionar dichas variables, gracias a la interfaz
prevista a tal efecto. Esta posibilidad se ofrece para todas las representaciones de
CHIC (arbol o grafo). Desafortunadamente, una modificacién (incluso pequefia)
referente a qué variables estan presentes implica una reconstruccion total del arbol.
Esta etapa depende profundamente del nimero de variables implicadas en el
calculo (el algoritmo tiene una complejidad que depende del factorial del nimero
de variables en el peor de los casos). Antes de ejecutar un analisis, el usuario puede
pedir, en las opciones de calculo, que se resalten los niveles significativos del
arbol.

La figura 2 muestra un arbol de similaridad y la figura 3 ilustra un arbol
jerarquico. Para el arbol jerarquico, se indican los niveles significativos, los cuales
estan representados por un trazo rojo (en CHIC) y significa que el nivel indicado es
mas significativo que el precedente y que el siguiente. Para mas detalles sobre su
construccion consultar, por ejemplo, a Gras et al. (1996).
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Fig. 2: Un ejemplo de arbol de similaridad

A e B
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Fig. 3: Un ejemplo de arbol jerarquico

El indice de similaridad se define utilizando hien la teoria clasica, bien la
teoria entrépica. Es obvio que la segunda opcion es preferible con un gran nimero
de individuos. Ademas, la construccion del arbol de similaridad con la teoria
clasica conduce a una Unica clase final que retne todas las otras. Por contra, con la
version entrépica del indice de similaridad, es frecuente que el algoritmo de
construccion de clases conduzca a varias clases distintas al final del proceso. El
namero de clases depende, de hecho, de la similitud de los datos.
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4 Grafo implicativo

Como explicamos anteriormente, las dos clasificaciones de CHIC destacan
algunas reglas significativas, dejando de lado otras. Parece razonable usar el grafo
implicativo cuando no hay variables que se deban destacar sobre otras. Al observar
los distintos colores escogidos por CHIC en funcién del valor de la intensidad de
implicacién de las reglas, el usuario puede conservar inmediatamente las reglas que
son mas interesantes correspondiendo a la intensidad mas fuerte. En la practica,
hay cuatro niveles disponibles y CHIC propone colores diferentes para su rapida
identificacion. La figura 4 ilustra un ejemplo de representacién de un grafo
implicativo.

Fig. 4: Un ejemplo de grafo implicativo

Se utiliza una flecha para representar la implicacion entre dos variables (la
regla A = B esta representada por una flecha entre A 'y B). Dado que el nimero de
reglas puede ser considerable, el usuario tiene la posibilidad de seleccionar
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solamente algunas variables. Asi solamente se representan las reglas que
involucran las variables elegidas. Por lo tanto, esto reduce el nimero de reglas.
Ademas, con el fin de hacer el grafo més legible, CHIC utiliza un algoritmo de
disefio automatico de grafos que intentan minimizar el nimero de cruces entre las
reglas. Por defecto los cierres transitivos no se indican sobre el grafo implicativo.
Un simple clic sobre el raton en la caja de herramientas los muestra. CHIC los
calcula sélo una vez al principio de cada nuevo grafo. A continuacion, aunque el
usuario seleccione o deseleccione algunas variables, cambie el nivel de
visualizacion de las reglas, elija indicar o no los cierres transitivos, CHIC re dibuja
el grafo sin ningln célculo adicional. Ello permite al usuario descubrir
caracteristicas importantes de sus datos. Sin embargo, la utilizacion del
procedimiento de dibujo automatico del grafo es costosa en recurso de célculos,
por lo que no es deseable su uso sistematico.

5 Otras posibilidades

Ademas de los modos de representacién anteriormente descritos, CHIC
proporciona algunas herramientas interesantes. Para cada método de representacion
gréfica, es posible calcular la contribucién y tipicalidad de un individuo a una regla
dada.

La nocion de contribucion se define para determinar los individuos que
contribuyen bien a la creacion de la regla. Estos individuos son mas responsables
que otros de la formacion de la regla. Por ejemplo, si una regla A = B posee una
intensidad implicativa igual a 0.7, entonces los individuos méas contributivos son
los que tienen el valor 1 para las variables A y B. Por el contrario, la nocion de
tipicalidad se define por el hecho que ciertos individuos son “tipicos” del
comportamiento de la poblacidn, es decir con una intensidad de implicacién similar
a la de la regla. Con el ejemplo precedente, los individuos mas “tipicos” de la regla
son los que poseen respectivamente valores proximos a 0.5 y 1 para A y B (estos
valores dependen del modo de célculo elegido para el andlisis, clasico o entrépico,
y de los cardinales de los conjuntos Ay B).

Es facil darse cuenta de que los conceptos de tipicalidad y contribucién son
diferentes. De igual forma, el concepto de tipicalidad (respectivamente de
contribucién) de un conjunto de individuos (0 de una categoria de individuos) se
define para saber si un conjunto particular de individuos es tipico de
(respectivamente contributivo a) una regla, una regla generalizada, o un camino.
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6 Illustracién con las variables sobre intervalo y el calculo de las
tipicalidades y de las contribuciones

Esta parte describe un ejemplo simple y concreto con las dos variables sobre
intervalo definidas en la seccién 2. La figura 5 muestra un grafo implicativo
obtenido a partir de los datos de la figura 1. Las dos variables “peso” y “talla” son
particionadas automaticamente en cuatro intervalos por CHIC, siguiendo el método
descrito en la seccion 2. En este grafo se pueden observar algunas propiedades
interesantes. Por ejemplo, se pueden observar las reglas: pesol = tallal2 y talla34
= peso2-4. Debido al reducido nimero de individuos para este ejemplo, por lo
tanto no significativo, y porque los valores se generaron de manera arbitraria, no se
puede decir nada mas que: "los individuos de poco peso son generalmente
pequefios y las personas méas grandes no son las méas ligeras". Sin embargo, estas
reglas muestran una implicacion entre las particiones de dos variables. Al
considerar que los datos pudieran tener algin sentido para un experto, entonces
podriamos calcular la tipicalidad y la contribucion de un grupo de individuos. Por
ejemplo, con respecto a la regla talla34 = peso2-4, CHIC determina que la
variable hombre contribuye mas a esta regla. Por el contrario, la variable mas tipica
a la regla pesol = tallal2 es la variable mujer. Estos dos resultados no son
sorprendentes teniendo en cuenta los datos.

talla3

) () () o)

{lallaﬂ] [[all-.ﬂq.] ﬁ)esoZB J [DQSOQJ ﬁ)esoﬁ } talla12

iy
[mllaQ-dJ [pesoz-i] [peso1-3]

Fig. 5: Un ejemplo de grafo implicativo con variables intervalos
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7 Conclusién

CHIC permite poner en practica la mayoria de los métodos y técnicas
relacionadas con el ASI. En este capitulo, describimos las caracteristicas
principales de CHIC. En primer lugar enumeramos los tipos de variables que CHIC
permite tratar. Se detallan algunas opciones Utiles para comprender CHIC. A
continuacion presentamos los tres principales modos de representacion. El arbol de
similaridad y el arbol jerarquico proporcionan, respectivamente, una clasificacion
no orientada y una clasificacion orientada. El grafo implicativo, que es, con mucho,
el mas interactivo, permite al usuario "rebuscar" entre sus datos y asi descubrir las
reglas que pueden interesar al experto.
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Resumen: En el presente trabajo se ofrecen la mayoria de conceptos
fundamentales del Analisis Estadistico Implicativo (ASI) y su
implementacion a través del sistema informatico CHIC (Classification
Hiérarchique Implicative et Cohésitive). Las técnicas del ASI se
presentan en el mismo orden en que se encuentran implementadas en
CHIC y se ejemplifican, de forma manual, algunos de los célculos
implementados en dicho sistema, para lo cual se emplean los datos
obtenidos en la investigacion desarrollada por Pitarch (2002), con
estudiantes de la Educacion Secundaria Obligatoria (ESO) en Espafia.

1 Introduccion

El Andlisis Estadistico Implicativo (Analyse Statistique Implicative, ASI, en
francés) es un método de analisis no simétrico de datos que permite, a partir de un
conjunto de datos que interrelaciona una poblacion de sujetos u objetos con un
conjunto de variables, la extraccion y estructuracién del conocimiento en forma de
normas y reglas generalizadas y, a partir de la contingencia de estas reglas, la
explicacion y en consecuencia una determinada prevision en distintas ramas del
saber.

Su origen es la modelizacion estadistica de la cuasi-implicacion: cuando la
variable o la conjuncion de variables “a” es observada en la poblacion, entonces
generalmente la variable “b” lo es también.
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Las variables pueden ser de distintos tipos: binaria, modal, frecuencial o de
intervalo (normalizadas en el intervalo [0, 1]). Ejemplos de estos tipos de variables
son:

*  Binaria: A la pregunta ¢ Te gusta la musica HIP?, s6lo se puede responder
de forma afirmativa o negativa, la variable solo puede tomar los valores:
“1” si se responde afirmativamente o “0” en caso contrario. Este tipo de
variable es la que emplearemos en el presente trabajo, para mostrar
manualmente como ejecutar las formulas que seran presentadas.

*  Modal: A la pregunta ¢En una escala de 1 a 5, cdmo evaluarias tu gusto
por la musica HIP?, donde los extremos de la escala representan carencia
total de gusto por la muisica HIP y gusto maximo por ésta,
respectivamente. En este caso estamos en presencia de una variable modal
gue puede tomar los valores de 1 a 5.

*  Frecuencial: A la pregunta ;En la semana, cuantos dias escuchas la
musica HIP?, se debe responder con un valor numérico que representa la
frecuencia semanal con que escucha este tipo de musica. Estaremos
entonces ante una variable frecuencial, que puede tomar, en este ejemplo
en particular, los valores desde 0 hasta 7. Observar que a pesar de tomar
valores similares las variables modales y frecuenciales, el significado de
estos es distinto.

* Intervalo: A la pregunta ¢Cuél es la edad promedio que tienen los
estudiantes de la ESO, a los cuales les gusta la masica HIP? Se debe
responder con un valor numérico, que en este caso particular, por referirse
a la edad de estudiantes de la ESO, debe pertenecer al intervalo [12, 16]
anos.

A diferencia de los métodos de analisis simétricos basados, por ejemplo, en
una distancia o en una correlacion, los conjuntos de reglas obtenidos pueden
conducir a hipétesis de causalidad.

Estos conjuntos se estructuran segln diferentes caracteristicas comunes
complementarias (grafo implicativo, jerarquia orientada), credndose conceptos
tales como: intensidad de implicacion, cohesion de clases, niveles significativos,
etc. La determinacion cuantitativa de los sujetos o descriptores responsables de
estas estructuras viene dada por su contribucion y su tipicalidad.



Conceptos fundamentales del ASI 'y su soporte computacional CHIC

El sistema informéatico CHIC

El sistema informatico CHIC (Classification Hiérarchique Implicative et
Cohésitive) es un software de analisis de datos, inicialmente concebido por Regis
Gras con relacion a las técnicas del Analisis Estadistico Implicativo, el cual ha sido
sucesivamente desarrollado para las computadoras personales por Saddo Ag
Almouloud, Harrisson Ratsimba-Rajohn y, en su versiéon actual, por Raphaél
Couturier (Version 4.1).

Este software realiza el tratamiento automatico de los célculos estadisticos
sobre las variables, obteniendo como resultado distintos gréaficos, segun los indices
de proximidad o distancia, clasificacion jerarquica, clasificacion implicativa,
clasificacion cuasi-implicativa o clasificacion inclusiva. EI CHIC muestra dos tipos
de arboles y un grafo. El arbol més conocido es el de similaridad. El indice de
similaridad fue definido por Lerman (1981) y permite construir una jerarquia
ascendente. De manera similar, la intensidad de la implicacién puede utilizarse con
el fin de construir un arbol jerarquico orientado. Igualmente, CHIC ofrece la
posibilidad de generar un grafo original, denominado grafo implicativo, que
permite al usuario seleccionar las reglas de asociaciones y las variables que desea
que aparezcan.

Ademas de mostrar los distintos graficos, CHIC muestra los célculos
estadisticos que realiza: frecuencias, medias aritméticas, indices de proximidad/
distancia, coeficientes de correlacion, indices de similaridad, cohesion implicativa,
etc.

A partir de los gréaficos obtenidos se pueden formar clases de cuasi-
equivalencia entre las variables estudiadas. Esta particion del conjunto de los datos,
permite llegar a conclusiones acerca de la poblacion tratada, tanto a nivel de
clasificacion por similaridad, como por la jerarquia, segun el grado de implicacion
entre dichas clases.

Datos

Para ejemplificar los célculos que deben realizarse, tanto en el Andlisis
Clasificatorio como en el Analisis Estadistico Implicativo, que veremos mas
adelante, utilizaremos los datos de la investigacion desarrollada por Pitarch en el
2002, en la cual se analizdé el razonamiento de los alumnos de la Ensefianza
Secundaria Obligatoria (ESO), utilizando simultdneamente el tratamiento de la
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informacidn, el trabajo l6gico y la estadistica descriptiva (elemental). En esta
investigacion se trabajé con variables binarias, ya que en el cuestionario que le fue
aplicado a 20 alumnos de la ESO, se les preguntaba si les gustaba o no un cierto
tipo de musica, Hip hop (HIP), Opera (OPE), Maquina (MAQ), etc. (Ver anexo #1)

2 Anadlisis Clasificatorio

El Analisis Clasificatorio tiene, como prop6sito esencial, agrupar aquellos
objetos que reGinan caracteristicas similares, es decir, es una técnica de andlisis
exploratorio disefiada para revelar las agrupaciones (clusters) naturales dentro de
una coleccion de datos.

Ya que su objetivo es agrupar objetos similares, se necesita alguna medida
para evaluar las diferencias y similitudes entre objetos. El concepto de similaridad
es fundamental. La similaridad es una medida de correspondencia o semejanza
entre los objetos que van a ser agrupados. La estrategia mas comin consiste en
medir la equivalencia en términos de la distancia entre los pares de objetos. Los
objetos con distancias reducidas entre ellos son mas parecidos entre si, que
aquellos que tienen distancias mayores y se agruparan, por tanto, dentro del mismo
cluster. De esta manera, cualquier objeto puede compararse con cualquier otro, a
través de la medida de similaridad.

Para realizar este analisis con el sistema informéatico CHIC, se parte de
considerar un conjunto | formado por n individuos y un conjunto A formado por p
caracteristicas, A = {al,az,...,ap}, se supone ademas que:

A, ={xel:a(x)=1}, Card(l)=ny Card(A,)=n, .

A diferencia de los métodos de clasificacion usualmente empleados (ver
Everitt, 1974), el CHIC calcula los indices de similaridad en términos de una
probabilidad, cuyo célculo obedece al modelo asumido para la variable aleatoria
Card(xi N Xj) objeto de investigacion, que segun Bodin (1997), depende de dos

situaciones:

1. Si el conjunto formado por los individuos objeto de la investigacion
coincide con la poblacion entera objeto de estudio (E), es decir, las
conclusiones a las cuales arribaremos como resultado de la investigacion
no se puede generalizar a un conjunto de individuos mayor que E,

2. Si el conjunto formado por los individuos objeto de la investigacion es un
subconjunto de una poblacion mayor E,
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y en cada una de estas situaciones, dependera de la forma en que se seleccionen los
individuos que poseen las caracteristicas investigadas.

En dependencia del modelo asumido, las leyes de distribucion que puede
seguir la variable de interés, Card(Xi ij) son: Hipergeométrica, Binomial y

Poisson. CHIC brinda la posibilidad al usuario de que seleccione el tipo de ley con
la cual desea realizar los célculos, Binomial o Poisson Unicamente.

Otro aspecto a destacar, lo cual constituye un aporte del CHIC al andlisis
clasificatorio, lo constituye el hecho de que este sistema informéatico permite
determinar los nodos significativos, es decir, los nodos correspondientes a una
clasificacion compatible lo mejor posible con los valores y la calidad del
agrupamiento obtenido.

2.1 Arbol de Similaridad
Para cada pareja de variables (ai,aj) se calculan los indices de Proximidad o

Similaridad (Lerman, 1970):
s(ai ,aj)= Pr[Card(Xi mxj)s KJ 1)

donde K := Card(Ai mAj), es decir, el valor observado de la cantidad de co-
presencias entre a; y a;. El calculo de estas probabilidades dependera de la ley

asumida, sin embargo, CHIC, independientemente del tipo de ley seleccionada,
Poisson o Binomial, realiza la aproximacion de éstas a la Normal y devuelve:

*
a; naJ
( - Card(Xiij)— " ek 1 *j_ _%de 12
sla;,a;)=Pr < =———|e X, a
: [, *n, | Vemd
n
K_nai*naj
donde K, :=——1.
nai*naj
n

Los s(ai,aj) obtenidos mediante (1) representan las similaridades de cada

pareja (ai,aj) al nivel cero de la jerarquia.
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Ejemplo

Por limitaciones de espacio, para la ejemplificacion de los célculos,
mostraremos Unicamente los resultados asociados a las variables: HIP, PUN, JAZ,
HEA y REG. Para estas variables, ny, =11, npyy =11, ny, =10, nyea =10,
Ngec =10 representan la cantidad de individuos a los que les gusta estos tipos de

musicas, respectivamente, y n=20. En la tabla 1 se muestran los valores de las
variables seleccionadas para el andlisis, la cual representa una submatriz de la
matriz de datos mostrada en el anexo 1, y en la tabla 2 las copresencias
(Card(Ai mAj)), las copresencias estandarizadas (K. )y los indices de similaridad

s(ai,aj) al nivel cero de la jerarquia, calculado bajo la aproximacion a la
distribucion Normal.

JAZ | HEA | REG | PUN

all
al2
al3
ald
al5
alé
al7
al8
al9
all0
alll
all2
all3
all4
all5
all6
all7
all8
all9
al20

OHOHHOOHHOOHOHOHOHHH%
o|lr|olo|r|r|lo|olr|r ook |rk|lo|lk|k|lo|r|o
R |o|lor ook |k|k|lojoo|kr|lokr|k|lol-|o
AN G EEE R E )
ol |o|lo|r ook |k|lor|o|k|lor|o|k|k|-

Tab. 1: Submatriz de la matriz de datos
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Variables Card(A, NA;) | K, | sla;a;)
HIP | PUN 10 1,61 | 0,9458524
HIP | JAZ 6 0,21 | 0,5844148
HIP | HEA 7 0,64 | 0,7387844
HIP | REG 8 1,07 | 0,8567890
PUN | JAZ 7 0,64 | 0,7387844
PUN | HEA 8 1,07 | 0,8567890
PUN | REG 8 1,07 | 0,8567890
JAZ | HEA 8 1,34 | 0,0101438
JAZ | REG 8 1,34 | 0,9101438
HEA | REG 8 1,34 | 0,9101438

Tab. 2: Valores de copresencias, copresencias estandarizadas
e indices de similaridad

Una vez obtenidos estos indices de similaridad al nivel cero, las agrupaciones
se hacen como en la clasificacion clasica:
e Se construye una primera matriz con los Indices de Similaridad s(ai,aj),

obtenidos a partir de las combinaciones de todas las variables y segun la
formula (1) o (1a).

e Se buscan los nuevos Indices de Similaridad al combinar la clase (ai,aj), con
mayor indice en el paso anterior, con (Lerman, 1970):
- cada variable aislada: s((a;,a;)a, )= {Max[s(a;,a, )s(a; a, )JF

- con clases previamente formadas:

s(a;, 2, ):s(a;, 2., ):S(a;, s ) "
S((ai’aj)'(akluakzvakB))_ Max S(aj,akl);s(aj!akZ);s(aj’ak3)

- yengeneral:
d d
s(C,,C,)= {Max[si ‘si =s(aj,ak)Vaj eC,a, € CZ]}Calr Coxemits
donde C, y C, son dos clases previamente formadas.

Para los datos del ejemplo y las variables que hemos seleccionado para
mostrar, se obtiene:
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Nivel cero de la jerarquia:

HIP JAZ HEA REG PUN
HIP | 1,0000000 | 0,5844148 | 0,7387844 | 0,8567890 | 0,9458524
JAZ | 0,5844148 1,0000000 | 0,9101438 | 0,9101438 | 0,7387844
HEA | 0,7387844 | 0,9101438 | 1,0000000 | 0,9101438 | 0,8567890
REG | 0,8567890 | 0,9101438 | 0,9101438 | 1,0000000 | 0,8567890
PUN | 0,9458524 | 0,7387844 | 0,8567890 | 0,8567890 | 1,0000000

Matriz de similaridad al nivel cero

Nivel uno de la jerarquia: Se unen las variables HIP y PUN, pues son las que
tienen mayor indice de similaridad (0,9458524), obteniéndose una nueva matriz de
similaridad,

[HIP,PUN] JAZ HEA REG
[HIP,PUN] | 1,0000000 | 0,5458024 | 0,7340874 | 0,7340874
JAZ 0,5458024 | 1,0000000 | 0,9101438 | 0,9101438
HEA 0,7340874" | 0,9101438 | 1,0000000 | 0,9101438
REG 0,7340874 | 0,9101438 | 0,9101438 | 1,0000000

Matriz de similaridad al nivel uno

e Este valor se obtiene del siguiente analisis:
s((HIP,PUN), HEA) = {Max[s(HIP, HEA);s(PUN, JEA)]}’

= {Max[0,7387844;0,8567890|}* = {0,8567890}* = 0,7340874
Nivel dos de la jerarquia: Se unen las variables HAZ y HEA, pues son las que

tienen mayor indice de similaridad (0,9101438), obteniéndose una nueva matriz de
similaridad,

[HIP,PUN] | [JAZ,HEA] | REG
[HIP,PUN] [ 1,0000000 | 05388843 | 0,7340874
[JAZ HEA] | 05388843 | 1,0000000 | 0,8283617
REG 0,7340874 | 0,8283617 | 1,0000000

Matriz de similaridad al nivel dos

** Este valor se obtiene del siguiente analisis:
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s((HIP,PUN),(JAZ,HEA)) =
= {Max[s(HIP,JAZ);s(HIP, HEA);s(PUN,JAZ );s(PUN, HEA)|}*?

= {Max[0,5844148, 0,7387844:0,7387844;0,8567890]1**
- {0,8567890}** = 0,5388843

Nivel tres de la jerarquia: A este nivel se unen la clase ya formada [JAZ,HEA] con
la variable REG, pués son las que tienen mayor indice de similaridad (0,8283617),
obteniéndose una nueva matriz de similaridad,

[HIP,PUN] | [[JAZ, HEA],REG]

[HIP,PUN] 1,0000000 0,3955882

[[JAZ,HEA], REG] | 0,3955882 1,0000000
Matriz de similaridad al nivel tres

s((HIP,PUN),((JAZ,HEA),REG) =
_ [ Max] S(HIP,JAZ) s(HIP, HEA)s(HIP,REG), 1™
- s(PUN,JAZ),;s(PUN,HEA);s(PUN,REG),
_ {Max[0,5844148; 0,7387844; 0,8567890; }}6
0,7387844; 0,8567890; 0,8567890

=0,3955882

la representacién grafica de estos resultados se muestra en la figura 1 a
continuacion:

Fig. 1: Arbol de similaridad
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2.2 Nodos significativos

Los nodos significativos de un arbol de similaridad (jerarquico) son los nodos
correspondientes a una clasificacion compatible lo mejor posible con los valores y
la calidad de los valores de similaridad.

Definicion 1: Se llama preorden inicial y global Q sobre AxA, al preorden
inducido por la aplicacion S (similaridad ) sobre AXA.

Gs(©2)={((a,b):(c.d)): s(a,b) <s(c,d)}

Sea STI, el conjunto de pares separados al nivel k y R]], el conjunto de
pares que ya se han reunido hasta este nivel k. G¢(€)[STT, xR 1, ] esta formado
por los pares de parejas que al nivel k respetan el preorden inicial. Por ejemplo, si
se tiene: s(e,f)<s(a,b), entonces ((e,f);(a,b))e G¢(Q), y si al nivel k, e y f estan
aun separados, mientras que a y b se retnen en la clase formada, la pareja
((e,f).(a,b)) e G (Q) N [SIT XRIT, ].

Ahora bien, el cardinal de este Gltimo conjunto es funcién de este nivel k, y es
un indicador del acuerdo entre el preorden inicial €2 y el preorden IT, inducido.

Al cardinal de Gg(Q)n[SIT, xRII,] se le asocia el indice aleatorio

GS(Q*)m [STT, xRT1,], donde Q" es un preorden aleatorio en general, provisto de

una probabilidad uniforme, de todos los preordenes del mismo tipo cardinal que Q.
Este indice tiene:

e por esperanza: %skrk Y

Sl (s, + 1 +1)
12
siendo: Card[S[], ]=s, y Card[R],]=r,. El indice centrado se define como:

Card[G(Q)m[SHkaHk]]—;skrk

S(Q,k) = :
\/skrk(sk +1, +1)
12
Como en el andlisis de las semejanzas de Lerman (Lerman, 1970) este indice
sirve de "estadistica global de los niveles". Sus variaciones son consideradas para
significar la constitucién de un nivel significativo, ya que este “indicador de
acuerdo” entre el preorden inicial y el definido por la division TI, se vuelve

e por varianza:




Conceptos fundamentales del ASI 'y su soporte computacional CHIC

méaximo cuando se alcanza un determinado acuerdo, acuerdo que no puede ser sino
provisional a causa de la evolucién ascendente de la jerarquia.

Definicion 2: Se llama nivel significativo a todo nivel que corresponde a un
méaximo local de S(Q,k) durante la construccion de la jerarquia. En este caso se
dird que la division [I, estd en resonancia parcial con Q. Si, ademas,
G(Q)N[STT, xRTT,]=[STI, xRT1, ], diremos que la division [T, estd en
resonancia total con Q.

Se llama nodo significativo cualquier nodo formado a un nivel que
corresponde a un maximo local de v(€2,k), donde:

v(Q,k)=S(Q,k)-S(Q,k-1).

Como ya se mencion6, CHIC determina los nodos significativos para la
clasificacion obtenida, los cuales se muestran graficamente con trazos gruesos y
rojos (figura 1). Para el ejemplo desarrollado, los nodos significativos se dan al

nivel 1, 3y 4. Veamos cdmo se determinaron estos nodos.
Denotemos por:

e t=Card(A), I, :{j‘aj ERHk}’

LY los elementos del preorden inicial Q2, con i=1,...,2*C‘2,

e P = {aj € Q‘ s(aj)z f } donde s, es un valor cualquiera que puede tomar el

indice de similaridad, y I=1,...,d, siendo d la cantidad de valores
diferentes que toma este indice de similaridad.
f =Card(aj|je L, j< i,s(aj)zs(ai)),

A partir de los indices de similaridad que se muestran en la tabla 2, se puede

determinar el preorden inicial y global Q sobre A*xA*, donde A <A y
A" ={HIP,JAZ,HEA,REG,PUN}, el cual, para su mejor visualizacion, sera

representado por cinco columnas o pilas, cada una de las cuales contiene a los
pares de variables que poseen igual indice de similaridad:

REG,PUN REG,HEA)

JAZ,PUN HEA, PUN REG,JAZ
[EJAZ,HIPH< HEA,HIP) | _| (REG,HIP) | _|(HEA,JAZ <[EPUN,HIPH
HIP,JAZ PUN,JAZ PUN,REG HEA,REG) |~ | (HIP,PUN

HIP,HEA PUN,HEA JAZ,REG

HIP,REG) JAZ,HEA
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JAZ, HIP),(JAZ,PUN))...;((JAZ,HIP),(HIP,PUN)),
Gs(Q)={((HIP,JAZ),(JAZ, PUN))....;((HIP,JAZ),(HIP,PUN))....;
JAZ HEA),(PUN, HIP)),((JAZ, HEA),(HIP, PUN
t=Card(A") =5, m=Card(Q)=2*Cz=20, y

* _ d * _
Card(G. (@) =" (m 1)_zCard(P,) (Card(P,) 1):152.
2 o 2
El Card[G(Q)N[SIT, xRII,]| se puede calcular empleando la férmula
siguiente:

card[6(Q) A [STT, xRTT, ] = z. _ rk” ifk,

o0 contando directamente en Q, Ios pares que pertenecen a G(Q)N[SIT, xR T1,],
lo cual se logra sumando todos los elementos que se encuentran a la izquierda de la
pila que contiene al par que se une al nivel k-ésimo y que no se encuentran en el
conjunto RIT, .

Nivel 1 de la jerarquia: Solo sa han reunido las variables HIP y PUN. Por tanto
RTI, ={(HIP,PUN)}

JAZ,HIP), (HIP,JAZ), (JAZ,PUN);(HEA, HIP), (PUN,JAZ), (HIP HEA)
s1. — J(REG,PUNJ(HEA,PUN); (REG, HIP) (PUN,REG), (PUN,HEA
1 =\(HIP,REG ) (REG, HEA); (REG,JAZ), (HEA,JAZ);, (HEA,REG),
JAZ,REG); (JAZ,HEA), (PUN,HIP)
Card(SI1,)=19 , Card(RIT,)=1, I, ={20} , f{ =1,y
Card[G(Q) N [STT, xR T, ]|=18
Nivel 2 de la jerarquia: Se afade el par (JAZ, HEA) a los reunidos.
RII, = {(HIP,PUN),(JAZ,HEA)}
JAZ, HIP), (HIP,JAZ); (JAZ,PUN),(HEA, HIP), (PUN,JAZ); (HIP,HEA)
sq1. - J(REG,PUN)(HEA,PUN ) (REG, HIP); (PUN,REG); (PUN, HEA)
2= HIP,REG%; (REG,HEA?; (REG,JAZ), (HEA,JAZ), (HEA, REG)

JAZ,REG), (PUN,HIP
Card(SIT,)=18, Card(RTI,)=2, 1,=1{20,18}, f? =1, f; =5,y
Card[G(Q)[STT, xR T, []=29
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Nivel 3 de la jerarquia: Se forma la clase ((JAZ, HEA), REG), y por ello,
RTI, = {(HIP,PUN);(JAZ, HEA),(JAZ, REG ), (HEA, REG )}
JAZ HIP), (HIP,JAZ), (JAZ,PUN );(HEA, HIP), (PUN,JAZ), (HIP,HEA)
SI1, = {(REG,PUN );,(HEA, PUN); (REG, HIP); (PUN,REG), (PUN,HEA);
HIP,REG), (REG,HEA); (REG,JAZ), (HEA,JAZ), (PUN, HIP)
Card(SI1,;)=16, Card(RI1;)=4, 1,=1{20,18,17,16}, fi=1, f3=3, f3=3,
f2 =3y Card[G(Q)N[SIT,xRTT,]]=51.

Nivel 4 de la jerarquia: A este nivel se forma la clase ((HIP, PUN), (JAZ, HEA),
REG)), y por consiguiente
RI, = (HIP,PUN '(JAS,HEA),(JAZ, REG);(HEA, REG);(HIP,JAZ);

4 =1 (HIP,HEAJ);(HIP,REG },(PUN, JAZ}; (PUN,HEA),(PUN, REG)

sp1. - JOAZ HIP) (JAZ PUN);(HEA, HIP), (REG,PUN ), (HEA, PUN);
4 =1(REG, HIP), (REG, HEA); (REG,JAZ), (HEA,JAZ), (PUN, HIP

Card(SI1,)=10, Card(RIT,)=10, I,=1{20,18,17,16,2,6,12,5,11,10}, f} =1,
fy=3, f}=3, /=3, fi=1, fi=2, f'=3, f/=2, f§=3, =3,y
Card[G(Q)[SIT, xRT1,]|=38

En la tabla 3 se resumen los valores obtenidos, asi como los valores del indice
centrado y de la funcion V(Q, k), y en la figura 2 se muestra el grafico de esta Gltima
funcioén:

Nivel | s, | 1, | Card[G(Q)N[STT, xRTII. ] | S(@.k) | v(Q.k)

1 [19]1 18 1,474087 | 1,474087
2 [18]2 29 1,385870 | -0,088217
3 |16 4 51 1,795331 | 0,409462
4 J10]10 38 -0,907115 | -2,702446

Tab. 3: Valores del indice centrado y de la funcién v(Q,k)

Segun la definicién 2 los nodos significativos serian los que surgen a los
niveles 1y 3, ya que estos se corresponden con un maximo local de V(Q, k) (figura
2).



Zamora et al

1474087

0,409462

,000000

2

-2,50 A -2,70446

Fig. 2: Grafica de los valores de v(Q,k)

En la figura 1 del arbol de similaridad obtenido en la seccion 2.1, se pueden
apreciar estos nodos con trazos mas gruesos.

3 Anadlisis Estadistico Implicativo

Al igual que en el andlisis clasificatorio, en el ASI se parte de considerar un
conjunto I formado por n individuos y un conjunto A formado por p
caracteristicas, A = {al,az,...,ap}, se supone también que:

A ={xel:ax)=1}, Card(l)=n, Card(A)=n, y Card(Ai)=n. .

El anélisis se desarrolla a través del calculo de los indices de implicacion y de
cohesion, el cual se explicard brevemente a continuacién. En el analisis cohesitivo,
se pueden determinar la tipicalidad y contribucion de sujetos y variables, asi como
los nodos significativos, en la formacion de las clases. Los indices de implicacién y
de cohesion se definen en términos de una probabilidad, al igual que explicamos
para el célculo del indice de similaridad, la diferencia est& en la variable aleatoria

de interés, que ahora es Card(xi mxj), es decir, la cantidad de individuos que
poseen la caracteristica a;, pero no poseen la caracteristica a;. Todo lo explicado

anteriormente para la variable aleatoria Card(Xi ij) es también valido para
Card(xi ﬁij).
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La Intensidad de la implicacion entre variables

En logica matematica, la regla "a; = a;" es verdadera si para todo X, aj(x)

s6lo es nulo cuando a;(x) lo sea también; es decir si el conjunto A de los x por los
cuales a;(x)=1 esta contenido en el conjunto B de los x para los cuales a;(x)=1.

Sin embargo, esta inclusion estricta se observa excepcionalmente en la realidad. En
el caso de un cuestionario de conocimientos se podrian observar a algunos raros
alumnos que vencen el item a; y no consiguen vencer el a;, sin que se contradiga

la tendencia a tener a; cuando se tiene a;. La formalizacion matematica de esta
situacion se expresa a traveés de la cuasi-implicacion a; — a; (Gras, 1999).

La cuasi-implicacion a; — a; significa que “cuando @a; esta presente
entonces generalmente a; esta también presente.”

La medida de la relacién implicativa se evalUa a partir de la inverosimilitud de
la aparicion, en los datos, del namero de casos que la invalidan, es decir, cuantifica
"el asombro" del experto ante el numero inverosimilmente pequefio de
contragjemplos, en comparacion con los que se podrian observar en caso de una
ausencia de relacion (independencia).

En la jerarquia dirigida, el arbol que se forma no estd necesariamente
conectado, lo cual significa que esta jerarquia sélo contiene clases importantes de
acuerdo a la medida de calidad adoptada.

Los nodos internos del arbol dirigido, los cuales representan la jerarquia
dirigida, describen relaciones implicativas complejas, llamadas R-reglas, entre los
atributos de A.

e Cuando R — a;, a; puede ser interpretada como una consecuencia de R.
e LaR-regla a, - R, significa que una R-regla R puede ser deducida de
la observacion de a,; .

e LaR-regla R >R, significa que la propiedad R es el corolario de
una propiedad previamente definida R".

El objetivo de la Intensidad Implicativa es expresar la inverosimilitud
(“asombro™) del numero de contragjemplos que invalidan la regla a; — a;, para lo
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cual se compara el nimero de contraejemplos observados con el nimero de
contraejemplos esperado bajo la hip6tesis de ausencia de relacion.
Supongamos que seleccionamos aleatoriamente, de I, dos subconﬂuntos uyvV

conn, yn, elementos respectivamente. Sea X, =Card(U AV la variable
i)

a

aleatoria asociada con el nimero de contragjemplos en este modelo aleatorio.

Definicion 3: Laregla a; — a;se dice admisible al nivel de confianza 1 - o si:
PX, - <n__l<a @)

ajAaj ajAaj
donde naA5_=Card(AiﬂAj) es el nimero de contragjemplos a la
i J

reglaa; — a; observados en la muestra.

Esto significa que el nimero de contraejemplos observados es pequefio. La
distribucién de xa.Aa,» depende del patron de seleccion aleatorio asumido para

seleccionar los conjuntos, pudiendo ser Binomial, Hipergeométrica o Poisson,
como se detalla a continuacion. Para mas informacion ver Bodin (1997).

Con el objetivo de simplificar la notacion en el desarrollo siguiente, nos
referiremos a las variables (caracteristicas) a; y a; como ay b, y a los conjuntos

A =xella(x)=1y A, = {x = I‘ a;(x)= 1} como Ay B respectivamente.

1. Modelo de la hipétesis de ausencia de relacion

Forma de extraer los individuos: Se observan Ma y Mo individuos, bajo el

supuesto de que en | existen otros individuos que poseen las caracteristicaay b.
Modelo Probabilistico: De | se extraen de forma independiente, dos

conjuntos X e Y de tamafios Na y Mo respectivamente. Sean:
Q={XY)Xc1,Y < l,Card(X)=n,,Card(Y)=n,} K, =Card(ANB)

y
K =Card(XNY)

la variable aleatoria correspondiente.
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n n
Segun el modelo probabilistico asumido, tenemos C”a C”b formas diferentes

de extraer estos pares de conjuntos (X’Y)GQ, y de ellos solo

n ny n-ny
C“b C”a*KO Ko son favorables a la ocurrencia del evento K = KO, por lo tanto:

n n, n-ny, |
_ C”b Cna*Ko Ko

P(K=Kg)=

\

C.C. .
ny n-ny, #
— n,—Kp Ko X %\Y

C.

a

lo cual muestra que bajo la hipotesis de ausencia de relacion, K sigue la ley
hipergeométrica de pardmetros n, n,y n—n,, K ~ H(n, n,,n—-n, )

Los modelos siguientes surgen bajo el supuesto de que el conjunto | de
individuos haya sido seleccionado de un conjunto mayor de individuos, que
denotaremos por ¢ .

2% Modelo de la hipétesis de independencia entre a y b.
Caso 1: El cardinal de § es un valor finito N.

Forma de extraer los individuos: Se extraen n individuos de una poblacién
€ de tamafio N, donde N y n se consideran conocidos, mientras que n,, n, y
n, ; son valores observados.

Modelo Probabilistico: Del conjunto £ de tamafio N, se extrae una muestra
I de tamafio n. En esta muestra I, se observan los individuos que poseen las

caracteristicasa (n,)y b (n,) y los que poseenay no b (naAB).

Existen C:' formas posibles de extraer de § una muestra | de tamafio n, y de

. N -
j— . anb
ellos los que verifican que K=K, son: C

N, : ={xeq a(x)=1ab(x)=0} O

N-N
a

Ab
ek, donde
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Por lo tanto,
Na/\E CN_NaAb C
P(K=K,)=—"""" es

decir, bajo este modelo K sigue
la ley hipergeométrica de
parametros N, n y N

anb’
K~H(N,n,NaAB), donde, bajo la hipotesis de independencia se tiene que
Nos _Na N§

N N N

Caso 2: El cardinal de § es un valor infinito.
En este caso se pueden extraer infinitas muestras de tamafio n de la poblacion
€,y en cada una de estas extracciones, la probabilidad de obtener K = K es la

misma. Para una muestra de tamafio n esta probabilidad se estimaria a través de

n -
p=—2 Ja cual, bajo la hipétesis de independencia, se puede escribir como

n
n nB Al AT
=2 2= b).
p=-r— p(a)s(o)
Por lo tanto,
P(K=K,)= C; pXe(1—p)"™ y K sigue la ley binomial de parametros n
yp. K~ B(n,p) ®)

Caso 3: El cardinal de £ es un valor infinito y el cardinal de | es
indeterminado.
En este caso se trata de extraer de la poblacion € de tamafio infinito, una

muestra I, cuyo tamafio es aleatorio.
Denotemos por M el tamafio de la muestra I, donde M es una magnitud
aleatoria, entonces:

P(K = KO):iP(M =n)*P(K =K,/ M=n),

n=0
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para que K=K, debe cumplirse que n>K,, por lo que la expresion anterior
puede reescribirse como:
P(K=K,)= Y P(M=n)*P(K=K,/M=n). (4)
n>K,
Supongamos que la variable aleatoria M sigue una distribucién Poisson de
parametro A =n, valor observado de M.
n ng
P(K=Ko[M=n)=Cy, p*(1-p)*, conp=Se2 (5)
Sustituyendo (3) en (2) y asumiendo que M ~ P(n), obtenemos:

0 e*nnn n
PIK=K,)= 2 ——=*C,,p“-p)"
2k, N

-np Ko o o-n(-p) _ n—Kg
S (np) ° [n(l p)] , donde el segundo factor

Ko & (n-K,)

vale 1, por lo que:

e (np)"
P(K:K ):—, es decir, bajo este caso K sigue la ley de
° K,!

n,n.
Poisson de media np, K ~ Poisson(np), siendo np=——2 bajo la hipétesis de
independencia.
Bajo los modelos considerados se demuestra que:
n,n;
B(K)=—"+" (6)

Definicion 4: La Intensidad Implicativa de laregla a; — a; se define como:
(p(ai,aj)zl—P[K <n_ 5_] sin, #n,
indj
en caso contrario, (p(ai ,aj)= 0.

La regla es retenida para un o dado si: (p(ai,aj)zl—oc, lo cual es

equivalente a decir que la regla es admisible, segin la definicibn 3 dada
anteriormente, con confianza 1 — a.
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Definicion 5: El Indice de Implicacion de la regla a, — a; se define como:

n-
8" aj

q(ai,a,-)zw’n—n”. ()

3 aj

n

Se demuestra que: p(ai,aj)= —q(ai ,5,—) n-n

Continuaremos nuestra ejemplificacion con los datos de Pitarch (2002).
Asumiremos que la variable aleatoria K:Card(XﬂY) sigue una distribucion

n,
Binomial de parametros n y p:ﬁ—b (ver (3)) y trabajaremos con las variables
nn

HIP, OPE, FLA, HEA, REG, RAP, PUN. En las tablas 4 y 5 se muestran,
respectivamente, la sub-tabla con los datos para las variables seleccionadas para la
ejemplificacion, y algunas de las implicaciones que se pueden formar, asi como el
cardinal, el valor de p y el nimero de contraejemplos de la regla a; — a;.

Aplicando la definicién 4 a estos datos, y teniendo en cuenta que bajo el
modelo Binomial P(K =K,)= Cf(o p"e (1—p)° " obtendremos que:

o(HIP,OPE)=1-P[K <9]=0,282553"
o(HIP,PUN)=1-P[K <1]=0,974314

o(FLA,RAP)=1-P[K <1]=0,9308245
o(OPE,RAP)=1-P[K <0]=0,878423
o(REG, HIP)=1-P[K < 2]=0,860566

o(REG,PUN)=1-P[K < 2]=0,860566
o(HEA,PUN)=1-P[K < 2]=0,860566

1 En el anexo 2 se ejemplifican estos calculos para los dos primeros casos.
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De acuerdo a la definicion 3 y los valores de intensidad implicativa obtenidos,
podemos decir que la regla HIP — PUN es admisible al 95% de confiabilidad,
FLA — RAP lo es pero al 90%, y el resto, con excepcion de la regla HIP — OPE
que no es admisible, lo son al 85% de confiabilidad.
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all
al2
al3
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al5
alé
al7
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al9
all0
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al20
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0
Tab. 4: Subtabla de datos

a a n

i ] a;
HIP |OPE | 11
HIP |PUN | 11
FLA |RAP | 10
OPE |RAP 5
REG |HIP 10
REG |PUN | 10 0,23
HEA |PUN | 10 0,23 2

Tab. 5: Valores de cardinales y probabilidad

de la ley Binomial

P | card(a, nAj)
0,41
0,25
0,20
0,10
0,23

NINOFR|Fk|O|~

=
©|w©o|o|lm|o|o|F]|eT
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CHIC muestra los indices de implicacion entre variables, en por ciento, con lo
cual los valores que muestra para estos casos son: 28, 97, 93, 88 y 86 para las tres
Gltimas reglas. En la figura 3 se muestra el grafo implicativo que se forma a partir
de los valores de intensidad implicativa obtenidos entre las variables analizadas.

Fig. 3: Grafo Implicativo
Es conocido (Bodin, 1997) que para muestras grandes, la intensidad de
implicacion toma valores poco discriminantes, por lo que se definié un nuevo
indice, de implicacion-inclusion (también Illamado version entrpica de la
implicacién, en contraposicion a la version clasica que hemos presentado). No
entramos en los detalles de la version entrépica pues el objetivo de lo que se mide
es el mismo.

4 Analisis cohesitivo

La cohesion surge como una medida de la calidad implicativa de la R-regla.
El objetivo es descubrir R-reglas R — R~ con una fuerte relacién implicativa
entre las componente de R” y las de R . Por ejemplo, es natural formar la regla
(all - az) - (a3 - a4) si las relaciones implicativas a, ->a,, a, —>a,,
a, > a,ya, —a, son losuficientemente significativas.

Intuitivamente esto significa que se debe contrastar con el desorden de una

experiencia aleatoria, y se plantea que la Entropia es bastante conveniente para
medir ese desorden.
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Se parte de considerar una regla a; — a; de orden 1y definir la variable

aleatoria Y como indicadora del evento: Xa s=n - luego:
i J i J

Py =1]=PrlX_ . >n__ |=ola,a;) v

iAaj

oY ~0)-1-ofe 2, ).

La Entropia de este experimento es:
E=-plog, p—(1-p)log,(1-p), con p=ola;a;), (8)
que la podemos interpretar como la cantidad media de informacién que nos reporta
una fuente binaria, con probabilidad de éxito igual a la intensidad implicativa de la

regla a; —>a;, o el valor medio de la incertidumbre de un observador antes de
conocer la salida de una fuente binaria en la que puede o no ocurrir el evento
a, —>a;.

Se define el grado de una R-regla como la cantidad de variables involucradas
en la regla menos 1, por ejemplo, la R-regla R:a; —a; es de orden 1, la R-regla

R:R— a, es de orden 2, y asi sucesivamente.

Definicion 6: La Cohesion de una R-regla a; — a; de grado 1 es:

Coh(a- a_)z{O\H—EZ si p>0.5 (9)

vl en caso contrario

Si (p(ai,aj): 0.5, laregla a, —> a; es neutral en el sentido de que da lugar
al nimero de contraejemplos esperado bajo independencia, es decir,

NN,
n - =gX -|=—.
ajAaj ajAlj n

Definicion 7: La Cohesion de la clase de variables R ={a1,...,ak} es la media
geomeétrica de las cohesiones de los pares de variables que la conforman,
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k(k-1)

coh(R)={]Jcla;.a;) (10)
i
La implicacion estadistica de una clase de variables sobre otra, se modeliza a
través del siguiente indice:

Definicidon 8: La intensidad de implicacion de una clase A sobre una clase B es:

IXs

¥(A,B)=1 sup (p(ai,aj) [Coh(A)Coh(B) 2 (11)
i=1,...k

A continuacidn se muestran los indices de cohesién al nivel cero (cohesiones
de reglas de grado 1), para lo cual se aplico la formula (9).

HIP OPE FLA HEA REG RAP PUN
HIP | 0,000000 | 0,000000" | 0,000000 | 0,428051 | 0,777044 | 0,000000 | 0,985050
OPE | 0,000000 | 0,000000 |0,547125 | 0,000000 | 0,000000 | 0,845563 | 0,000000
FLA | 0,000000 | 0,407437 |0,000000 | 0,000000 | 0,203990 | 0,931852 | 0,000000
HEA | 0,449992 | 0,000000 |0,000000 | 0,000000 | 0,897673 | 0,000000 | 0,812648
REG | 0,812648 | 0,000000 |0,203990 |0,897673 | 0,000000 | 0,000000 | 0,812648
RAP | 0,000000 | 0,580245 |0,871122 |0,000000 | 0,000000 | 0,000000 | 0,000000
PUN | 0,985050 | 0,000000 |0,000000 |0,777044 |0,777044|0,000000 | 0,000000
Tab. 6: Indices de cohesion al nivel cero de la jerarquia
*1 Para el par de variables (HIP, OPE), se tiene del analisis de la Intensidad
Implicativa entre variables, que (p(HIP,OPE)=0,282553, lo cual es menor que
0,5, por lo que, segtin (9) Coh(HIP,OPE)=0.
*2 Para el par de variables (HIP, PUN), se tiene del analisis de la Intensidad
Implicativa entre variables, que (p(HIP, PUN)=0,974314, luego aplicando la

férmula (8) obtenemos un valor de entropia de E=0,17227055, por lo que,
Coh(HIP,PUN)=0,985050 segun (9).

Observe que la matriz de las cohesiones, no es necesariamente una matriz
simétrica, por ejemplo Coh(HIP,PUN)= Coh(PUN, HIP), pero,

Coh(HIP,HEA)=0,428052 = 0,449992 = Coh(HEA, HIP).
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Una vez obtenidas las cohesiones al nivel cero, comienza el proceso de
aglomeracion, el cual se fundamenta en que, en cada nuevo nivel o etapa del
proceso, se unen variables aisladas, o clases ya formadas con otras clases o
variables aisladas cuyas cohesiones sean maximas. A continuacion se ejemplifica
este proceso para el nivel 1 de la jerarquia ascendente, en el cual, en aras de
simplificarla, se han considerado Unicamente las variables HIP, OPE, FLA, HEA,
REG, RAP y PUN.

De la tabla 6 se observa gue la cohesion maxima se da entre las variables
“HIP y PUN” y “PUN y HIP” con un indice de cohesion, en ambos casos, igual a
0,985050, por lo que en el nivel 1 de la jerarquia se han unido las variables (HIP,
PUN), (PUN, HIP) y para continuar debemos determinar las intensidades de
implicacion de estas clases con las variables aisladas, los cuales se muestran en la
tabla 7.

Nivel 1 | (HIP,PUN) OPE FLA HEA REG RAP
(HIP,PUN) | 0,000000 |0,079237"%|0,024717 | 0,703684 | 0,703684 | 0,016809
OPE 0,032537™ | 0,000000 |0,547125 | 0,000000 | 0,000000 | 0,845563
FLA 0,020190 |0,407437 |0,000000 | 0,000000 ] 0,203990 | 0,931852
HEA 0,735017 |0,000000 |0,000000 |0,000000 |0,897673|0,000000
REG 0,735017 | 0,000000 |0,203990 | 0,897673|0,000000 | 0,000000
RAP 0,020998 |0,580245 |0,871122|0,000000 | 0,000000 | 0,000000

Tab. 7: Intensidades de implicacién entre clases de variables al nivel 1 de la

jerarquia

*3 Para el par ((HIP, PUN),OPE) formado por una regla R:HIP — PUN y una
variable aislada (OPE), se aplica primero la formula (10) para determinar la
cohesién de una clase de variables, en este caso de R = {HIP, PUN}, y luego la

(11) para determinar el indice. Tener en cuenta que la cohesién de una variable
aislada es 1.

A=1{HIP,PUN} | ¢(a,b) | opE |cohe(a) |cohe)| ¥(A B)

B ={OPE| HIP  |0,282553 | 0,985050 1]0,079237
PUN |0,282553

** Para el par (OPE,(HIP,PUN)) formado por una variable aislada (OPE) y por la
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regla R :HIP — PUN , se procede de forma analoga, pero se debe tener presente
que la matriz de los valores de intensidad implicativa entre variables, no es
simétrica.

A = {OPE} o@b)| HIP | PUN |cCohe(a)| cohe) | ¥(AB)
B=1{HIP,PUN} |opg |0,181060 | 0,181060 1]0,9850507 | 0,032537

Partiendo de los resultados mostrados en la tabla 7 se concluye que al nivel 2
de la jerarquia se unen las variables FLA y RAP con un indice de intensidad
implicativa méaximo e igual a 0,931852. El proceso se continla hasta que no
existan mas clases que puedan ser unidas.

El arbol jerarquico que se obtiene, para este conjunto de variables, se muestra
en la figura 4.

Fig. 4: Arbol jerarquico cohesitivo
Nodos Significativos

La determinacion de los indices de intensidad implicativa entre clases de
variables nos permite construir un arbol jerarquico, al igual que se hizo en la
seccion 2. Los nodos significativos de este arbol jerdrquico son los nodos
correspondientes a una clasificacion compatible lo mejor posible con los valores y
la calidad de los valores de implicacion y de cohesion.

El procedimiento empleado para la determinacion de los niveles y nodos
significativos es el mismo que explicamos en el apartado 2, pero teniendo en
cuenta el indice de cohesién. Para la ejemplificacion del procedimiento, se

empleara el conjunto de variables A" = {JAZ, HEA,CLA,REG}.
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Para el conjunto A"y aplicando el procedimiento descrito en el punto 4, se
obtiene los indices de cohesidn, a partir de los cuales el preorden inicial Q se
puede visualizar de la siguiente forma:

Coh(JAZ,REG)

Coh(HEA, REG
Coh(JAZ,CLA Coh(CLA, HEA !
{Coh HEA,CLA)\ﬂ < [cOhgc:LA,JAz))} <| SOMRES, HEA
Coh(REG,CLA Coh(CLA,REG) | | &on HEA JAZ
Coh(JAZ,HEA
luego:
JAZ,CLA),(CLA, HEA)),((JAZ,CLA),(CLA,JAZ))...;
Geon (@) =1((3AZ,CLA).(JAZ, HEA)).((HEA,CLA),(CLA, HEA)); ... b,
HEA,CLA),(JAZ, HEA)).....((CLA, REG ), (JAZ, HEA))
d
Card(G, (Q))= m*(m—l)_zCard(P, )*(Card(P,)-1) _ s,

2 — 2
donde, t=Card(A") =4, m=Card(Q)=2*C}=12.

Nivel 1 de la jerarquia: se reinen JAZ y HEA en ambas direcciones (figura 6),
RI1, = {UAZ, HEA),(HEA,JAZ)}

sr1. - JCoNJAZ CLA), CoNHEA CLA) ColREG CLA), CoCLA HEA) ColCLA JAZ)
1 =1 CohCLA REG), CoWJAZ REG); CoNHEA REG); CoNREG HEA}; CONREG,JA

Card(SI1,)=10, Card(RIl,)=2, I, ={12,11}, f/ =4, f; =4,y
Card[G(Q) [STT, xR, ]|=12

Nivel 2 de la jerarquia: se agrega la variable REG al par anterior
RII, = {JAZ, HEA),(HEA,JAZ),(REG,JAZ),(REG, HEA)}

or1.  JCONJAZ CLA) CoHEA CLA); CoNREG,CLA); Col(CLAHEA)
2 =1Coh(CLAJAZ), ConCLAREG), CohJAZ REG}; ColHEAREG)

Card(SI1,)=8, Card(RIl,)=4, 1,={12,1110,9}, f2=2, f?=2, f2=2,
f2 =2y Card[G,, ()~ [SIT, xRT1, ]|=24
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Nivel 3 de la jerarquia: se agrega la variable CLA a la clase anterior

RIL = (JAZ,HEA),(HEA,JAZ),(REG,JAZ);(REG,HEA);Coh(CLA,REG)
3 =1 Coh(CLA,JAZ), Coh(CLA, HEA)

oI {CO;EJAZCLA Coh(HEA CLA); Col(REG CLA); ; ColJAZ, REG)}
3 =|Col{HEA REG)

Card(SIT,)=5, Card(RII,)=7, I,={2,1110,9, 6,54}, fi=2, fi=2, f3=2,
f3=2,12=0,12=0,f2=0y Card[G(Q)n[SIT,xRII;]]=21

En la tabla 8 se resumen los cardinales de los conjuntos formados y se
muestran los valores obtenidos para el indice centrado y la funcion v(,k).

Nivel | s, | r, | Card[Gc,, (@) [STT, xRTT, ]| | S(Q.k) | v(Q.k)
1 10| 2 12 0,429669 | 0,429669
2 8 | 4 24 1,358732 | 0,929064
3 517 21 0,568399 | -0,790334

Tab. 8: Valores de indice centrado y de la funcion v(Q,k)

Segun la definicién 2 habria un solo nodo significativo, el 2, ya que se
corresponde con un maximo local de V(Q,k) (figura 5). En la figura 6 se muestra

el &rbol cohesitivo que se obtiene a partir de estos valores.

Debido a que, por limitaciones de espacio, se ha trabajado con una submatriz
de la matriz de datos, el arbol cohesitivo que se muestra en la figura 6, difiere del
mostrado en la figura 4, para el cual se trabajo con siete variables.

5 Tipicalidad y contribucion

El calculo de la tipicalidad y/o contribucion indica cudl es el individuo o
variable mas tipica 0 mas contributiva, y también qué otras categorias pueden
conducir a los mismos valores de tipicalidad y/o contribucion.

La nocion de tipicalidad se define por el hecho de que ciertos individuos son
“tipicos” del comportamiento de la poblacién, es decir con una intensidad de
implicacion similar a la de la regla. La nocidn de contribucion se define para
determinar los individuos que contribuyen bien a la creacion de la regla. Estos
individuos son mas responsables que otros de la formacién de la regla.
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0,929064

0,000000

Fig. 5: Grafico de los valores de v(Q,k) Fig. 6: Arbol cohesitivo

El procedimiento para la determinacién de la tipicalidad y contribucion de los
individuos a las clases que se forman en el arbol de similaridad y en el cohesitivo
es el mismo, las formulas se diferencian en el hecho de que en el primero se utiliza
el indice de similaridad y en el segundo el indice de intensidad implicativa entre
variables.

Definicién 9: Se define como sujeto tipico, aquél que verifica todas las
implicaciones que poseen mayor intensidad de implicacion en la formacion de las
clases.

Definici6n 10: El par (a,b) tal que:

(p(a,b)z (p(i,j) VieAyVjeB,
se llama par genérico de la clase C. El nimero o(a,b) se llama Implicacién
Genérica de C.

Si la clase C tiene g subclases (con C incluida) habrd g implicaciones
genéricas: ((pl,...,(pg). Por consideraciones logicas y semanticas se define:

ox(ab)=1 sifalx)=1 6 a(x)=0]y bx)=1,
oy (a,b)=0 sia(x)=1y b(x)=0, (12)
ox(@,b)=p sia(x)=0y b(x)=0.
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Se define la distancia de un individuo x a la clase C:

X C Z[(Pll (Z:II] , (13)

donde i denota una regla de C.

La Tipicalidad del individlzo X s)e define como:
d(x,C
,C —
vx.c)=1 Maxd(y,C)

yel
e y(x,C)=1 six es tipico optimal.
Si x es un sujeto tipico, por definicién, verifica todas las implicaciones que
poseen mayor intensidad de implicacidn en la formacion de las clases, esto es,
¢yi =i, con i=1..,g,porlotanto, d(x,C)=0y y(x,C)=1.

(14)

e y(x,C)=0 si xesel que esta en mas desacuerdo con C.
Si esto ocurre, significa que d(x,C)= Malx d(y,C) y por lo tanto, y(x,C)=0.
ye

La Contribucién de un individuo x a la clase C se define como:
y(x,C)=1-d(x,C) (15)

donde d?( Z[l oI, (16)

es la distancia del |nd|V|duo x a la clase C. Si x es optimo y(x,C)zl, en cuyo
caso: ¢,; =1Vreglai.

A modo de ejemplificacion, se mostrard el calculo de la tipicalidad y
contribucion de los 20 individuos que participaron en la investigacién de Pitarch
(2002), pero solo en la construccién de la clase (HIP,PUN) del analisis
clasificatorio y (JAZ,(HEA;REG)) del analisis implicativo.

Tipicalidad y contribucién de individuos en el Analisis clasificatorio

En la seccién 2 obtuvimos que el indice de similaridad entre las variables HIP
y PUN, que forman la clase C es: s(HIP,PUN)=0,9458524. En la tabla 9 se

muestran los valores de las variables para cada uno de los sujetos (segunda y
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tercera columnas), un indice de similaridad entre las variables, segun
consideraciones logicas y semanticas ((pX(HIP,PUN)), calculado a partir de la
férmula (12) tomando p=0,5 (cuarta columna), y las distancias, tipicalidades y
contribuciones de los individuos calculadas a partir de las formulas (13-16)
respectivamente:

Tipicalidad Contribucion
x |HIP|PUN| @x(HIP,PUN) | d(x,C) |v(x,C) |d(x,C) |v(x,C)
all | 1] 1 1 0,232697 | 0,942752| 0 1
al2 | 1] 1 1 0,232697 | 0,942752| 0 1
al3 | 1] 1 1 0,232697 | 0,942752| 0 1
ald | 0] 0 0 4,064733| 0,000000| 1 0
als | 1| 1 1 0,232697 | 0,942752| 0 1
ale | 0 | 0 0 4,064733| 0,000000| 1 0
al7 | 1] 1 1 0,232697 | 0,942752| 0 1
als8 | 0| 0 0 4,064733| 0,000000| 1 0
al9 | 1] 1 1 0,232697 | 0,942752| 0 1
allo | 0 | © 0 4,064733| 0,000000 1 0
alll | 0 | 1 1 0,232697 | 0,942752° 0 1°
all2 | 1 | 1 1 0,232697 | 0,942752| 0 1
all3 | 1 | 1 1 0,232697 | 0,942752| 0 1
alld | 0 | 0 0 4,064733| 0,000000| 1 0
alls | 0 | 0 0 4,064733| 0,000000| 1 0
alle | 1 | 1 1 0,232697 | 0,942752| 0 1
all7 | 1| 0 0 4,064733| 0,000000 1 0
all8 | 0 | 0O 0 4,064733| 0,000000| 1 0
allo | 1 | 1 1 0,232697 | 0,942752| 0 1
al20 | 0 | 0 0 4,064733| 0,000000| 1 0

Tab. 9: Tipicalidad y contribucidn de los individuos a la formacion de la clase
(HIP, PUN) del analisis clasificatorio

2 Estos resultados difieren de los obtenidos al aplicar el sistema informético CHIC.
Observar que la situacion se presenta cuando a(x)=0 y b(x)=1.
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Tipicalidad y contribucién de individuos en el Analisis implicativo

Para determinar la tipicalidad y contribucién de cada sujeto a la formacion de
las clases del arbol cohesitivo, se sigue el mismo procedimiento explicado para el
arbol de similaridad, con la diferencia de que en la formula (13) se utiliza el indice
de intensidad implicativa entre variables y no el indice de similaridad.

Siguiendo el procedimiento empleado descrito en la seccién 4 se obtiene que
el indice de intensidad implicativa entre las variables (HEA,REG) es 0,897673,
siendo éste par el primer par genérico de a clase C=(JAZ,(HEA;REG)). El segundo
par genérico podria estar formado por las variables (JAZ, HEA) o (JAZ, REG), ya
gue para ambos pares de variables se tiene un indice igual a 0.897673. Tomaremos
para la ejemplificacion, que el segundo par genérico es (JAZ, HEA).

En las tablas 10 y 11 se muestran los valores de las tres variables analizadas,
para cada uno de los sujetos (segunda, tercera y cuarta columnas), el indice de
intensidad implicativa entre las variables, segun consideraciones ldgicas y
semanticas, calculado a partir de la formula (12) tomando p=0,5 (quinta y sexta
columnas), y las distancias, tipicalidades y contribuciones de los individuos
calculadas a partir de las formulas (13-16) respectivamente.

6 Conclusiones

El presente trabajo constituye una recopilacion y sintesis de los conceptos
fundamentales del Analisis Clasificatorio y del Analisis Estadistico Implicativo,
tomando como indice de similaridad el indice de Lerman, mientras que en el
Anédlisis Estadistico Implicativo y en el Cohesitivo se han usado los indices de
implicacién y de cohesidn respectivamente, presentadas en los trabajos de R. Gras
(se ha omitido la exposicion y andlisis del indice de implicacion-inclusién,
también llamado indice de implicacion, version entropica).

Para realizar esta recopilacion nos hemos basado fundamentalmente en los
trabajos de R. Gras “Les fondements de I’analyse statistique implicative” y A.
Bodin “Analyse implicative : modeles sous-jacents a |"analyse implicative et
outils complémentaires”.

Dado que las mayores aportaciones en el campo del Analisis Estadistico
Implicativo se encuentran escritas en lengua francesa, con esta presentacién de la
teoria en lengua espafiola se ha pretendido ser lo mas exhaustivo posible, con el
objetivo de propiciar la divulgacion de la misma entre los investigadores
hispanoparlantes.
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La teoria presentada va acompariada de una ejemplificacion de los célculos que
deben realizarse, para lo cual se emplearon los datos de una investigacion realizada
por Irene Pitarch en el 2002, con estudiantes de la Ensefianza Secundaria Obligatoria.

Distancias y Tipicalidad
< N| < N X S
NSO 5:1 S T 2 = =

S|l & & T

all 0]0|0]05]|05 1,5455 1,5455 1,2432 0,4272
al2 1(1]1]1 1 0,1023 0,1023 0,3199 0,8526
al3 0]0]0]05]05 1,5455 1,5455 1,2432 0,4272
al4 1(1]1]1 1 0,1023 0,1023 0,3199 0,8526
al5 1(1]1] 1 1 0,1023 0,1023 0,3199 0,8526
alé 0]0|0]05]|05 1,5455 1,5455 1,2432 0,4272
al7 1(1]1]1 1 0,1023 0,1023 0,3199 0,8526
al8 1/0]0|05] O 1,5455 7,8749 2,1703 0,0000
al9 0]j]0|1]1]05 0,1023 1,5455 0,9077 0,5818
alld | 0 | 0| 0]05]05 1,5455 1,5455 1,2432 0,4272
alll| 11|11 1 0,1023 0,1023 0,3199 0,8526
all2| 1 |1]1] 1 1 0,1023 0,1023 0,3199 0,8526
all3| 0|1/0]| 0 1 7,8749 0,1023 1,9971 0,0798
all4 | 0| 0| 0|05]|05 1,5455 1,5455 1,2432 0,4272
all5|1/0]0]05]| 0 1,5455 7,8749 2,1703 0,0000
allé | 1 |11 1 1 0,1023 0,1023 0,3199 0,8526
all7| o | 01| 1 |05 0,1023 1,5455 0,9077 0,5818
all8| 0| 0| 0|05|0,5 1,5455 1,5455 1,2432 0,4272
all9| 11|11 1 0,1023 0,1023 0,3199 0,8526
al20l 0|1/0]| O 1 7,8749 0,1023 1,9971 0,0798

Tab. 10: Tipicalidad de los individuos a la formacion de la clase
(JAZ,(HEA,REG) del analisis implicativo
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Distancias y Contribucion

ol =z ~ — £

EIE I

SNl <N 2| OB

BRI

X|s|IT| x| o o

all |0, 0]0| 0] 0|025|0,25|0,5000|0,5000
al2 |1 ]1(|1]1]1 0 0 10,0000 1,0000
al3 | 0/0|0| 0] 0|025|0,25|0,5000|0,5000
ald |1 )11 ]1]1 0 0 10,0000 |1,0000
als |11 |1]1]|1 0 0 ]0,0000|1,0000
ale |0/ 0|0| 0] 0|025|0,25]|0,5000|0,5000
al7 | 1)1 (111 0 0 ]0,0000|1,0000
alB |1 /0|0| 0] 0025 1 |0,7906|0,2094
a9 |0 0|1]0]|1 0 10,25]0,3536 |0,6464
alloj] 0 | 0| 0| 0] 0 |0,25|0,25|0,5000 | 00,5000
all1| 1|1 ]1]1]1 0 0 10,0000 |1,0000
all2] 1 ]1 (1|11 0 0 ]0,0000|1,0000
alt3|] 0| 10|10 1 0 10,7071/|0,2929
all4] 0/ 0|0 0] 0|025]|0,25]|0,50000,5000
alls5| 1 | 0| 0| 0] 0025 1 |0,7906|0,2094
all6] 1 |1 (1|11 0 0 10,0000 |1,0000
all7] 00| 1|0 |1 0 |0,25|0,3536 |0,6464
all8 0 /0| 0| 0] 0 |0,25|0,25]|0,5000 |0,5000
allo] 1 |1 (111 0 0 ]0,0000|1,0000
al20l 0| 1]0]1]0 1 0 ]0,7071)|0,2929

Tab. 11: Contribucion de los individuos a la formacién de la clase
(JAZ,(HEA,REG) del andlisis implicativo
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Anexo 1: Datos de la investigacion realizada por Irene Pitarch en el 2002 con

alumnos de la ESO.
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Anexo 2: Ejemplificacion del célculo de las Intensidades Implicativas entre
variables.

En la siguiente tabla se muestran las probabilidades P(K = K,) para valores
de K, variando desde 0 hasta 9, y para los diferentes valores de la probabilidad de

éxito (p) en el modelo Binomial. Observar que para las tres Gltimas parejas de
variables el valor de p es el mismo 0,225, por lo que sélo lo hemos representado
una sola vez. (Ver tabla 2a)

HIP, OPE HIP, PUN FLA, RAP | OPE, RAP REG, HIP
0,41250 0,24750 0,20000 0,10000 0,22500

Ko P(K = Ko)

0 2,3997E-05| 0,00338946 | 0,01152922| 0,12157665 0,0061099
1 0,00033698 | 0,02229609 | 0,05764608| 0,27017034| 0,03547683
2 0,00224773| 0,06966603 | 0,13690943| 0,28517981 0,0978474
3 0,00946914 | 0,13748048 | 0,20536414| 0,19011987| 0,17044386
4 0,02825632 | 0,19217578 0,2181994 | 0,08977883| 0,21030572
5 0,06348653 | 0,20226342 | 0,17455952| 0,03192136 0,1953808
6 0,11143912 | 0,16631294 0,1090997 | 0,00886704| 0,14180865
7 0,15648898 | 0,10940187 | 0,05454985| 0,00197045 0,0823405
8 0,17854727 | 0,05847185| 0,02216088| 0,00035578| 0,03884613
9 0,16715063 | 0,02564214 | 0,00738696| 5,2708E-05| 0,01503721

*  Para calcular ¢(HIP,OPE)=1-P[K <9], basta restarle a uno la suma de las
probabilidades que aparecen en la segunda columna de la tabla (p=0,41250),
desde K, =0, hasta K, =9, lo cual da 0,2825533.

*  Para calcular ¢(HIP,PUN)=1-P[K <1], a uno se le resta la suma de las

probabilidades que aparecen en la tercera columna de la tabla (p=0,24750),
desde K, =0, hasta K, =1, lo cual da 0,974314 .

*  Para el resto de los casos se procede de forma analoga, pero sumando las
probabilidades correspondientes desde K, =0, hasta 0, 1 6 2, segun sea el

caso, y teniendo en cuenta el valor de la p.
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Resumen: En este articulo resumimos una parte de nuestro trabajo de
10 afios en el descubrimiento de reglas de excepcion estructuradas'.
Una regla de excepcion, definida como un patron desviacional hacia
una regla fuerte, muestra incertidumbre y es a veces muy Util. Las vias
de descubrimiento precedentes a este tipo de conocimiento pueden ser
clasificadas en, vias no estructuradas, que obtienen reglas de excepcién
que se desvian de un conjunto de reglas fuertes pre-especificadas por el
usuario, y vias estructuradas, que tipicamente descubren un conjunto de
pares de reglas, cada una de las cuales representa una regla de
excepcion y su correspondiente regla fuerte. La primera via no propone
exigencias a las reglas de excepcion descubiertas, mientras que la
Gltima trata de descubrir un conjunto de reglas estructuradas, que se
relacionan unas con otras. La Ultima via espera que la estructura sea
capaz de capturar lo interesante en los datos, pero se considero
prohibitiva debido a la bisqueda extra, asi como a la confusion de la
tendencia aleatoria como una regla. Hemos superado estos problemas
con métodos de poda legitimos y con una estimaciéon probabilistica.
Nuestros métodos han sido validados usando conjuntos de datos
meédicos bajo la supervision de un fisico y un conjunto de datos de
referencia en la comunidad de aprendizaje por computadora. Otros
resultados conciernen principalmente a la medida del interés,
evaluacion de fiabilidad, aplicaciones practicas, reduccion de
parametros, y representacion de conocimiento.

! La mayorfa de los contenidos de este articulo provienen de Suzuki (2004b).
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1 Introduccion

En mineria de datos y en el anélisis estadistico implicativo, una regla
(Agrawal et al., 1996, Smyth y Goodman, 1992) es el planteamiento de una
regularidad en la forma “si premisa entonces conclusion”, y representa una de las
clases mas importantes de patrones descubiertos debido a su generalidad y
simpleza. EI descubrimiento de reglas se ha originado por la induccién de reglas
fuertes, cada una de las cuales es una descripcion de la regularidad de numerosos
objetos con pocos contraejemplos. Sin embargo, rapidamente se vio que el sistema
de descubrimiento de reglas produce numerosos patrones, muchos de los cuales
son bien conocidos y, por tanto, poco interesantes para el usuario (Frawley et al.
1991, Silberschatz y Tuzhilin, 1996). Las reglas interesantes son relativamente
pocas en nimero, y a menudo se haya entre reglas débiles, cada una de las cuales
describe regularidades para un ndmero relativamente pequefio de objetos. El
descubrimiento eficiente de tales reglas interesantes es en general un desafio, ya
que el nimero de reglas tipicamente se incrementa exponencialmente, en la medida
en que el nimero de objetos, que la regla cubre, decrece.

Para trabajar con este problema, varios investigadores han propuesto medidas
para evaluar el interés en una regla descubierta (Adomavicius y Tuzhilin, 1997,
Brin et al., 1997, Gras, 1996, Hussain et al., 2000, Klemettinen et al., 1994,
Klosgen, 1996, Liu et al., 1999ab, Major y Magano, 1993, Padmanabhan y
Tuzhilin, 1998, Piatetsky-Shapiro, 1991, Piatetsky-Shapiro y Matheus, 1994,
Silberschatz y Tuzhilin, 1996, Smyth y Goodman, 1992, Suzuki y Shimura, 1996,
Suzuki, 1996, 1997, Suzuki y Kodratoff, 1998, Yugami et al., 2000). Tales
medidas incluyen varios criterios estadisticos (Brin et al., 1997, Gras, 1996,
Klosgen, 1996, Piatetsky-Shapiro, 1991, Smyth y Goodman, 1992), accionabilidad
(Adomavicius y Tuzhilin, 1997), y lo inesperado (Hussain et al., 2000, Liu et al.,
1999ab, Padmanabhan y Tuzhilin, 1998, Piatetsky-Shapiro y Matheus, 1994,
Silberschatz y Tuzhilin, 1996, Suzuki y Shimura, 1996, Suzuki, 1996, 1997,
Suzuki y Kodratoff, 1998, Yugami et al., 2000). Entre tales medidas, lo inesperado
merece una atencion especial, ya que puede revelar situaciones especiales que no
son obvias.

La mayoria de los estudios (Hussain et al., 2000, Liu et al., 1999ab,
Padmanabhan y Tuzhilin, 1998, Silberschatz y Tuzhilin, 1996, Suzuki y Shimura,
1996, Suzuki, 1996, 1997, Suzuki y Kodratoff, 1998, Yugami et al., 2000) sobre el
descubrimiento de reglas tratan de alcanzar lo inesperado encontrando un conjunto
de reglas de excepcion, cada una de las cuales representa una regularidad diferente
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del dominio del conocimiento o a un grupo de reglas fuertes. Consideremos una
regla “utilizar un cinturén de pasajero es un riesgo para el nifio” la cual representa
una excepcioén del hecho bien conocido de que “utilizar el cinturon de pasajero es
seguridad”. Esta regla muestra lo inesperado cuando fue descubierta en un
accidente automovilistico unos afios atras, y adn es Util. Debe notarse que la regla
de excepcion a menudo sugiere acciones Utiles (Silberschatz y Tuzhilin, 1996).
Considere una regla de excepcion que describe a pacientes no curados a pesar de
antibidticos efectivos, y otra regla de excepcion que describe a pacientes curados
de una enfermedad mortal. La primera regla puede sugerir precaucion con los
antibioticos, mientras que la ultima puede sugerir tratamiento para enfermedades
mortales.

Los métodos de descubrimiento de reglas de excepcion pueden ser divididos
en dos enfoques, desde el punto de vista de los patrones descubiertos. En la via no
estructurada (Liu et al., 1999a, Padmanabhan y Tuzhilin, 1998, Silberschatz y
Tuzhilin, 1996), un método es provisto primero con antecedentes de conocimientos
en forma de reglas, luego el método obtiene reglas de excepcion cada una de las
cuales se desvia de estas reglas y estas reglas de excepcién no se relacionan
necesariamente unas con otras. Por otro lado, en una via estructurada (Hussain et
al., 2000, Liu et al., 1999b, Suzuki y Shimura, 1996, Suzuki, 1996, 1997, Suzuki y
Kodratoff, 1998, Yugami et al., 2000), no se suministran antecedentes de
conocimiento y el objetivo del descubrimiento es tipicamente un conjunto de pares
de reglas cada uno de las cuales consta de una regla de excepcién y su
correspondiente regla fuerte. Como la regla de excepcién esta relacionada con su
correspondiente regla fuerte, el patrén descubierto puede ser Illamado como
estructurado.

A pesar de su importancia, existen dos dificultades para una via indirecta.
Primero, la regla de descubrimiento consume tiempo cuando todos los candidatos
estan siendo investigados. Comparada con una via no estructurada, la estructurada
sufre de investigaciones extras para las reglas fuertes. Sean el nimero de ejemplos
en un grupo de datos y el nimero de condiciones en una premisa n 'y M,
respectivamente, entonces el tiempo de complejidad del descubrimiento de una

regla simple es tipicamente O(n 'V'*l), mientras que el descubrimiento de un par de

reglas requiere O(nz“"“). Segundo, ya que la regla de excepcion es verdadera para

un namero relativamente pequefio de ejemplos, la diferencia entre una regla y un
patron aleatorio, el que esta definido como una tendencia de ocurrencia
coincidentemente, es también un aspecto importante. Sin embargo, la mayoria del
tiempo, la evaluacion de fiabilidad ha sido ignorada en el descubrimiento del
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conocimiento de excepcion y tal distincién se dejé a los usuarios. Para paliar estas
dificultades, hemos propuesto un método nuevo que emplea una primera busqueda
profunda con podas convenientes y evaluacion confidencial, basada en
estimaciones de probabilidad simultaneas. Otros resultados conciernen
principalmente a la medida del interés, evaluacién de fiabilidad, aplicaciones
practicas, reduccion de parametros y representacion de conocimiento.

2 Descripcion del Problema

Asumimos que un ejemplo e; es una descripcion de un objeto incluido en un

conjunto de datos en forma de un registro y ese conjunto de datos contiene n

ejemp|OSel,ez,...,en. Un ejemploe; estd representado por una m-upla

(yil, Yig s yim> donde i, Yiy.- Yin SON valores de m atributos discretos. Aqui se

supone que un atributo continuo ha sido convertido en un atributo nominal usando
un método existente, como se muestra en (Dougherty et al., 1995). Un evento
representando el valor asignado a un atributo sera llamado atomo.

Definimos una regla de asociacion como una regla para la cual la premisa es
representada como una asociacion de atomos, y cuya conclusion es un atomo
simple. En este articulo consideramos principalmente el problema de encontrar un
conjunto de pares de reglas, cada una de las cuales consiste en una regla de
excepcion asociada a una regla fuerte. Supongamos que una regla fuerte esta
representada por “si Y, entonces x”, donde Y, =y; Ay, A..A Yy, €S UNa asociacion

de atomos y X es un atomo simple. Sea Z, =z, Az, A...AZ, UNa asociacion de

4tomos y x*un atomo simple con el mismo atributo, pero con un valor diferente al
del atomo X, entonces la regla de excepcion esta representada por “si Y, y Z,,

entonces x*”. El patron descubierto en nuestra via es, entonces, representado por

un par de reglas r(x,xl,Yﬂ,Zu), donde M es un parametro pre- especificado por el

usuario para un nimero maximo de atomos en una premisa.

r(x, x4, Y,,Z0)= N X
e Y, AZ, —>x @)

[IRVELY)
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Nuestro objetivo es descubrir un conjunto de pares de reglas, posiblemente
interesantes, a partir de un conjunto de datos. El conjunto es especificado
asumiendo un criterio de evaluacién o un conjunto de restricciones.

3 Meétodos para el Descubrimiento de Pares de Reglas

3.1 MEPRO con su medida de interés

Nuestro primer método para el descubrimiento de pares de reglas, MEPRO,
estd basado en el sistema de reglas de descubrimiento ITRULE (Smyth y
Goodman, 1992). La esencia de ITRULE esta en su medida de interés J, la cual
corresponde a la cantidad J(x;y) de informacién concentrada por una regla x — vy.

Sea X la negacién del &tomo x.
J(y)=Pr(y) i(x;y) 2

Pr(x/y) B Pr x/yj
donde j(x;y)=Pr(x/y)log, Xy, Pr(x/yjlog2 — 7
Pr(x) (J
Pr| x
Definimos nuestra medida de interés de un par de reglas como un producto
ACEP(X Y, X, ZD) de la J medida de una regla fuerte y la J medida de una regla

v o

©)

de excepcion (Suzuki y Shimura, 1996). Nuestra motivacion estaba en obtener
pares de reglas, cada una de los cuales consistia en reglas con valores de J medidas

grandes. Hemos probado que J(x;Y#)+ J(xl;Yﬂ /\ZU) es inapropiada como una

medida de interés, ya que es dominada por J(xY,) y J(x;Y, AZ,)cuando
J(xY,) Yy J(x5Y, ~Z,) esgrande (Suzukiy Shimura, 1996).

ACEP(X, Y,, X, Z,)=J(X; Y, )XY, AZ,) 4

Nos hemos propuesto el descubrimiento de un algoritmo que genere K pares

de reglas, donde K es un parametro especificado por el usuario. En el algoritmo,

una tarea de descubrimiento es vista como un problema de bdsqueda, en el cual un
nodo de un arbol de bisqueda representa un par de reglas r(x,x,Y,,Z,). Un primer

método de busqueda de profundidad maxima D se emplea para recorrer este arbol.
Sea u=0y v=0 que representan la condicién en que las premisas de un par de

reglas r(x,x,Y,,Z,) no contenga ningun y; ni z, respectivamente, entonces
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definimos que x=v=0 produce un nodo de profundidad 1, y como la profundidad

se incrementa en 1, un atomo se agrega a la premisa de la regla general o de
excepcion. Un nodo de profundidad 2 asume que satisface =1y v=0; un nodo

de profundidad 3, x=v=1;y un nodo de profundidad 1(>4), u+v=1-1 (u,v>1).
De aqui, un nodo descendiente representa un par de la regla r(x,x’Y,,Z,) donde
u'=p Yy v=v. Conforme al siguiente teorema, una cota superior existe para el
ACEP de este par de reglas (Suzuki y Shimura, 1996).

Teorema 1. Sea H(o) = [a/{(1+ o) Pr(X)}]** /{1 + a)Pr(x)}, a, y a, satisfacen
H(oy) >1> H(a,) , y ACEP = ACEP(X,Y,,X',Z,,).
Sit H(Pr(x',Y,,Z,)/Pr(x,Y,)) <1, entonces:

1 1 1 1 1
ACEP Pr(x,Y,)*{log,| —— log,| ———— |+-log, ——
<o Prx,Y) { g2(1+ o, Pr(x)]ﬂxl 92(1+ o, Pr(i)j} 92 Pr(x")

€n caso contrario,

ACEP < {Pr(x,Y, ) log g
< 1 Ty 2 Pr(x,Y,)+Pr(x’,Y,,Z,) Pr(x)

Pr(x’, YH,ZV) 1
-10
92 P(x,Y,)+Pr(x,Y,,Z,) Pr(x)

J+Pr(x’, Y. Z,)

]}Pr(x',YWZV)Iog2 ﬁ

Esta cota superior fue empleada en nuestra aproximacién por un método de
ramificacion-salto, el cual garantiza la solucién Optima y se espera que sea
eficiente en tiempo.

Hemos introducido ademas restricciones probabilisticas para eliminar cada
uno de los pares de reglas con Pr(x'|Z,) grande (Suzuki, 1996). También hemos

considerado la incertidumbre desde una perspectiva diferente y propuesto un nuevo
criterio probabilistico que considera principalmente el nimero de contraejemplos
(Suzuki y Kodratoff, 1998) desde el punto de vista de la implicacion estadistica
(Gras, 1996). Una limitacién de los métodos en esta seccion es gque ellos no tienen
ninguna manera de distinguir patrones aleatorios de reglas.
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3.2 PADRE con su Evaluacién de Fiabilidad Simultanea

Proponemos un método PADRE, en el cual la limitacion de la seccion anterior
es abordada mediante una estimacion probabilistica.

En el descubrimiento de la regla, la generalidad y precision pueden ser
consideradas como criterios frecuentemente usados para evaluar la bondad de la
misma. En el caso de una regla de conjuncion Y, —x, estos dos criterios se

corresponden respectivamente a la probabilidad Pr(v,)de la premisa y la
probabilidad condicional Pr(x|Y,) de la conclusion dada la premisa (Smyth y

Goodman, 1992). Similar a (Agrawal et al., 1996), especificamos dos umbrales
minimos 67 y 6 para la generalidad y precision de la regla fuerte,

respectivamente. También fueron especificados dos umbrales 65 y 0f para la
generalidad y precision de la regla de excepcion, respectivamente.
Considérese el caso en el cual la exactitud de una regla Z, —x', que

Ilamamos regla de referencia, es grande. En semejante caso, una regla de excepcion
puede ser considerada como esperada, puesto que puede suponerse facilmente
desde esta regla. Para obtener las reglas de excepcion verdaderamente inesperadas,

especificamos un umbral maximo 6, de precision de una regla de referencia.

En PADRE, especificamos los umbrales 67, 6,05 , 65 para un criterio

probabilistico de un par de reglas. Puesto que la fiabilidad para un par de reglas,
descubierto desde 10,000 exhibiciones de los ejemplos, difiere de otro par de
reglas, descubierto desde 100 ejemplos, es inapropiado usar la razén Pr(.) en un
conjunto de datos como un criterio probabilistico. Por lo tanto, consideramos la
probabilidad verdadera Pr(.) para cada criterio probabilistico y obtenemos un
conjunto de pares de reglas, cada una de las cuales satisfacen las condiciones del
descubrimiento con un nivel de significacion & (Suzuki, 1997, 2004a). En lo
siguiente, MIN(a,b) y MAX(a,b)

grande entre a y b, respectivamente.

representan el valor mas pequefio y el mas

Pr[Pr(YH) > 07, Pr(x|Y,)> MAX(BF,PAr(x)), Pr(Y,z,) =63,
A A ()
Pr(x'| Y, Z,) = MAX(6;,Pr(x")), Pr(x'| Z,) < MIN(6! ,Pr(x'))} >1-§
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Calcular (5) es dificil debido a dos razones. Primero, lograr un valor de una
probabilidad real requiere de suposiciones. Segundo, el calculo numérico de (5),
para un par de reglas, consume tiempo, puesto que incluye cinco probabilidades
reales. Supongamos que n es el nimero de ejemplos en el conjunto de datos, y
(nPr(xY,Z,), nPr(x'Y,Z,), nPr(xx'Y,Z,), nPr(xY, Z,), nPr(xY,Z,), nPr(xY,Z,),

nPr(x'v,Z,)) sigue una distribucion normal multidimensional. Entonces (5) es
equivalente a (6) — (10) (Suzuki, 1997, 2004a).

G(Y,, 5, K)Pr(Y,) > 0 ©6)

F(Y,.x, 8, K)Pr(x|Y,) > Of @)

G(Y,Z,, 8, K)Pr(Y,Z,) > 63 ®)

F(Y,Z,.X, 8, K)Pr(X'|Y,Z,) > 0f 9)

F(z,,x', 8, K)Pr(x'| Z,) < 0} (10)

donde G(a,d,k)=1-B(8,k) [———— (11)

F(a,b,5,k) =1-B(5,k) (a,b) (12)
F'(a,b,5,k) =1+ B(5,k) (a,b)

o(a,b) = Pr(a) —Pr(a,b) (13)

PAr(a,b){(n +B(5,K)2) Pr(a) —B(5, k)z}

y B(5,k) representa un valor positivo que esté relacionado a la region de confianza

y es obtenido mediante integracion numérica, k representa el nimero de
probabilidades reales menos 1, cada una de las cuales es satisfecha por al menos un
ejemplo en el conjunto de datos. También hemos propuesto un algoritmo de
descubrimiento eficiente basado en la poda.
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3.3 Fijacion de umbrales para PADRE

PADRE requiere la especificacion apropiada de los valores para cinco
umbrales 67, 65,67, 65, 6,. Una especificacion estricta para un conjunto de
datos puede producir el no descubrimiento de reglas de excepcion. Por otro lado,
una especificacion generosa para un conjunto de datos puede producir el
descubrimiento de muchas reglas de excepcion y el proceso computacional es
tipicamente consumidor de tiempo. Este problema proviene del hecho de que hay

cinco criterios de evaluacion PAr(YH), ﬁr(YHZV), Pr (xX1Y,), PAr(x’|YHZV),
I§r(x' |Z,) de patrones de descubrimientos.

arbol para sl arbol para cl

arbol para s2 arbol para c2 arbol para c3

r1 (0.02,0.67,0.0009,0.55,0.40) r5 (0.06,0.67,0.0030,0.68,0.40)
r2 (0.11,0.59,0.0009,0.55,0.32) r6 (0.11,0.59,0.0030,0.68,0.32)
r3 (0.06,0.67,0.0006,0.57,0.40) r7 (0.06,0.67,0.0004,0.60,0.34)
r4 (0.07,0.59,0.0006,0.57,0.32)
Fig. 1: llustracion basada en la estructura de los datos propuestos, donde un
arbol AVL es empleado como un arbol de busqueda balanceada, y las llaves son

SLPR(Y,)), 2 (Pr(Y,Z,)) , ¢l (Pr(x]Y,)) ,c2 (Pr(x'|Y,Z,)) ,c3 (Pr(x'|Z,)). Los

nameros entre paréntesis representan valores de éstos indices para el par de
reglas correspondiente. En un arbol, *rl, *r2, ..., * r7 representa un indicador
pararl, r2, ..., r7, respectivamente.
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Para este problema, hemos inventado primero una estructura que puede
manejar los patrones descubiertos con criterio multiple (Suzuki, 1999). La
estructura de datos es basada en un arbol de altura balanceada. Para comprender la
planificacion flexible, asignamos un arbol para cada indice. Un nodo de un arbol
representa un indicador para un patron descubierto, y esto permite la
transformacién rapida del arbol. Mostramos, en la Figura 1, un ejemplo de esta
estructura de datos que maneja siete pares de reglas r, r,..., Iy .

En nuestro método, un arbol de altura balanceada se asigna a cada criterio de
la evaluacién, y un nodo de un &rbol representa un indicador para un patron
descubierto. Entonces hemos propuesto un algoritmo que actualiza los umbrales y
descubre a lo sumo # pares de reglas (Suzuki, 1999). En este método, cada vez se
descubren (i +1) —ésimos pares de reglas, por lo que se refiere al criterio actual, el

peor par de reglas se anula, y se actualiza el valor del criterio segun el par de reglas
anulado. Cada vez que este proceso ocurre, el criterio actual se reemplaza por otro
criterio.

3.4 Estudio de Meta patrones para la Representacion del Conocimiento

En los métodos de las secciones 3.1 y 3.2, el descubrimiento de patrones es
restringido a (1). Clasificamos estructuras de excepcion/desviacion para el
descubrimiento de patrones interesantes basados en un meta patron y se propuso
un algoritmo eficaz que descubre todas las estructuras (Suzuki, 2002, 2004b).

En este estudio, definimos que una regla u — » satisface:

PAr(u) >0 (generalidad) y PAr(u |u) > 0 (precision) (14)
Similarmente, también introducimos una regla negativa como u -4 » , donde
0, es un umbral dado por el usuario.

Pr(u)>6s y Pr(v|u)<e, (15)
En el estudio, una estructura de excepcién/desviacion es definida como una
regla triple t(y,x,a, 8,7,8) que representa el meta patrén, usando las letras x,vy,z.

Una regla fuerte, una regla de excepcion y una regla de referencia son definidas
como y - x, a> B,y y— 4, respectivamente.

t(ylxlalﬁvyvé) (16)
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donde cada uno de «,8,y, Yy J representan una meta variable que es definida por
las variables x, y y z, definicion que se derivada de varias estructuras de

excepcion/desviacion. Aqui y — x representa una regla y muestra que Pr(y) y
Pr(x|y)son mayores que sus respectivos umbrales. Por otro lado, « /> f
representa una regla negativa y muestra que Pr(az) es mayor que su umbral, y

A
Pr(8]«) es menor que su umbral.

(o.B.7,8) € {(z.%,Y,2).(2,%,2,¥),(%.2,2,),(y.2,2,X)} a7)
Bajo suposiciones apropiadas, nuestra estructura de excepcién/desviacion
puede ser clasificada en once estructuras que son mostradas en la Figura 2.
Descubrir reglas de asociacion (Agrawal et al., 1999) asume un conjunto de
datos de transaccidn, que tiene sélo atributos binarios. Cada atributo puede tomar
“1” 6 “0” como su valor, y la mayoria de los valores del atributo son “0”. El
esparcimiento del conjunto de datos permite emplear la primera ramificacion de
bisqueda. Note que si dicha ramificacién de busqueda se empleara para un
conjunto de datos ordinarios, el numero de conjuntos de items grandes seria
inmenso. En semejante caso, la eficiencia en tiempo seria tan pobre que cualquier
primera ramificacién del algoritmo seria poco practica. Asumimos un conjunto de
datos ordinarios y proponemos un algoritmo que realiza primero la busqueda en
profundidad para las ternas de letras a,b,c . EI nimero de 4tomos en una letra a es

representado como|a|. Consideremos |al,|b|,/c| <M como la restriccion de
busqueda en el algoritmo anterior. El tiempo de eficiencia de este algoritmo es
o(m*™ ), donde m es el nimero de atributos en D . Esto se justifica puesto que este

algoritmo es completo, en el sentido que descubre todos los trios de reglas. Esta
ineficiencia es remediada por un nuevo procedimiento de poda (Suzuki, 2002,
2004b).
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Fig. 2: Posibles trios de reglas. Un rectangulo en el centro de la parte superior
para cada trio representa una union de letras en la parte superior derecho e
izquierda.

4 Evaluacion experimental
4.1 Tiempo - eficacia de MEPRO

MEPRO se ha aplicado al conjunto de datos "hongo™ (8,124 ejemplos, 22
atributos, 2 clases) y al conjunto de datos "Archivos de la Votacion del congreso”
(435 ejemplos, 16 atributos) en el Almacén UCI y descubiertas las reglas de
excepcion, cada una de ellas es interesante al menos desde el punto de vista
estadistico. La poda resulto ser util, puesto que logré un aumento de velocidad, en
mas de 5 veces, para el conjunto de datos "Archivos de la Votacién del congreso”.
El tiempo de ejecucion para el conjunto de datos de votacion con la profundidad
méaxima de 5 es aproximadamente de 66 segundos.
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4.2 Efectividad de PADRE

La primera serie de experimentos se realizaron para investigar el desempefio y
la efectividad de la poda de PADRE con diferentes conjuntos de umbrales, usando
el conjunto de datos "hongo". Nosotros primero aplicamos PADRE sin su método
de poda, y lo encontramos inaceptablemente ineficiente: el tiempo computacional
para un solo ensayo se estima en méas de 80 dias bajo una condicion tipica. Por
consiguiente, usamos PADRE con su método de poda, y comparamos el caso de
8=0.95 con & =0. Comparar estos casos podria justificar el costo extra de calcular
estos coeficientes.

La tabla 1 muestra el namero de pares de reglas encontrados y el nimero de
nodos investigados por PADRE con §=0.95y §=0. En los experimentos usamos
95 =1.0, M =3. Para los otros parametros 915, 925, 9':, 6; , valores estandares
son establecidos como 0.25, 0.05, 0.70, 0.50, respectivamente, y modificamos uno
de ellos en cada ensayo. Considerando el significado de exactitud, sustituimos

Pr(c), Pr(c"), Pr(c') por 61':, 65, 62|, cuando Pr(c)>01':, Pr(c')>6§,

F?r(c’) > 62' , respectivamente. Aqui, ﬁr(edibleclass =e), PAr(edibIecIass =p)<0.55.

Asi, no investigamos los casos 92' >0.55 dado que son equivalentes con el caso

|
65 =0.55.

La tabla 1 muestra que considerar coeficientes en el criterio de parada,
mejora la eficiencia en tiempo en aproximadamente un 20%. La mejora es menos

eficaz cuando 623 es modificado, pero es todavia mayor del 12%. Podemos

concluir que considerar los coeficientes G() en el criterio de parada es eficaz en

estos experimentos para un eficiente descubrimiento de reglas de excepcion. De la
tabla vemos también que el nimero de pares de reglas descubiertos es menor que

100, a menos que 023 sea fijado en 0.02 6 0.01. Esto muestra que la salida de

PADRE puede se tipicamente controlada por un humano que no le gusten los
métodos convencionales de descubrimiento de reglas. También debe notarse que
los nimeros de pares de reglas investigados son a menudo moderados: ellos son
menores de 1.00*107, salvo para los dos casos, y puede investigarse a lo sumo
dentro de unos pocos dias con una computadora personal.
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 de # de nodos razén de
’ id 0,
parametro |  valor reglas (+10%) reduccion (%)
§=0.95 §=0
(estandar) 3 3.26 4.18 78.0
918 0.05 3 6.32 7.78 81.2
0.10 3 5.30 6.60 80.3
0.15 3 4.40 5.44 80.8
0.20 3 3.81 4.67 81.6
928 0.01 7.445 20.20 23.93 84.4
0.02 683 11.58 13.30 87.0
0.03 3 7.28 8.51 85.4
0.04 3 4.90 5.78 84.7
91': 0.50 63 3.86 4.75 81.2
0.55 28 3.70 4.53 81.6
0.60 26 3.60 4.42 81.5
0.65 18 3.51 4.26 82.5
92I 0.55 6 3.35 4.23 79.1

Tab. 1: El desempefio de PADRE con/sin la evaluacién de fiabilidad en el
criterio de parada (5 =0.95 y & =0, respectivamente). Es el conjunto de datos

“hongos” es empleado y 91': =1.0, 6=0.95, M =3. Para los otros parametros

05 , 023 , 01': , 05 , valores estandares son establecidos a 0.25, 0.05, 0.70, 0.50,

respectivamente, y modificamos uno de ellos en cada ensayo. La razon de
reduccion representa el nimero de nodos con la evaluacién de fiabilidad
(8 =0.95) dividido por el nimero de nodos sin €l (5 =0).

En la segunda serie de experimentos hemos mostrado que PADRE puede
usarse para justificar una ausencia de excepciones fuertes en un conjunto de datos.
Usando el conjunto de datos “censo” con varios valores de los parametros, PADRE
encuentra pares de reglas, cada uno de los cuales muestra, intuitivamente, débiles
excepciones sobre el salario anual. Atribuimos este resultado a la misma naturaleza
del problema, ya que las excepciones en los salarios son raras.

En la tercera serie de experimentos mostramos la efectividad de PADRE en
términos del descubrimiento de reglas interesantes, explicando brevemente nuestro
empefio en el contexto de mineria de datos con el conjunto de datos de la
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“meningitis” (Suzuki y Tsumoto, 2000). El conjunto de datos consiste del40

pacientes, cada uno de los cuales es descrito por 38 atributos y han sido hecho

publicos como un problema de referencia a la comunidad de mineria de datos.

Nuestro método ha descubierto 169 pares de reglas a partir de una version pre

procesada de este conjunto de datos (Suzuki y Tsumoto, 2000). Estos pares de

reglas fueron inspeccionados por el Dr. Tsumoto, quien es un experto en este

campo, y a cada par de regla le fue asignado un puntaje en una escala de 5 para el

siguiente criterio de evaluacion, cada una de las cuales fue juzgada

independientemente.

- validez: grado en el que el patron descubierto se adecua con el dominio del
conocimiento,

- novedad: grado en el que el patrén descubierto no existe en el dominio del
conocimiento,

- utilidad: grado en el que el patrén descubierto es Gtil en el dominio,

- incertidumbre: grado en el que el patrén descubierto contradice parcialmente el
dominio del conocimiento.

Para las puntuaciones, cinco y uno representan la mejor y peor puntuacion,
respectivamente. Los resultados clasificados por los atributos se muestran en las
conclusiones de la Tabla 2.

De la tabla 2 vemos que los promedios de los puntajes de los pares de reglas
descubiertos son altos para varios atributos en las conclusiones. Inspeccionamos
éstos pares de reglas agrupandolos con respecto al atributo en la conclusion, y
encontramos que estos atributos pueden ser clasificados en cuatro categorias. La
primera categoria representa a los atributos con puntajes mas bajos, e incluye
CULTURA, C_CURSO y RIESGO. Consideramos que estos atributos en esta
categoria no pueden explicarse con este conjunto de datos, y la investigacion con
ellos requiere méas informacion sobre otros atributos. La segunda categoria
representa los atributos con puntajes mas altos para la validez y utilidad, e incluye
FOCAL, LOC DAT, y Diag2. Consideramos ademas, que estos atributos en esta
categoria pueden explicarse con este conjunto de datos, y han sido bien
investigados probablemente debido a su importancia en este dominio. Los
consideramos como un objetivo importante en el descubrimiento, aunque el usuario
redescubrird a menudo el conocimiento convencional. La tercera categoria
representa los atributos con puntuaciones aproximadamente equivalentes, e incluye
CT_FIND, EEG_FOCUS y Curso (G).
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atributo # | validez | novedad | incertidumbre | utilidad
(todos) 169 2.9 2.0 2.0 2.7
CULTURA 2 1.0 1.0 1.0 1.0
C _CURSO 1 1.0 1.0 1.0 1.0
RIESGO 1 1.0 1.0 1.0 1.0
FOCAL 18 3.1 2.2 2.7 3.0
LOC DAT 11 2.5 1.8 1.8 2.5
Diag? 72 3.0 1.1 1.1 2.6
CT_FIND 36 3.3 3.0 3.0 3.2
EEG_FOCUS | 11 3.0 2.9 2.9 3.3
Curso (G) 8 1.8 2.0 2.0 1.8
CULT FIND | 4 3.3 4.0 4.0 35
KERNIG 4 2.0 3.0 3.0 2.0
SEXO 1 2.0 3.0 3.0 2.0

Tab. 2: Desempefio promedio del método propuesto con respecto a los
atributos en la conclusién. La columna™ #" representa el nimero de pares de
reglas descubiertos.

Pensamos que estos atributos en esta categoria pueden ser explicados con este
conjunto de datos, y que no han sido bien investigados a pesar de su importancia en
este dominio. Los consideramos como uno de los objetivos mas importantes en el
descubrimiento. La cuarta categoria representa atributos con mas altos puntajes de
novedad e incertidumbre, e incluye CULT FIND, KERNIG, y SEXO.
Consideramos que estos atributos en esta categoria pueden ser explicados con este
conjunto de datos, pero han sido un poco ignorados. Investigar estos atributos
usando conjuntos de reglas descubiertas puede llevar a descubrimientos
interesantes que podrian revelar mecanismos desconocidos en este dominio, a pesar
de su baja importancia. Como reconoce el Dr. Tsumoto, esto es debido al hecho de
que la estructura de un par de reglas es Gtil para descubrir patrones interesantes.
Segun él, nuestro método descubrié los resultados mas interesantes en el contexto
de la mineria de datos (Tsumoto et al., 1999).

En la cuarta serie de experimentos, nuestro método se ha aplicado al conjunto
de datos “Prueba bacterial 1994” (20,919 ejemplos, 135 atributos, 2 clases)
(Suzuki, 2000). Hemos encontrado que necesitamos considerar la distribucion de
los valores de los atributos y relaciones causa-efecto para descubrir patrones
interesantes a partir del conjunto de datos. Sin embargo, esta aplicacion muestra
gue nuestro método es adecuado en términos de eficiencia en la regla de excepcion
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que aflora a partir de un conjunto de datos relativamente grande. El tiempo de
ejecucion es menor a 4 horas con 500 reglas y el atributo en las conclusiones
"CBPs" con el umbral que se fija en la seccion 3.3.

4.3 Efectividad del Umbral Fijo para PADRE

Nuestro método se ha aplicado a cuatro conjuntos de datos, los cuales poseen
caracteristicas diferentes con respecto al nimero de pares de reglas descubiertas.
Los resultados experimentales muestran claramente que nuestro método es eficaz,
tanto para conjuntos de datos con muchos pares de reglas, como para conjuntos de
datos con pocos pares de reglas. Hemos también confirmado que la especificacion
de valores para cinco umbrales puede ser reemplazado por un procedimiento mas
facil, especificando el nimero mas grande de pares de reglas descubiertos.

Debido a la restriccidn de espacio, mostramos solamente los resultados con el
conjunto de datos “hongo”, donde la comestibilidad es el Gnico atributo permitido
en las conclusiones. En los experimentos establecimos el nimero méximo de pares
de reglas descubiertos en 4 =500, la maxima profundidad de bisquedaen M =5,y

la maxima profundidad de blsqueda en M = 6. Un nimero grande de pares de
reglas puede descubrirse del conjunto de datos “hongo”. Sin embargo, un usuario
no sabe esto al analizar este conjunto de datos por primera vez. Establecemos

valores iniciales débiles de los umbrales a: 6 =0.0004, 05 =10/8124, 6] =0.5,
05 =05, 60,=05 vy aplicamos el método propuesto. Como resultado se
descubrieron 500 pares de reglas y los valores finales de los umbrales fueron
67 =0.154, 05 =0.00295, 6 =0.914, 05 =1.000, 0, =0.123.. En la aplicacion se
investigaron 5.00=10° nodos y el nimero de pares de reglas guardados en la
estructura de los datos (incluyendo aquellos que se anularon) fue de 4069.

Hemos aplicado nuestro método con valores iniciales rigurosos 67 =0.1,
65 =100/8124, 6] =0.7, 65 =0.9, 0, =0.5 variando el nimero maximo de pares
de reglas #=100, 200, ..., 500 . La tabla 3 muestra el nimero de nodos investigados,

el nimero de pares de reglas guardados en la estructura de los datos (incluyendo
aquellos que fueron anulados), y los valores finales de los umbrales. A partir de la
tabla vemos que los valores finales de los umbrales son vélidos y el numero de
nodos se reduce a 44 - 56%.
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| #denodos | # de pares de reglas | @S 05 oF 65 0,
100 2.28*106 734 0.177 | 0.015 | 0.783 | 1.000 | 0.228
200 2_51*106 1250 0.211 | 0.015 | 0.809 | 1.000 | 0.240
300 2 63*10° 1662 0.248 | 0.017 | 0.804 | 1.000 | 0.260
400 2.71*106 1893 0.241 | 0.015 | 0.804 | 1.000 | 0.272
500 2.81*106 2245 0.217 | 0.015 | 0.794 | 1.000 | 0.272

Tab.3: Estadisticas resultantes con respecto al nimero maximo " de pares de
reglas en los experimentos con el conjunto de datos del hongo, donde valores

iniciales fueron fijados 67 =0.1, 65 =100/8124, 6] =0.7, 65 =09, 05 =05

Para investigar la efectividad de actualizar los valores de los umbrales, hemos
aplicado nuestro método sin anular un nodo en el &rbol AVL con valores iniciales

67 =0.0004, 65 =10/8124, 0] =05, 05 =05, 0, =0.5. En este experimento, se

investigaron 8.94%10° nodos y fueron descubiertos 8.94x10°pares de reglas.
Vemos que sin actualizar los valores de los umbrales, el tiempo computacional es
casi el doble, y el nimero de pares de reglas descubiertos es enorme.

4.4 Evaluacion del estudio de Meta patrones para la Representacion del
Conocimiento

En nuestro experimento usamos el conjunto de datos “15 UCI” (automdvil,
guarderia, postoperatorio, votos, cancer de mama, hongo, crédito, ostras, diabetes,
levadura, australiano, transbordador, hepatitis, aleman, tiroides), anulamos
atributos que tienen sélo un valor en el conjunto de datos. Para aplicar nuestro
algoritmo, el nimero de cajas de discretizacién se fijo en 4. Otros parametros se
establecieron como 64 =0.025, 6 =0.7, 6, =0.6 y M =2. La figure 3 resume los

resultados del experimento.

En el lado izquierdo se muestra que la poda es eficaz, puesto que sin podar el
nimero de nodos investigados se incrementa en un 5% (“guarderia” y "diabetes"),
en un 285% ("hongo"). Esto es debido al hecho de que un considerable nimero de
nodos en un arbol de bisqueda tiende a tener pequefias probabilidades para sus
descripciones y son por tanto podados. EI nimero de triplos de reglas descubiertas
por tipos revelan tendencias interesantes. Del lado derecho de la figura vemos que
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los tipos 3, 4, 6, 7, 10 son sumamente numerosos: ellos son mas de 1+10° en 11

conjuntos de datos. El tipo 1 también es numeroso dado que es més de 1%10° en 3
conjuntos de datos. Por otro lado, los tipos 2 y 9 son modestos en numero: ellos

nunca exceden 1x10° en cualquier conjunto de datos, y exceden 1104 en 9
conjuntos de datos. Finalmente, los tipos 11, 8, y 5 son raros en este orden: el tipo

11 excede 1x10% en 1 conjunto de datos, y los tipos 8 y 5 nunca exceden 1104 en
ningin conjunto de datos. Tendencias similares se observaron para M =1,
Curiosamente, habiamos anticipado la excepcionalidad de los tipos 2, 5, 8, 9, y 11
como mas robustos que los otros tipos.

Fig. 3. Resultados experimentales, donde “lec” representa 10°
5 Esquema de evaluacion para descubrir Reglas/Grupos de excepcion

Actualmente los articulos que proponen un método para descubrir
reglas/grupo de excepcion, tipicamente evaltan su método por una disminucion del
numero de reglas descubiertas o un éxito en un estudio de caso. Una disminucién
del namero de reglas descubiertas representa un criterio cuantitativo importante
que tipicamente produce una reduccién de los costos de inspeccion para salidas de
mineria de datos. Sin embargo, este criterio de evaluacion tiene una deficiencia
seria, que es que descuida la importancia de las reglas descubiertas.
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En (Suzuki, 2004a), hemos propuesto un esquema de evaluacion para
descubrir reglas/grupo de excepcién. El esquema de evaluacién consiste en siete
criterios: generalidad, monotonia, fiabilidad, rango de blsqueda, interpretacion de
la medida de evaluacion, uso del conocimiento del dominio y éxitos en
aplicaciones reales.

La generalidad representa la posibilidad de que un método de mineria de datos
pueda ser aplicado a un problema con una cantidad pequefia de esfuerzo y ha sido
escogido como un criterio de evaluacién. Hemos establecido las categorias de
generalidad como baja (no puede aplicarse a muchos dominios), media (emplea el
conocimiento del dominio), y alta (no requiere ninglin conocimiento del dominio).
Note que un método que emplea el conocimiento del dominio pertenece a la
categoria "alta" si puede ejecutarse sin el conocimiento del dominio.

Si una regla de excepcion es representada por yz — x, el valor de Pr(x|yz)

difiere tipicamente de Pr(x|y) y Pr(x|z) considerablemente. Por ejemplo, cuando el
valor de Pr(xyz) es casi 1, los valores de Pr(xly) y Pr(xz) estan a menudo
proximos a 0. En tal caso la regla de excepcion yz — x se dice que rompe la
monotonia de las reglas y — x y z — x?. Hemos establecido las categorias de esta

medida como baja (desconocida), media (una direccion), y alta (las direcciones
maltiples).

Como se describié en la seccién 3.2, un patron descubierto a partir de 100
ejemplos y uno descubierto a partir de 10,000 ejemplos difieren en su fiabilidad. El
Gltimo puede ser considerado como relativamente fiable, pero el primero puede ser
un patrén inestable que ha ocurrido por casualidad. Este tipo de problema puede
ser tipicamente resuelto por una aproximacion estadistica para la evaluacion de la
fiabilidad. Hemos establecido las categorias de esta medida como baja (ninguna),
media (hecha para un criterio), y alta (hecha para el criterio maltiple).

Es empiricamente conocido que una regla/grupo de excepcidén con buenas
estadisticas es rara, y nada se descubre con un rango de bulsqueda pequefio.
Consideramos este hecho importante y se ha escogido el rango de bisqueda como
un criterio de la evaluacion. Hemos establecido las categorias de esta medida como
baja (parcial), media (todos), y alta (todos pero es ajustado por el tamafio del
problema de descubrimiento).

Si la medida de la evaluacién tiene una interpretacion clara, seria facil
explicar cémo descubrir reglas/grupo de excepcién con ella. Una medida de

2 Gracias a A. Tuzhilin.
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evaluacion puede ser clasificada en tedrica y empirica, y la Gltima es a menudo
dificil de ser interpretada. Como el significado de patrones descubiertos es un
problema importante, se ha escogido la interpretacion de la medida de la
evaluacion como un criterio de evaluacién. Hemos establecido las categorias de
esta medida como media (empirico) y alta (interpretable).

En el proceso de descubrir reglas/grupos de excepcion interesantes, usando el
conocimiento del dominio, es deseable que se requiera usar menos esfuerzo. Sin
embargo, debemos ser prudentes ya que su uso podria impedirnos descubrir
reglas/grupos de excepcion interesantes. Para ocuparse de estos aspectos, hemos
escogido el uso del conocimiento del dominio como un criterio de evaluacion.
Incluimos la intervencion de un experto del dominio para un sistema de
descubrimiento en este criterio. Establecimos las categorias de esta medida como
baja (el uso es posible), media (el uso es directo), y alta (el uso es sofisticado).

Debe notarse que observando simplemente una disminucién del nimero de
patrones descubiertos, incluso en una aplicacion real, no puede considerarse como
un éxito. Una aplicacion se juzga como un éxito si es descubierto un conjunto de
patrones interesantes para un experto en el dominio. Hemos establecido las
categorias de esta medida como baja (ninguno), media (un dominio), y alta
(dominios multiples).

6 Conclusiones

En este articulo hemos resumido una parte de nuestro esfuerzo para descubrir
reglas de excepcidn estructuradas. Nuestro objetivo era descubrir un conjunto de
pares de reglas posiblemente interesantes a partir de un conjunto de datos en
formato de tabla. Creemos que nuestros resultados en cuanto a medidas
interesantes, evaluacion de fiabilidad, aplicacidn practica, reduccién de parametro,
y la representacion del conocimiento representa un paso hacia el descubrimiento
indirecto de reglas interesantes.

Creemos que algunas clases de interés puede capturarse sistematicamente por
la sintaxis. EI hecho que la estructura de un par de reglas es util para el
descubrimiento de patrones interesantes, representa un ejemplo convincente.
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Resumen. En la mineria de reglas de asociacion, ciertas situaciones
excepcionales desafian el sentido com(n. Este es el caso de la regla
R:a—»cyb —- cy (ayb) - noc. Dicharegla, que estudiamos en
este capitulo, se denomina regla de excepcion. Como continuacion de
los trabajos precursores de E. Suzuki e Y. Kodratoff (1999), en los que
se ha estudiado otro tipo de regla de excepcion, en este caso nos
proponemos caracterizar las condiciones de aparicion de la regla R en
el marco del Analisis Estadistico Implicativo. También extendemos
esta nocion a las R-reglas.

1 Introduccion

Desde los trabajos de Agrawal et al. (1993) las reglas de asociacion se han
convertido en un modelo muy utilizado para extraer tendencias implicativas en
bases de datos. Recordemos que si se dispone de un conjunto E de individuos
descritos por p variables {a, b, ...}, que pueden ser conjunciones de variables
atdmicas y que supondremos binarias, una regla de asociacion a — b significa que
si se verifica a entonces normalmente b también lo hace. Puesto que se extrae un
conjunto de tales reglas de asociacion parciales, es legitimo preguntarse sobre las «
relaciones » que dichas reglas mantienen entre ellas. Esta cuestion ha sido
abordada en la literatura bajo varios puntos de vista. Bajo una Optica de
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estructuracion del conjunto de reglas, se han propuesto distintos métodos (e.g. Lent
et al., 1997; Gras y Kuntz, 2005). Unas representaciones visuales adecuadas
también permiten descubrir dependencias entre las reglas (e.g. Lehn, 2000 o
Couturier y Gras, 2005).

Si se estudia localmente con atencidn estas relaciones, se puede descubrir una
situacion que desafia la intuicion. Supongamos que se tiene, entre tres variables
(por ejemplo, atributos) a, b y ¢, conjuncién de variables binarias en el presente
estudio y verificando a — c y b — c. En casos excepcionales, no se tiene (a y b)
— €, como sugiere el sentido comun, sino (ay b) — ¢ (donde se ha escrito ¢ en
lugar de no c). Esta ultima regla se llamara aqui regla de excepcion.

Sefialemos que trabajos anteriores (Suzuki y Kodratoff, 1999; Suzuki y
Zytkow, 2005) consideran como situacion de excepcion la siguiente:

a —c¢ (llamada regla de sentido comun), no ( b—c’) (llamada regla de
referencia) y (ay b) — ¢’ (Ilamada regla de excepcion) donde c=c’ y donde ay b
son respectivamente conjunciones (a = a; y @, ...y an) y (b = b1y b... y bp).
Nuestra definicién de regla de excepcidon se distingue pues de ésta, pero presenta,
como en Suzuki y Kodratoff (1999), un caracter sorprendente.

Ahora bien, existen, como veremos al dar los ejemplos, situaciones naturales
en las que un caracter excepcional relaciona las tres variables. Para tenerla en
cuenta y estudiar un modelo, extenderemos el sentido precedente acentuando asi el
caracter sorprendente (de excepcion) de una regla derivada de dos reglas simples.

Para ilustrar este tipo de regla, haremos una primera referencia al caso de la
incompatibilidad de grupos sanguineos respecto al factor Rhésus.

Ciertas mujeres, no primipara, cuyos glébulos rojos son portadores de dos
alelos Rh- y cuya inmunizacién anti-Rh+ esta activa, poseen entonces el fenotipo
Rh- (carécter a). Independientemente del padre, el bebé que llevan no presentara, al
nacer, problema de tipo sanguineo (caracter c). Estamos en presencia de la regla:
a—cC.

Un hombre, de genotipo Rh+ y Rh+, posee el fenotipo Rh+ (caréacter b).
Independientemente de la madre, el bebé que engendrard no tendra problemas al
nacer (caracter c). Esta es la situacion en la que la regla b — ¢ se cumple.

Por contra, una pareja en la que la mujer es Rh- y cumple las condiciones a 'y
el hombre es Rh+ (caré&cter b) podra concebir un bebé que presentara un riesgo
importante por la incompatibilidad Rhésus (caracter ¢). En casos excepcionales,
en efecto, al inmunizarse la madre contra el factor Rh del feto, fabrica anticuerpos
que destruyen los globulos rojos del bebé. Si bien la conjugacién de los caracteres
a 'y b es rara, se encuentra no obstante la realizacion de la regla, a la que hemos
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Illamado “regla de excepcion”, (ay b) — ¢. Por otra parte, y en favor de una
prevencion adaptada, se toman precauciones para evitar el problema en cuanto se
advierte sobre los fenotipos de los padres (por ejemplo la exsanguinotransfusién).

Se encuentra una situacion comparable de aparicion de regla de excepcion en
el estudio de fendémenos de interferencias luminosas, por ejemplo en el
experimento cléasico de las franjas de Young (Bruhat G., 1959). La misma fuente
luminosa franqueando dos ranuras idénticas (a y b) conduce a franjas de
interferencias en las que se alternan zonas de intensidad luminosa (c) variable
susceptible de debilitarse y/o anularse (¢).

En este capitulo, tratamos de caracterizar las situaciones que presentan este
tipo de reglas. Nos situamos en el marco del Analisis Estadistico Implicativo (ASI)
que ha demostrado su pertinencia en Extraccion de Conocimientos en los Datos
(ECD) para la mineria de reglas de asociacion’.

En la primera parte recordamos brevemente los principios basicos del ASI que
nos sirven a continuacion. Posteriormente proponemos una descripcién conjuntista
de una regla de excepcion, seguida de un ejemplo numérico cuyo analisis nos
permite establecer ciertas conjeturas sobre las condiciones favorables para la
aparicion de una regla de excepcion. Acabamos con una caracterizaciéon formal de
estas condiciones bajo las dos modelizaciones de muestreo més utilizadas en ASI:
el modelo de Poisson y el binomial. Esta se expresara en términos de relaciones
algebraicas entre los parametros de la situacion.

2 Principios del ASI — Repaso

Denotemos A y B los subconjuntos respectivos de E de individuos que
verifican respectivamente las variables a y b. Para una regla cualquiera a— b,
observada en E, el ASI consiste en comparar el nimero de contraejemplos n_  a

dicha regla observados en A~ 8, con el numero de contraejemplos que aparecen
en una extraccion aleatoria e independiente de dos partes X e Y de E con los
mismos cardinales respectivos que A y B (Figura 1) (cf. (Gras, 2005) y (Lebart et
al., 2006)). La variable aleatoria asociada se denota N, .

La calidad de la regla a—»b serd intuitivamente mejor cuando
Prob[N, 7 >n, ;] sea proxima a 1. dicho de otro modo, en general, se observa

mas contraejemplos en circunstancias de aleatoriedad que en la muestra observada.

1 ¢f. Actes de la 3° Rencontre ASI 3 de Palerme, 6-8/10/05, GRIMM, Université de
Palerme
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En ese caso, el puro azar conduce asi, en promedio, a mas contragjemplos que los
gue se han observado.

Las partes rayadas
E corresponden a los

contraejemplos observados

oaleatoriode a —» b

Fig. 1: Representacion conjuntista

El método de seleccion al azar de X e Y, bajo una hipotesis a priori de
independencia de a y b, conduce a distintas opciones para la ley de probabilidad de
la variable aleatoria N, . Dos de estas modelizaciones se utilizan generalmente

en ASI, llevandonos al modelo de Poisson y al modelo binomial (Gras, 1979;
Lerman, 1981a y Lerman et al. 1981b). Se centra y reduce (tipifica) esta variable
dando lugar a Q(a,b ) ; cuya observacion contingente, su realizacion, es q(a,b ).
Por ejemplo, en el caso de Poisson, se obtiene:

B Naab-Ne
Nanbat

glaab,c) = n
Nanb-Ng
n

La intensidad de implicacion se define entonces como ¢ (a,b) = Prob[Q(a,b )
> ((a,b )], cuyo valor aproximado, usando la gaussianidad centrada y reducida
asintotica, es:

0 (a,b) = [e 2dt 1)

1
Jan a(ab)
Cuanto mas negativo sea q(a, b ), mejor seréa la calidad de la regla a— b.

3 Interpretacion e ilustracion de las reglas de excepcion

Sean A, B, Cy AN B los subconjuntos de individuos de E que verifican las
variables a, b, ¢ y (a y b), respectivamente. En la situacién aqui mostrada, las
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variables son binarias, pero el ASI permite considerar de igual modo otros tipos de
variables (Gras 2005).

3.1 Dos enfoques para la caracterizacion de las reglas de excepcion

Supongamos la situacion prototipica de las reglas de excepcion: a—»c¢, b—»cy
(ay b) - ¢ (mientras que (ay b) — c es de peor calidad). Esta se expresa, en
términos conjuntistas, por una cuasi-inclusion de los conjuntos de individuos, a
saber: A y B estan mayoritariamente incluidos en C, pero AN B esta, sobre todo,
contenido en el complementario C. La ilustracion siguiente muestra la situacion
conjuntista.

Fig. 2: Aparicion de una regla de excepcion conjuntista

En el marco del ASI, dos enfoques podrian permitirnos destacar esta
situacion.

El primer enfoque se basa en el andlisis de la intensidad de implicacion ¢ (a,b)
segun la teoria presentada en la Seccion §2. Este nos permite decidir el rechazo de
(ay b) > cy, por contra, hace aparecer una intensidad, nada despreciable en
ocasiones, de (a y b) — ¢ que justifica que se tenga en cuenta como regla de
excepcion. Una representacion grafica de las relaciones implicativas entre las
reglas elementales anteriores se ilustrara en la Seccion § 3.2.

El segundo enfoque se basa en la extensién, que hemos propuesto, de reglas a
R-reglas (reglas de reglas) del tipo R— R’, donde R y R’ son a su vez reglas (Gras
y Kuntz, 2005). Intuitivamente, estas reglas son comparables a las que aparecen en
matematicas, donde un teorema R tiene por consecuencia otro teorema R’ 0 se
continua con un corolario R’. Evidentemente, s6lo se trata de una metéfora, pues en
ASI se consideran reglas parciales, no estrictas, y que por tanto no siguen la légica
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formal mas que en casos excepcionales. Estas se construyen segln un algoritmo
recursivo utilizando un indice llamado « cohesion ». Este informa de la calidad de
las relaciones implicativas de las variables de la regla R con las variables de la
reglaR’.

Recordemos que, en logica formal, la regla generalizada, regla de regla, o R-
regla, a= (b= c), compuesta por las reglas R; = (b= c¢) y R, = (a= Ry), es cierta
si y solo si lo es laregla (ay b) = c - son légicamente equivalentes - donde las
variables a, b y ¢ pueden ser a su vez reglas (Gras y Kuntz, 2005). Ahora bien,
hemos observado, en el examen de las reglas elementales de la forma o — S, que
(ay b)— ¢, regla de excepcidn, esta, normalmente, en contradiccion semantica con
(a—cy b—c) y que esta conjuncidn es mas bien compatible formalmente con (ay
b)—c.

Del mismo modo, la R-regla a— (b— c) esta en contradiccion formal con (a
y b) — ¢ . Pero al estar en el marco del ASI, donde las reglas son parciales, esta
Gltima regla puede aparecer aunque sea inesperada. Diremos en ese caso, COmo
anteriormente, que (a y b) —= ¢ es una regla de excepcion de la R-regla
a— (b—c). Un arbol jerarquico ilustra en el parrafo siguiente este enfoque por R-
reglas.

3.2 Ejemplo numérico

Hemos creado un fichero ficticio de 200 individuos (cf. una tabla parcial del
mismo se muestra en el Anexo), individuos sobre los que observamos las variables
binarias: a, b, aAnb, ¢ y t. Los valores asociados de las intensidades de
implicacion se muestran en TAaB 1. Se han obtenido con el programa CHIC
(Couturier y Gras, 2005), el cual permite los célculos y representaciones gréficas
de conjuntos de reglas obtenidos de los datos,

a b C 9 anb
0.000.79 | 0.89 | 0.08 | 0.89
0.79 1 0.00 | 0.84 | 0.10 | 0.88
0.68 | 0.67 | 0.00 | 0.00 | 0.36
0.32 1 0.33 | 0.00 | 0.00 | 0.64
anb|1.00]1.00]|0.03]|0.97 | 0.00
Tab. 1: Intensidades de implicacion asociadas a un juego de datos

oo oo




Regla y R-regla de excepcion en Analisis Estadistico Implicativo

Seflalemos las frecuencias de aparicion de las variables: na=ny=12; Na A= 7;

n.= 50. Las intensidades de implicacion asociadas son:

¢ (a,c) =0.89; ¢ (b,c)=.84, ¢ ((ayb), c)=0.03,
mientras que ¢ ((@ y b),c) = 0.97; lo que confirma la presencia de una regla de
excepcion.

a) Bajo el primer enfoque de reglas elementales, un analisis de la tabla
completa mediante CHIC produce el grafico implicativo (Figura 3.a) y se constata
la buena calidad de implicacion de a 'y de b sobre c. Se constata igualmente que se
tiene a— ¢ y b— ¢. Dado que CHIC permite conjunciones de variables, se obtiene
esta vez el fendmeno relacionado a la existencia de una regla de excepcion (Figura
3.b).

ab
a b

3.a- Reglas simples 3.b- Aparicion de la regla de
excepcion

Fig. 3: Grafo implicativo con las reglas simples y con conjuncién

De manera general en ASI, nos parece que las tres condiciones siguientes son
favorables a la aparicion de una regla de excepcion de a A b sobre no c:

Una cierta calidad de implicaciéon de a y de b sobre c; esta condicion de
sentido comdn conduce a que la regla (aAb) — ¢ sea la esperada, y no la regla
(aAb) — t,quelovaaseralapostre;

Una mala calidad de parecido entre (& A b) y ¢ (ny,.p.c €S UN valor bajo);

Una buena calidad de parecido entre a y b cuando la referenciaes ¢ (ng.paz
es un valor alto, relativo a ny A ).

b) Bajo el segundo enfoque, relativo a este ejemplo numérico, a— b,
débilmente (.81), y a—» cy b — ¢ un poco méas fuertemente (.85 y .89). Por
consiguiente, la R-regla a— (b— c¢) queda confirmada segun el ASI y expresada
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por medio del programa CHIC. Los siguiente arboles ilustran respectivamente, por
una parte, la regla generalizada a—(b— c), donde se observa que a y b no tienen
relacién implicativa alguna con no c, y por otra, que la regla de excepcion (a 'y b)
— C Se obtiene en cuanto se hace la conjuncion de a 'y b.

Fig. 4: Representacion jerarquica de la R-regla a—@®— c)

Fig. 5: Representacion jerarquica de la R-regla de excepcion (ay b)—c

Dicho de otro modo, la ausencia de coherencia entre el arbol obtenido de los
datos (Figura 4) y el arbol creado tras la conjuncién de las variables (Figura 5)
testifica la aparicion de la regla de excepcion. Esta ha podido ser observada de
modo analogo gracias a la falta de coherencia entre las dos representaciones de los
grafos implicativos.

Asi pues, al igual que con el enfoque grafico recién presentado, la doble
construccion de la jerarquia implicativa: variables elementales (Figura 3a) vy
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posteriormente conjunciones de variables (Figura 3b), permite, tras el examen de la
no coherencia, descubrir la existencia de una R-regla de excepcion.

4 Relacion entre las intensidades de implicacién de a A b sobre ¢y sobre
noc

Recordemos que, en ASI, modelizamos la implicacion de a sobre b de dos
formas: con una ley de Poisson de parametro .= nyn;/n; con una ley binomial

de parametrosny p = ngyn; /nn.

La modelizacion hipergeométrica se descarta por no distinguir entre
implicacién y su contra reciproca (Gras et al., 1996b).

Establezcamos para cada uno de estos modelos las intensidades de
implicacién de la conjuncién aAb sobre las variables ¢ y no ¢ (denotado ¢).
Usaremos la sencilla relacion: ng,p.g = Naxb - Nanbac -

4.1 Modelo de Poisson

a) Primer enfoque por reglas elementales, bajo este modelo, para las
implicaciones anb —¢C y aab — ¢, respectivamente, los indices qi(asb, ¢) y
g2(anb,c)son

Naab-Nc _ Naab-Ne
Nasbac — Nanbat —

Q= n y Q2= n (2)

}na/\b Ne fna/\b Ng
n n

Para que la implicacion aab — ¢ sea de buena calidad, es necesario que q;
sea negativo.
En efecto, el nimero de contraejemplos observados n, . debe ser inferior a

aquel que tendria por el azar, bajo hipotesis de independencia entre anb y ¢, sea

. n .n
esta media —22b-—¢

Se encuentra ahora un argumento que justifica el caso (2) del parrafo anterior.
De las definiciones (2) se deduce:
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Nyrp N bf_na/\b-nc
qu = anb —ranbnac n — . na/\b/\E'n_na/\b(n_nc)

\/naAb.nC JNNgpNe
n

n _ r‘a/\b ng naAb N
anbaC —
/na/\b Ne fnaAb Ne
n

Finalmente: q; =—Q» f , es decir, G __ e )
Ne qz nc

0. Y Q2 son claramente de signos contrarios, lo que va acorde a la
intuicién. Pero ademas, el tamafio de positividad de g, induce el de negatividad de
Qa.

En el sentido de la intensidad de implicacion (clasica), para que lareglaasb
—C sea considera como de excepcion, y aparezca, la diferencia ¢(aab,c) -

o(a b, c) debe ser positiva y suficientemente grande:

_q |Me
1 +o0 7& 1 +00 _ﬁ 1 o N _ﬁ
e 2dt— e 2dt= e 2dt (3)
V27 d[l V2mn In V27 C{L
c

Consecuencia 1. Habra aparicion de regla de excepcion:

Narb M (infra-
n n

. . n
cuando g, Sea negativo, es decir cuando —22PAC <
n

independencia) ;

- de mayor calidad cuanto mayor sea el conjunto C, de ejemplos de c, respecto al
conjunto de ejemplos de la negacién no c. La fuerza de la intensidad de la
excepcion serd comparable al valor de la integral gaussiana sobre el intervalo

[01; —ql\/:T]. Ademas, la regla esperada y la de excepcién coinciden si g1 = Qs
c
=0.

Asi pues, es el caso de independencia entre aab y¢T, y por tanto entre aAby
¢, el que hace desaparecer la regla de excepcidn.
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b) Bajo el enfoque de R-reglas, considerando la regla (b— ¢) como variable
binaria, es decir, tomando el valor 0 si b=1y ¢=0, y el valor 1 en los otros casos,
los contraejemplos a la regla son en cantidad np.z. En estas condiciones, los

contraejemplos a la R-regla a—(b— ¢) aparecen cuando a toma el valor 1 mientras
que (b—>c) toma el valor 0, es decir cuando batT toma el valor 1. Por
consiguiente, el numero de estos contraejemplos es ng.p.z Y €l indice de

implicacién asociado a la R-regla, bajo la modelizacion de Poisson de la
implicacién, es por tanto:

NanbAC — Na-NpaC
0z = anbac n _ N.Na baC —Na-NbacC
J”a-nbAc \/n-na'nb/\é
n

Se constata que este indice es diferente al asociado a la reglaab — ¢, que es
la regla elemental esperada de la conjuncién a—c y b—c. Por esto, los
indicadores que nos permitiran predecir la existencia de una regla de excepcién en
este enfoque jerarquico serén distintos a los que nos que nos lo permitian usando el
enfoque del grafo implicativo.

Recordemos pues que el indice de implicacion de (a A b)— ¢ es:

N rpac — Nanb-Ne
qi= anbac n _ NNaabac ~Nanab-Nc

/naAb-nc v NNaab-Nc
n

Se demuestra, por transformacién de los dos indices, que g; es negativo (y la
regla de excepcion serd valida) cuando gz sea positivo (y la regla esperada no
aparezca) si y solo si:

Nab > N
Na ng

Es decir, si la frecuencia condicional de b en a es superior a su frecuencia en
¢. Reciprocamente, si esta desigualdad se observa en el otro sentido, la regla
esperada aparece, mientras que la de excepcion deja de existir.

En el ejemplo numérico que ilustra la regla de excepcion an b — ¢, tenemos:

por una parte: ng.p =7, Np = 24, es decir n;‘—“’ =0.29,y,
a
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por otra parte: ny,.z= 8, ng = 100, es decir nb—féz 0.08. La desigualdad se

ng
cumple sobradamente.

Este resultado analitico es distinto al obtenido bajo el enfoque grafico, lo que
confirma la diferencia de significado de las dos representaciones de la implicacion.

4.1. Modelo binomial

Llamemos q’1 y q’, respectivamente a los indices de implicacion respectivos
de arnb—CTyansb — c, cuando el modelo de seleccion aleatoria de las partes A, B
y C es binomial. En ese caso, mediante un calculo comparable al modelo anterior,

se obtiene
q_'l: _\/nc(n2 _na/\b'n(:)
9, nc(n2 —Nanb-Nc)
Sea
1
N, Nz ) |2
(1_ anb2 cj
k(ab,c)=|>——=%| .
1— na/\b'nc
n2
Entonces,

G4 /”i. k(a,b,c)
qlz N

y la diferencia ¢(aAb,t) — ¢(aAb,c)entre las intensidades de implicacion es
t2 + o t2
= 1 .
e 2dt ——— [ ezd =

1
Nrd
\/qul \/ﬂ —Q'1\/§k (a,b,c)

,[n
-q'1 [-S k(abe)
. \ne t

N I e 2t
T

a7

(4)

®)

(6)

()
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Consecuencia 2. Para el modelo binomial, la diferencia entre las intensidades de
implicacion serd, no s6lo funcién del cociente :—C sino también de k(a,b,c) (5).

C

.. , . n

Este coeficiente mayor, y refuerza asi el efecto de la ratio i, cuando
-
C

p-NasbNe oo g NarbNe oo gocir cuando "aal Me 55 Nasb Mo Appos
n2 n2 n o n n n

miembros de esta desigualdad no son otros que, de izquierda a derecha, las

probabilidades respectivas del nimero de contraejemplos de las implicaciones

arb—>cyasb—c (bajo el modelo binomial, donde las variables aAb y ¢ serian

independientes). Asi pues, cuanto mas se espere una refutacion de arb—¢, a la

vista de n, .,y de T, el cardcter sorprendente, excepcional, de esta regla quedara

méas manifiesta por la constatacion de un numero reducido de contraejemplos
observados, a saber n,.,... Estos la validarian en detrimento de arb—c

(argumento favorable a la conjetura 3 de la Seccion § 3.2). La desigualdad muestra

la « contribucion activa a la excepcion » a la relacion :% , contribucién que aportan
C

los individuos de la premisa, de cardinal n,,,, en los de la tesis, de cardinal ng .

Esta consecuencia 2, ligada al modelo binomial, nos parece, entonces, de méas
riqueza que la consecuencia 1, pues nos proporciona una relacién de control mas
fina entre los parametros que bajo el modelo de Poisson para el caracter de
excepcion. Este fendmeno, ciertamente relacionado con el nimero de pardmetros
de la definicién del modelo binomial, se recompensa sin embargo con un interés
que el programa CHIC permite explotar a través de las opciones de su mend.

Nota: A titulo de comparacidn, interesémonos en otro indice de medida de
calidad de reglas, la confianza c, que forma parte de otros indice de calidad
importantes (Lenca et al. 2004). Esta se expresa como:

cla-»c) = na—Ac(denotada usualmente: Prianc]

N, Pr[a]
probabilidad condicional de ¢ sabiendo a).
La relacién entre las reglas que hemos examinado es entonces:

— _ Nanbng n
c(anb—>T)= —8aBAC =7 _ ZBADAC =1 _g(aab—>c)
Nanb Nanb

, 'y dicho de otro modo
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La regla de excepcion tiene como medida el complemento a 1 de la regla
esperada. Asi pues, es independiente de los valores absolutos observados.

5 Conclusién

Cuando dos variables implican una tercera, que la conjuncion de las primeras
impligue mas bien la negacién de la tercera, se considera por nuestra parte como
regla de excepcidn, en un sentido proximo, pero distinto, al de Suzuki y Kodratoff
(1999). Hemos estudiado e ilustrado mediante un ejemplo numérico y un ejemplo
de genética, la expresién de este caracter excepcional. Posteriormente hemos
precisado las relaciones entre los pardmetros de las variables bajo las dos
modelizaciones sobre las que se construye el Analisis Estadistico Implicativo: un
modelo de Poisson y un modelo binomial, ambos convergiendo hacia el mismo
modelo gaussiano.

Hemos evocado un enfoque complementario para la deteccion de estas reglas,
basado en trabajos de los Ultimos afios sobre R-reglas (Gras y Kuntz, 2005). La
construccion de una jerarquia implicativa asociada no ha sido desarrollada
inicialmente en este objetivo. Sin embargo, constituye una via de exploracion tanto
desde el punto de vista algoritmico como el metodolégico, relativo a la
interpretacién de los que podrian ser las “R-reglas de excepcion”.
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Anexo

Hemos construido un fichero ficticio de 200 individuos sobre los que
observamos las variables binarias: a, b, aA b, ¢ y no ¢. He aqui las primeras 20
lineas de la tabla. Son las 4 primeras las que intervienen principalmente en la
aparicion de la regla de excepcion:

individuos|a |b |aAb|c |noc
1 1)1 1 0| 1
2 1|1 1 0| 1
3 1|1 1 0| 1
4 01 0 0| 1
5 110 0 1] 0
6 011 0 1] 0
7 110 0 1] 0
8 01 0 1] 0
9 1|0 0 1] 0
10 01 0 1] 0
11 110 0 1] 0
12 0|1 0 1] 0
13 110 0 1] 0
14 01 0 1] 0
15 110 0 1] 0
16 011 0 1] 0
17 110 0 1] 0
18 01 0 1] 0
19 110 0 1] 0
20 011 0 1] 0
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Resumen. En didactica de las Matematicas, pero mas generalmente en
las ciencias humanas, numerosas investigaciones utilizan analisis
cualitativos para falsificar experimentalmente hipdtesis formuladas a
priori. Tal criterio metodolégico, aplicado a una investigacion, resulta
muy a menudo insuficiente para analizar todas las variables en juego de
los fendmenos de contingencia de la ensefianza/aprendizaje, no obstante
en ciertos casos (analisis puntual de los protocolos, de video, etc.),
permite encontrar algunas relaciones interesantes. Pero si el nimero de
sujetos es demasiado grande, el andlisis cualitativo no logra recuperar
todas las relaciones existentes entre las variables en juego. Un andlisis
cuantitativo sobre una base estadistica se impondra y sera completado
por un analisis cualitativo, indispensable para una interpretacion
contextual. Esta comunicacién presenta una medida que permite
confrontar estadisticamente, el analisis a priori y la contingencia.
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1 Datos

Los datos de una investigacion en un contexto de prueba de evaluacién de una
leccidn, generalmente, estan compuestos de los siguientes elementos:
- un conjunto de items o variables V en numero v,
- un conjuntos de sujetos Y en nimero n,
- un conjunto W de actitudes, concepciones, comportamientos
generales esperados en el curso de la prueba en la cual los sujetos
tienen que responder a los items V.
Sobre la base de estos datos, los objetivos de la investigacién de comparacion
entre aquello que se espera y aquello que se observa, son dobles:
- el producto WxV que permite extraer relaciones a priori entre las variables,
- el producto ExV que representa el comportamiento observado de los n sujetos
segun las v variables.

2 Problematica

El anéalisis a priori permite evidenciar relaciones de similitud y relaciones
implicativas a priori entre las variables. Estas relaciones son, por supuesto,
hipotéticas y basadas sobre el conocimiento de los aprendizajes conocidos o
supuestos conocidos y de las condiciones de ensefianza. Aqui, nos interesamos
esencialmente en las relaciones implicativas, del conocimiento de las reglas, segun
el vocabulario del “Data mining”. Se trata entonces de comparar las calidades
implicativas de las relaciones del tipo a = b obtenidas por el analisis a priori, por
ejemplo, por las concepciones de los alumnos ficticios, y aquellas conseguidas por
el andlisis a posteriori, que preferimos llamar analisis de la contingencia, porque se
apoya directamente sobre la base de los comportamientos observados en una
prueba.

Precisamos, en el andlisis a priori los sujetos tradicionalmente considerados
son concepciones o actitudes esperadas y no los sujetos reales (alumnos por
ejemplo). Establecemos a priori reglas en esta “poblacion” de “sujetos”: si tal
variable a es observada entonces tal variable b generalmente lo es, a pesar de
eventuales contra-ejemplos en nimero aceptable para el investigador, segin un
nivel de significacion determinado. Asi, el analisis a priori se hace sobre la base de
los presupuestos justificados por la practica, de las observaciones anteriores, de los
resultados conseguidos por otras muestras, etc. Pero, en la contingencia, los
sujetos son individuos, hic et nunc. En este caso, se observan cuasi-reglas del tipo
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a=Db entre las mismas variables en la medida donde, muy a menudo, las
observaciones estan contaminadas por contra-ejemplos.

En la prueba a priori, prueba que es ficticia y pilotada por el investigador, el
namero de contra-ejemplos de la implicacion a=b puede ser nulo cuando este
investigador ha decidido que la observacién de a conduce inexorablemente a
aquella de b. Esto no ocurre en el caso real o contingencia, donde se puede
observar un numero debil de tales contra-ejemplos, sin que sea rechazada la
hipétesis de que a implica generalmente b. Pero, al contrario, el investigador puede
esperarse un numero importante de contra-ejemplos en su estudio a priori y, méas
tarde, notar un débil nimero de contra-ejemplos de a=>b en el andlisis de la
contingencia. Es esta distorsidon, entre lo que es previsible y lo que es observado, lo
que nos interesa. Para hacer esto, procedemos de un modo diferente al conducido
en un estudio anterior (Spagnolo, 1997) en el cual no nos hemos referido a una
muestra probabilistica.

3 Formalizacion de la comparacion entre el andlisis a priori y el andlisis
de la contingencia

3.1 Retorno al ASI

Para simplificar y apoyarnos mas facilmente en la intuicién, consideramos el
marco del Andlisis Estadistico Implicativo (ASI) en el cual la calidad de la

implicacion a=>bse mide con la intensidad de la implicacion (p(a,B) Ilamada
clésica.
Recordemos brevemente que ¢(a,b) es la probabilidad de que el nimero de

los contra-ejemplos observados en la prueba sea inferior a aquel obtenido por la
variable aleatoria igual al nimero de los casos donde a y no b se observan
simultaneamente y bajo la hip6tesis de una independencia a priori entre a y b. Esta
probabilidad se establece a partir de un modelo Binomial o de Poisson (Gras y
Régnier, 2007) del cual se evidenciaria la variable aleatoria del nimero de contra-
ejemplos. En este articulo elegimos el modelo de Poisson. Recordemos que bajo
ciertas condiciones, la distribucion Poisson es generalmente bien aproximada por
una distribucién gaussiana de la variable centrada reducida (Gordo et al., 2001):
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—  hany
Card(XnY)-— D

Q(a,b)=
Nang

n

En esta expresion, n, y ng son los nimeros de observaciones en la prueba de

a 'y de no b respectivamente, Card(X NY) es la variable aleatoria que da el
nimero de contra-ejemplos donde n_ ; es su valor observado.

Suponemos que la prueba contingente sea realizada con n sujetos. Es
posible considerar todos los pares de variables (a, b). A cada par, el investigador
asocia con la regla a = b un valor a priori sobre la base de sus hipotesis didacticas
y de los conocimientos de la poblacion de los sujetos en juego. Denotemos por

(D(a,B) a este valor establecido a priori*, por ejemplo, sobre la base de los contra-

ejemplos estimados por la relacion implicativa de a hacia b. Adoptamos entonces
como criterio de desviacion entre el andlisis a priori y la contingencia, la diferencia

entre los valores atribuidos CD(a,B) y los valores (p(a,B) observados en la prueba.

Pero se puede también considerar sélo un nimero reducido de pares, por ejemplo,
aquellos que aparecen en un camino del gréafico implicativo o en la relacion
implicativa entre dos clases de la jerarquia cohesitiva. Precisamente estudiaremos
si es 0 no significativa esta desviacion que servira de criterio para afirmar o refutar
la adecuacion entre las relaciones emitidas a priori y aquellas que aparecen a traves
de la contingencia. Sea m este nimero de pares, que es a lo sumo igual a v(v-1).

3.2 Construccion de una medida comparativa

Este criterio de la comparacion entre los presupuestos y la contingencia ha
sido adoptado por primera vez por F. Spagnolo (Spagnolo, 1997) y lo retomaremos
aqui en grandes lineas.

Supongamos conocido el conjunto de las relaciones implicativas entre los
pares o un subconjunto definido, por ejemplo, por el grafico implicativo o por una
clase de arbol cohesitivo. Sean {(a, bj)}i; los pares fijados por el analisis

! No comentaremos aqui los detalles de los protocolos que explican el procedimiento
de atribucién de los valores de intensidad de la implicacion a priori.
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comparativo entre los valores de las intensidades de implicacion a priori @, ; de la
regla a; = b; y los valores de intensidad realmente observados, llamados de
contingencia, ¢, ;, de la misma regla. Se trata de comparar las dos filas de la tabla

siguiente.
Intensidad de implicaciona | ®q1 | ®12 | ...... Dij| e Dy |
priori @
Intensidad de implicaciones | @11 | @12 | oo | @ij | -eee- Pkl
contingentes ¢

Tab. 1

Parece entonces natural calcular y sumar las desviaciones entre las dos series
de intensidades. En efecto, hemos elegido definir una distancia del tipoy?entre
ellas de la forma:

1 — -\
AZ\/ZW[CD(ai’bi)_‘P(ai'bj)] =\/ZELJ @

ij

El término normalizador ———— permite hacer relativa la desviacion segin
ai, j
la regla a; = b; del valor de la intensidad a priori. Su contribucion a la distancia

es, por otro lado, més importante que la intensidad a priori, permite acentuar las
grandes distorsiones entre “el antes” y “el después”, es decir los eventuales errores

de juicio del experto. Por convencion, si ®(a; ,Bj) =0, se atribuira a la desviacién

correspondiente Ej, el valor del maximo de las desviaciones observadas en los
casos donde este valor a priori no es nulo.

Spagnolo, en el articulo ya citado (1997) fijé a 0,25 el limite superior de la
desviacion total admisible para que la distancia no sea considerada como
susceptible de rechazar la adecuacion entre las dos series. Esta decision sobre el
solo nivel numérico arbitrario, independientemente del nimero de las reglas en
juego, parece necesitar un criterio estadistico diferente, nada menos que
complementario, que constituird nuestro segundo criterio.
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3.3 Construccion de un test de hipotesis de adecuacion a priori-a
posteriori

Consideramos entonces la prueba aleatoria Binomial donde se realizaran
muchas extracciones en nimero igual al efectivo m, de los pares del analisis del
tipo (a;, bj) y donde la variable aleatoria seria el nimero de las extracciones que
conducen a una diferencia determinada entre las dos variables de intensidad de
implicacién: a priori y contingente. La discordancia |q>(ai,5j)—(p(ai,5j)| es el
valor observado de esta diferencia aleatoria.

Precisamos. El espacio fundamental Q es el espacio a partir del cual se

define una variable aleatoria de m componentes ©(a;,b;): las intensidades

1!
(p(ai,Bj) son las realizaciones correspondientes en la prueba. A partir del espacio

Q, supuesto probabilistico®, se define una variable aleatoria X;; igual al nimero de
los casos donde las observaciones del tipo ¢(a;,b;) difieren de las intensidades a

priori correspondientes ®(a; Ej) , @ lo sumo en algn namero real ¢, e€[0 ;1]. Este

1
nimero ¢ es elegido libremente por el investigador que decide estimar la
desviacion que considera admisible entre las dos medidas asociadas a la regla
a; = b;. Puede ser modificado a placer, en funcion del nivel de exigencia de la

conformidad que quiere estimar.
Utilizamos puntualmente, por comodidad, las siguientes notaciones,
considerando la indeterminacion de esta regla:

®(a;,b;) , valor a priori de @

o(a, ,Bj) , valor observado de ¢,

2 Demostramos en (Gras R. et al., 1996) que si @(a,B) (a,b) es la variabile aleatoria de
la cual (p(a,B) es la realizacion en la prueba por los parametros determinados y
cuando el modelo asintético gaussiano es elegido para modelar la variable Q(a,B)

construida a partir del Card(X NY) entonces : v e[0, 1] : Prob[@(a;B) 21—6]:6.
Esta propiedad podria permitir una modelacion probabilistica explicita de Q.
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por tanto, nuestro interés se orienta a la realizacion del evento A(e)={ |®-o|< ¢}
El criterio de decision de adecuacion a priori-contingencia se expresa a partir de
Ny, NUMero de veces donde la desviacion observada satisface la desigualdad a

un nivel de significacion igual a a., nivel de riesgo de 1% especie.

Nuestra participacion se organiza alrededor del razonamiento siguiente.
Consideremos el evento A(g), concordancia puntual entre: a priori y a posteriori.
Denotemos su probabilidad Prob{A(g)}=n. Este valor puede ser interpretado como
indice de confianza en la concordancia puntual entre el nivel de la confianza,
(intensidad de implicacion), atribuida a la implicacion a=b en un andlisis a
priori del investigador y aquel obtenido por la observacion (intensidad de
implicacion observada). La probabilidad de A(e) puede ser estimada por
Naw

o
Supongamos entonces que el investigador emita una hipétesis relativa al valor
de m que juzga aceptable, sea m,. Esto lo conduce entonces a realizar el siguiente

ensayo unilateral:
Ho: m2>m
Hi:mt<mg

El rechazo de Ho traduce el rechazo de la tendencia a la concordancia, porque
la probabilidad “verdadera” del evento “criterio concordante al nivel £” sera mas
débil que aquella que el investigador tom6 como referencia.

Recordemos un resultado clasico. La variable de decision D que da el nimero
de pares favorables al criterio y que esta asociada con este ensayo, no es otra, bajo
Ho, que la variable Binomial de parametros m y m,. ElI nimero de pares que
verifica el criterio |® —¢|<¢€ esperado es entonces mmo, Para un nivel de riesgo a

de 1% especie determinado, se trata de encontrar el nimero k, tal que:

7’:5:

|:k . . -
Prob{D < K} = i §Oc'mn6(1—n0)m" <a
i=k+1 . . ; @)
Prob{D < k +1} = ;o Crmg@-1)" ' >a

Se rechaza Ho si el nimero de pares que verifican el criterio |®—¢|<¢ €S

inferior o igual a k. En otras palabras, la region critica es aquella constituida por los
nameros enteros comprendidos entre 0y k.
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4 Ejemplo

Consideramos el ejemplo propuesto en el trabajo de Filippo Spagnolo
(“Obstacles épistémologiques: Los Postulat de Eudoxe-Arquimedes”, Tesis de
Doctorado, Quaderni di Ricerca in Didattica, Supplemento al n.5, Palermo, 1995).
El tema tratado en esta tesis es el Postulado de Eudosso-Arquimedes. En el anexo
incluimos el analisis a priori de los comportamientos esperados de los 107 alumnos
que responden al cuestionario. Estos comportamientos constituyen el conjunto de
las variables a partir de las cuales se estimara a priori y luego se observara la
intensidad de implicacidon de las reglas asociadas.

En un analisis a priori sobre el obstaculo epistemoldgico (Spagnolo 2006),
podemos recuperar implicaciones entre grupos de variables.

Los elementos significativos y decisivos en el modelo del obstaculo
epistemoldgico son:

1. la resistencia;

2. la persistencia;

3. el cambio de punto de vista;
4. la generalizacion.

Las variables del anélisis a priori coinciden con las consideradas en el analisis
a posteriori o de la contingencia (ver Anexo). Dicho de otro modo W=V. Aqui
examinaremos las siguientes reglas generalizadas:

I, : Si el obstaculo resiste y persiste entonces se tendrd un cambio del
punto de vista. [Si (Q12,Qu3, Q14, Q15) entonces (Qg,Qoq,Q10)].

I, : Si el obstaculo resiste y persiste entonces se tendra una generalizacién

[Si (Q12, Q13, Qu4, Q15) entonces (Q11)].

Los alumnos que tienen un modelo de obstaculo que resiste y persiste pueden
cambiar su punto de vista.

La tabla de las intensidades de implicacion a priori para los 12 pares que
constituyen la R-regla generalizada 1, de la jerarquia cohesitiva es la siguiente:

3 Observemos por ejemplo : @1, g es la implicacion a priori de la variable Q;, sobre la
variable Qg. Las frecuencias respectivas de estas variables son 3y 31.
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CDlZ, 320.99 CDlZ, 9=0.99 CDlZ, 10:1.00
CD13] 820-75 @13‘ g=0.79 @13, 1030.83
(D14, 320.99 (I)14’ 9=0.91 (I)14’ 1():0.99
CDlS, 3:1.00 @15’ 9=1.00 @15’ 10:1.00

Tab. 2: Intensidad de implicacién a priori

La tabla de las intensidades de implicacién contingentes entre los mismos
pares es entonces:

P12, 8:0.98 Q12, 9:0.88 Q12, 10=0.65
(P13, 3:0.75 P13, 920.79 P13, 10=0.00
D14, 8:0.66 P14, 920.99 P14, 1():0.65
P15, 8:0-79 Q15, 9:0.82 Q15, 10=0.67

Tab. 3: Intensidad de implicacién contingente

Por ejemplo, el par (12; 8), formado por las variables 12 y 8, tiene una
intensidad a priori de: 0.99 y una intensidad observada de: 0.98.

Aqui m=12 pares considerados, porque constituyen una clase de la jerarquia
cohesitiva.

Si aplicamos el criterio (1) de §3.2, obtenemos A~1,17. Si aplicamos el nivel
considerado por Spagnolo, tenemos A>0,25, se concluye que la adecuacion entre
las dos series de intensidades, a priori/a posteriori, no es aceptable.

Aplicamos ahora el test descrito en §3.3. Elegimos para esto £ =010 y
15=0,75, dicho de otro modo, aceptamos la adecuacion, si en el curso de la
experiencia encontramos al menos 12x0,75 = 9 reglas para las cuales la desviacion
entre la intensidad de implicacion a priori y la intensidad observada es inferior o
igual a 0,10.

Aqui la hipotesis Hq se expresa entonces asi: la probabilidad “verdadera” es
igual a 0,75.

Por ejemplo, la regla Qs = Qg donde |Di4 o- @14 o] = 0,08, presenta una
desviacion entre la intensidad teorica a priori y aquella contingente inferior a 0,10.
En efecto, s6lo tenemos 4 casos que verifican el evento

A(0,10)={|®-¢| <0,10}.

La resolucion del sistema de inecuaciones (2) asociada a la variable Binomial

de pardmetros (12; 0,75), da k=5 y la region critica es {0, 1, 2, 3, 4, 5} para un
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nivel de a=0,05. Se verifica pues que el nimero de pares que satisfacen el criterio
A(0,10) esta en la zona critica. Rechazamos Ho que equivale a no conservar la
hipétesis de adecuacidn entre el andlisis a priori y la contingencia.

Volviendo al problema del obstaculo epistemolégico identificado por F.
Spagnolo, se puede decir que si se encuentra igualmente rechazada la hipétesis
segun la cual se tiene efectivamente un cambio del punto de vista con respecto de
la resistencia y a la persistencia del obstéaculo.

Supongamos estar en el caso en el cual el investigador acepta una desviacion
de £€=0,20. Hay entonces 6 reglas que satisfacen el criterio A(0,20). En este caso,
no rechazamos Ho. Esto equivale a conservar la hipGtesis de adecuacién entre el
andlisis a priori y la contingencia, con un riesgo de 2 especie.

Para evaluar este riesgo B, supongamos que el valor “verdadero” de = es 0,5,
es decir 1 posibilidad sobre 2 de satisfacer al criterio de concordancia A(0,20).
Obtenemos:

1E 12
Prob,,iD>6 j=B=|= —————~0,6127,
nt = [2) kZ::;k!(12—k)!
donde otra vez la potencia del test es de 1-$~0,3873.

5 Conclusiones

En el marco de la didactica de las disciplinas, pero en cada investigacion que
se pueda decir cientifica, surge constantemente la cuestion de legitimidad,
inevitable, de la validacion o de la refutacion de la hipétesis dada por el
investigador. Dar un medio para valorar la desviacion en términos cuantitativos
entre las hipotesis a priori y las observaciones, la contingencia, lo a posteriori es el
objeto de este articulo. En la otra publicacion (Spagnolo F., 1997), lo hemos

expresado mediante una distancia del tipo xz como lo especificamos en § 3.2,

pero sin referencia a una escala de medida probabilistica. En este articulo lo
expresamos con la ayuda de un test, el cual ilustramos con un ejemplo real.
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Anexo

Tabla de los comportamientos esperados. Se tienen que verificar mediante los
items del cuestionario: por ejemplo, la respuesta positiva a la cuestion 9a
corresponde al comportamiento Q1.

Q1 (%)

Connaissance du Postulat d’Euclide-Archiméde (P.E-A.) en termes
opérationnels. 1l faut déterminer un n tel que le multiple du segment
na > b. (a<b). Formulation directe du Postulat. La représentation
avec des petits tirets donne une liaison avec la mesure. Réponses
attendue: n>4.

Conocimiento del Postulado de Euclide-Arquimedes (P.E-A.) en
términos operacionales. Es necesario determinar un n tal que el
maltiplo del segmento na > b. (a<b). Formulacion directa del
postulado. La representacion con pequefios guiones da una conexion
con la medida. Respuesta esperada: n>4.

Q2 (10a)

Question semblable a la précédente, mais le segment b est
beaucoup plus grand et le segment a a été dessiné plus petit. Réponse
attendue : n>19. Formulation directe du Postulat.

Cuestidon similar a la anterior, pero el segmento b es mucho mayor
y se dibuj6 el segmento a mas pequefio. Respuesta esperada: n>19.
Formulacion directa del postulado.

Q3 (11a)

Répondre affirmativement & I’existence du n tel que na>b.
Formulation directe du Postulat.

Responder afirmativamente a la existencia de un n tal que na>b.
Formulacion directa del postulado.

Q4 (11b)

Justifier la réponse donnée dans la question précédente.
Formulation directe du Postulat.

Justificar la respuesta dada a la cuestion anterior. Formulacién
directa del postulado.

Q5 (12a)

Connaissance du P.E.-A en termes opérationnels. Il faut déterminer
un n tel que (1/n)a<b). Réponse attendue: n>3. Formulation inverse
du Postulat.

Conocimiento del P. E-A en términos operacionales. Es necesario
determinar un n tal que (1/n)a<b. Respuesta esperada: n>3.
Formulacion inviersa del postulado.
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Q6 (13a)

Répondre affirmativement & I’existence du n / (1/n)a<b.
Formulation inverse du Postulat.

Responder afirmativamente a la existencia de un n tal que (1/n)a<b.
Formulacion opuesta del postulado.

Q7 (14a)

Formulation linguistique différente de la question précédente: ““...il
est toujours possible...”.

Formulacion linguistica diferente de la cuestion anterior: "...es
siempre posible...".

Q8 (15a)

Changement du point de vue: Modele du ““Véronése, non-
Archimédien, en Géométrie. Réponse attendue: affirmer la non-
validité du Postulat.

Cambio del punto de vistaz Modelo de "Véronése", no
Arquimedeano, en Geometria. Respuesta esperada: afirmar la
invalidacion del postulado.

Q9 (18a)

Changement du point de vue, L'éléve doit suivre la construction
évoquée dans la proposition X.1.* d'Euclide et conclure & sa validité
(angles rectilignes).

Cambio del punto de vista, el alumno debe seguir la construccion
mencionada en la proposicion X.1* de Euclide y concluir su validez
(Angulos rectilineos).

Q10 (19a)

Changement du point de vue, Validité de la proposition X,1 (angles
curvilignes). (la question 17 indique comment confronter des angles
curvilignes entre eux).L'éleve doit effectuer une construction et
conclure a la validité du PEA.

Cambio del punto de vista, validez de la proposicion X,1 (4ngulos
curvilineos). (la cuestiéon 17 indica como confrontar dos angulos
curvilineos entre si). El alumno debe efectuar una construccion y
concluir la validez del PEA.

*Proposicién X.1: Dadas dos cantidades distintas, si se sustrae de la mayor
de ellas una parte mayor de su mitad, y si se hace siempre eso mismo,
resultard una cantidad que sera menor que la menor de las cantidades

propuestas.
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Q11 (20a)

Contexte généralisé (comparaison d’angles curviligne et
rectiligne). L'éléve doit rejeter la validité de la proposition X.1 dans
ce cas.

Contexto generalizado (comparacion de angulos curvilineos y
rectilineos). El alumno debe rechazar la validez de la propuesta X.1 en
este caso.

Q12 (20b)

Résister aux contradictions avec la contingence: I'éleve qui donne
une justification de la X,1 (un contexte non Archimédien).

Resistir a las contradicciones con la contingencia: el alumno que da
una justificacion del X,1 (un contexto no Arquimediano).

Q13 (20c)

Pour réussir, I'éleve donne un argument pour le rejet de du procedé
de la X,1 dans un contexte non Archimédien.

Para triunfar, el alumno da un argumento para el rechazo del
método del X,1 en un contexto no Arquimediano

Q14 (21a)

Confirmation: I'obstacle persiste: Affirmer la validité de la
proposition X,1, pour un éleve, c'est montrer qu'il ne parvient pas a
éprouver son modeéle interprétatif dans un contexte plus général.

Confirmacion: el obstadculo persiste: Afirmar la validez de la
propuesta X,1, por un alumno, es poner de manifiesto que no llega a
probar su modelo interpretativo en un contexto mas general.

Q15 (22a)

Confirmation de la position Q13: 1 = Affirmer la non-validité de la
proposition X.1.

Confirmacion de la posicion Q13: 1 = Afirmar la no validez de la
proposicion X.1.

Q16 (3a)

Les éléves doivent chercher une relation d’ordre entre 3 triangles.
Los alumnos deben buscar una relacion de orden entre 3 triangulos.

Q17 (4a)

Relation d’ordre entre 3 triangles (autres contextes).
Relacion de orden entre 3 triangulos (otros contextos).

Q18 (5a)

Relation d’ordre entre 3 triangles (autres contextes).
Relacién de orden entre 3 triangulos (otros contextos).

Q19 (6a)

R.O. entre angles rectilignes
Relacion de orden entre angulos rectilineos

Q20 (7a)

R.O. entre angles curviligne (paraboles).
Relacion de orden entre angulos curvilineos (parabolas).

Q21 (8a)

R.O. entre angles curvilignes (contingence).
Relacion de orden entre angulos curvilineos (contingencia).
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Q22 (16a) R.O. inclusion entre angles rectilignes.

Relacion de orden inclusidn entre dngulos rectilineos.
Q23(17a) R.O. inclusion entre angles contingents.

Relacion de orden inclusion entre &ngulos contingentes.
Q24 (17b) R.O. inclusion entre angles curviligne et contingence.

Relacion de orden inclusién entre angulos curvilineos vy
contingencia.
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Resumen. El objetivo de esta comunicacion es profundizar en la
utilizacién del Andlisis Estadistico Implicativo, en los andlisis de
cuestionarios que consideran como “datos” tanto los obtenidos
experimentalmente como los obtenidos en los estudios a priori. Para
ello se retomara el cuestionario elaborado por Pitarch (2002), su analisis
a priori y sus datos empiricos. Con dicho cuestionario se pretendia
caracterizar el trabajo ldgico-matematico y los razonamientos de los
alumnos de la ESO (Ensefianza Secundaria Obligatoria) al realizar el
tratamiento de datos de una tabla booleana de datos primarios.

1 Introduccion

Cuando el investigador (en Didactica de las Matematicas) disefia un
cuestionario, intenta materializar en un conjunto de preguntas (items) la
problematica que quiere estudiar, seleccionando un conjunto de aspectos de esta
problematica que seran abordados a través de las diferentes preguntas. Brousseau y
colaboradores (Brousseau y Lacasta, 1995; Orus, 1986, 1992, etc.), hacen especial
hincapié en este proceso de elaboracion y caracterizacion del cuestionario -el
analisis a priori- introduciendo a nivel metodolégico el analisis multivariante de los
datos que proporcionan las matrices a priori (caracteristicas x cuestiones) del
cuestionario; estos analisis permiten poner de manifiesto relaciones a priori entre
las variables (las preguntas del cuestionario) en funcidn de sus caracteristicas y
contrastarlas con el resultado de la experimentacion: la muestra recogida establece
unas relaciones entre los items del cuestionario que pueden ser, 0 no, similares a
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las esperadas por el investigador y constituir, asi pues, una fuente de informacién, a
posteriori, que contraste el conocimiento anterior.

Para cada caracteristica seleccionada, se puede interpretar que cada item del
cuestionario posee, 0 no posee, la citada caracteristica. Asi se genera una matriz a
priori booleana, y si el cuestionario genera también una tabla de datos binarios,
cada caracteristica se puede interpretar como un “individuo ficticio”, si
consideramos conjuntamente los resultados a priori y a posteriori del cuestionario.
Brousseau y Lacasta (1995) ya han mostrado esta utilizacion de las caracteristicas
de matrices a priori como “alumnos suplementarios” de la experimentacion, en
andlisis multivariantes como el analisis factorial de correspondencias, y el analisis
en componentes principales; también Or(s y Gregori (2005) han utilizado la
comparacion de la coherencia de la estructura del cuestionario entre la matriz de
datos reales y la matriz ampliada con los datos ficticios en el Analisis Estadistico
Implicativo (ASI): si dicha comparacion resulta positiva, la aparicion de los
individuos ficticios en los grupos éptimos para la tipicalidad y contribucion de
individuos a la formacién de clases o implicaciones, puede suponer una fuente de
informacidn que actualice los conocimientos a priori del investigador.

Otras contribuciones sobre la utilizacion del ASI en los anélisis de datos que
consideran la matriz a priori, se han basado en la comparacion de los resultados
gréaficos, de los grafos de la clasificacion, implicacion y cohesién resultantes de los
analisis con CHIC de los datos obtenidos de la experimentacion (a posteriori) con
los “datos ficticios” del experimentador (a priori). En esta opcion, se ha comparado
la coherencia de la estructura del cuestionario (los resultados del ASI), entre la
matriz de datos reales y la matriz de “datos ficticios” (Oras y Pitarch, 2000;
Pitarch, 2002; Pitarch y Orus, 2005).

Esta comparacion directa de resultados graficos es intuitiva para el usuario de
ASI y puede resultar suficiente para interpretar mejor los resultados de los datos
empiricos, considerando la matriz a priori como matriz explicativa de éstos. Pero
puede ser complementada y medida, por los resultados numéricos (Spagnolo, 1997
y Spagnolo y Gras, 2007).

El objetivo de esta comunicacion es profundizar en esta linea de utilizacion
del ASI, en los andlisis de cuestionarios que consideran “datos” tanto los obtenidos
experimentalmente como los obtenidos en los estudios a priori.

Para ello se retomaré el cuestionario elaborado por Pitarch (2002), su andlisis
a priori y sus datos empiricos. Con dicho cuestionario se pretendia recoger
informacion y caracterizar el trabajo de los alumnos de la ESO (Ensefianza
Secundaria Obligatoria) al realizar el tratamiento de una tabla de datos primarios.
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1.1 Metodologia utilizada

Queremos destacar dos aspectos diferenciados de nuestro trabajo en torno al
cuestionario que denotaremos por Q (ver Anexos 1, 2 y 3) la aplicacién del marco
tedrico de la Teoria de Situaciones (Brousseau, 1986) -particularmente las nociones
de "medio", "situacion a-didactica" e "ingenieria didactica" para la elaboracion y
disefio de todo el cuestionario y del estudio a priori realizado (Pitarch y Ords,
2005) y por otro lado la utilizacion del CHIC, que nos ha permitido utilizar el ASI,
para comparar los analisis a priori y a posteriori del cuestionario, es decir su
caracterizacidn y su experimentacion; aspecto que centrard esta comunicacion.

Los diferentes andlisis del software estadistico CHIC se han utilizado para:

Analizar, a priori, el cuestionario disefiado. El estudio tedrico de Q se
plasmara en una matriz a priori del cuestionario (MAP). Esta matriz representa la
caracterizacion de las preguntas del cuestionario segln los diversos contenidos
matematicos que conllevan dichas preguntas. El analisis de similaridades de la
matriz MAP, nos permitira verificar la coherencia de los criterios elegidos para
caracterizar a priori las cuestiones de Q. Si las clases resultantes nos ofrecen una
estructura coherente del cuestionario, ésta se utilizard para continuar el analisis a
priori, estableciendo las implicaciones que deberian verificarse en el interior de
cada clase.

Analizar, a posteriori, las respuestas de los alumnos al cuestionario. Se utiliza
CHIC sobre la matriz de datos (MP) que representan las respuestas
(correcta/incorrecta) de los estudiantes. De esta forma se realiza el estudio a
posteriori del cuestionario, mediante técnicas de ASI. Los grafos y arboles que se
obtienen permiten analizar los resultados de los estudiantes en las diferentes
cuestiones con respecto a su trabajo matematico, al utilizar una tabla de valores
para contestar este cuestionario; CHIC nos ofrece la estructura global del
cuestionario, en funcion de las respuestas de los alumnos y del tipo de analisis
realizado.

Realizar un analisis comparativo entre los datos a priori y los resultados a
posteriori, con el objetivo de obtener conclusiones del trabajo global. Se
compararan las estructuras de Q resultantes en ambos analisis, para ver en qué
medida los resultados de la experimentacion, pueden explicarse en funcion de los
criterios de las cuestiones, establecidos a priori. Se analizaran las implicaciones a
posteriori entre las cuestiones, obtenidas en la experimentacion, comparandolas
con las implicaciones establecidas a priori entre las cuestiones, en funcion de sus
caracteristicas y conocimientos matematicos.
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La utilizacién del ASI y de CHIC ya ha sido presentada en otras
investigaciones en el campo de la Didactica de las Matematicas, aportando algunos
resultados, entre otros, para “medir” y modelizar situaciones didacticas a partir de
la clasificacién y la implicacién (Bodin, 1996; Gras, 1995; Gras et al., 1996;
Lerman, 1981; Lerman et al., 1981); también para facilitar la toma de decisiones
didacticas en la elaboracién de una ingenieria didactica (Orus y Pitarch, 2000).

Nuestra comunicacién es una nueva aportacion en este campo, mostrando la
potencialidad del ASI y del software CHIC (Couturier, 2000) para el analisis
didactico de un cuestionario Q, utilizando el estudio a priori de éste, previo a la
experimentacion.

2 Andlisis a priori del cuestionario
2.1 El cuestionario Q: sobre gustos musicales

El objetivo principal del cuestionario Q (Pitarch, 2002) que vamos a analizar,
era poder observar y cuantificar diversos aspectos del tratamiento de datos
multivariantes en los alumnos de ensefianza secundaria, en Espafia, a partir de una
tabla con una cantidad significativa de valores (335 valores, correspondientes a las
300 respuestas dadas por 20 sujetos, sobre 15 variables).

El cuestionario Q trata sobre los resultados a una encuesta realizada a jovenes
de entre 15 y 20 afios, referente a sus gustos musicales respecto a diversos tipos de
musica (ver Anexos 1,2y 3).

2.2 El cuestionario Q: adecuacion del cuestionario "'Pitufos"

El punto de partida de este trabajo es un cuestionario similar (Orus, 1992)
elaborado para alumnos de primaria en Francia: el cuestionario de los "Pitufos”
utilizado por P. Orus en su tesis (Orus, 1992, pp.259-293) para modelizar diversos
aspectos del razonamiento que puede movilizar el tratamiento de datos booleanos:
légico, numérico y clasificatorio, fundamentalmente. Este cuestionario se ha
adaptado para poder ser respondido por los alumnos de Ensefianza Secundaria
Obligatoria (ESO) de Esparia, pero sigue constando de:

e La Consigna: Instrucciones que se les entrega a los alumnos de la
experimentacion para presentarles la situacién de trabajo y enmarcar las
preguntas que deben contestar.

e La Tabla de datos (T): Matriz booleana (con valores binarios 0 y 1) que
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representan las respuestas de los jovenes entrevistados sobre sus gustos
musicales: las columnas de la tabla representan a 20 jovenes (de edades 15-20
afios) que han sido entrevistados para obtener informacién sobre el gusto
musical que tiene cada uno de ellos, y estan codificados con letras mayusculas,
joven A, joven B, joven C, etc.; las filas de la tabla representan los 15 tipos de
musica diferente sobre los que se ha pedido opinion a los jovenes, por ejemplo
la fila 3 corresponde al criterio "musica maquina".

El cuestionario propiamente dicho, formado por todas las cuestiones que se les
plantean a los alumnos de la experimentacion. Dichas cuestiones hacen
referencia a la encuesta que han respondido los jovenes, por lo tanto los
alumnos de la experimentacion responden a estas preguntas del cuestionario
utilizando la tabla de datos como soporte de trabajo.

Estos tres elementos de trabajo se les entrega a cada uno de los alumnos de la

experimentacion como material impreso tal y como se presentan en los Anexos 1-

3.

La tabla T mantiene las mismas dimensiones de 15 filas por 20 columnas, por

considerar que:

Aungue los alumnos de los ultimos cursos de la ensefianza primaria
correspondientes a la ensefianza francesa, que utilizaron esta matriz en la
experimentacion realizada en OrGs (1992, p.297), tuvieron un éxito en la
lectura y manejo basico de la tabla correspondiente a mas de un 81%, sin
embargo esta tabla nos permitio observar otras dificultades en el tratamiento de
datos, ligadas al tipo de trabajo propuesto.

Los alumnos de la etapa educativa de la ESO no han trabajado habitualmente
con tablas de valores con dimensiones tan grandes como la tabla (T) y, por
tanto, los alumnos de esta etapa educativa deberan también trabajar este tipo de
tablas, como minimo con el mismo nivel de éxito, aunque no necesariamente
haber superado las dificultades I6gico-matemaéticas observadas en ensefianza
primaria, al no haber tenido un aprendizaje especifico sobre el tema.

Identificar y cuantificar esas dificultades es nuestro objetivo.

2.3 Estudio a priori del cuestionario

El andlisis a priori de nuestro instrumento didactico fue fundamental para

nuestro trabajo, puesto que éste nos iba a permitir identificar el trabajo matematico
que realmente conlleva el cuestionario, bajo distintos puntos de vista matematicos
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(la l6gica, la teoria de conjuntos y la estadistica). En los trabajos de Pitarch (2002)
y Pitarch y Orus (2005) se detalla este analisis global del cuestionario y de cada
cuestion.

Una primera identificacion se lleva a cabo caracterizando las preguntas del
cuestionario segun las operaciones matematicas que éstas suponen, bajo tres
grandes grupos de operaciones: la manipulacién de la tabla (sobre elementos
constitutivos de la propia tabla y también mediante la comparacién entre sus filas y
columnas), las operaciones logico-matematicas y estadisticas, y por Gltimo los
razonamientos que se exigen los alumnos para que justifiquen sus respuestas.

Por ultimo, a partir del estudio a priori del cuestionario también se analizan
las distintas relaciones (proximidad-distancia, implicacién estadistica, implicacién
jerarquica,...) que existen entre las preguntas del cuestionario, segin la
caracterizacién matematica realizada anteriormente, después de aplicar el programa
informético CHIC.

2.3.1  Analisis didactico: Modelizacion del cuestionario como una
situacion a-didactica.

El cuestionario de nuestra experimentacion esta enmarcado en la Teoria de
Situaciones Didacticas de G. Brousseau (Brousseau, 1998) y por tanto esta
disefiado segun la modelizacidn que permite este marco teérico:

La propia utilizacion de la tabla y del cuestionario, constituye una situacion a-
didéctica especifica de los conocimientos matematicos: tratamiento de datos, I6gica
y estadistica elemental. La utilizacion del tratamiento de datos implica a su vez
trabajar con el andlisis multivariante, la estadistica descriptiva y el analisis
tipoldgico. Y la utilizaciéon de la I6gica exige un trabajo con los predicados. En
resumen, tanto la utilizacion del tratamiento de datos como el de la l6gica
conllevan un trabajo con la teoria de conjuntos.

Las preguntas del cuestionario son las variables didacticas que permiten la
gestion del ensefiante sobre el trabajo del alumno. Estas variables estan
establecidas a priori y, por tanto, permiten modelizar el trabajo 16gico y estadistico
a través del analisis a priori de las propias cuestiones realizadas a los alumnos.
Como consecuencia, el cuestionario sera el "medio a-didactico™ al que el alumno es
confrontado.

El trabajo matematico propuesto al alumno en cada pregunta del cuestionario
no depende de la intervencién del profesor, sino Unicamente de la naturaleza de la
pregunta; aunque éstas son controladas y controlables por el ensefiante.
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Mediante este estudio a priori del cuestionario, el profesor puede modificar las
estrategias de juego de los alumnos, permitiendo el aprendizaje del conocimiento
matematico en juego en la situacion a-didactica.

A continuacion exponemos un ejemplo para poder explicar cuél es el valor
asignado a la variable didactica: la pregunta “controlada” y “establecida a priori” y
qué otras posibilidades se pueden aplicar para ir modificando las estrategias de
juego que permitan el aprendizaje de un conocimiento matematico concreto.

Ejemplo: Q16. ¢En cuéntas respuestas de la encuesta estdn de acuerdo los
jévenes C y J? (ésta es la pregunta n® 16 que se les formula en el cuestionario a los
alumnos de la experimentacion):

La modelizacion del trabajo a realizar para responder Q16 consiste en
comparar las 20-tuplas de las columnas 3 (Joven C) y 10 (Joven J), para encontrar
las coincidencias que existen en las respuestas de los jovenes C y J: las
copresencias (1,1) y las coausencias (0,0).

Otros valores posibles de la variable (es decir de la pregunta del cuestionario)
podrian ser las siguientes variantes de la pregunta.

Variante 1: (A los jovenes C y J, qué tipo de musica les gusta a ambos? Si
quisiéramos que sélo trabajaran las copresencias (1,1).

Variante 2: ;Qué tipo de musica no le gusta a ninguno de los dos jévenes, Cy
J? Si quisiéramos que s6lo trabajaran las Coausencias (0,0).

Variante 3: ;/Cudles son las discrepancias musicales, entre los jovenes? Si
quisiéramos que trabajaran sobre las diferencias, (0,1) y (1,0)

Variante 4: /En cuantas respuestas no estan de acuerdo los jovenes C y J? Si
quisiéramos que trabajaran sobre las diferencias, (0,1) y (1,0)

232 Lamatriz a priori MAP.

El anélisis a priori del cuestionario nos permite obtener la caracterizacion de
cada una de las cuestiones, definiendo distintos criterios, segin los tipos de
operaciones que deben realizar los alumnos al responder al cuestionario.

Los tres grandes grupos de operaciones que hemos retenido: la manipulacion
de la tabla (sobre elementos constitutivos de la propia tabla y también mediante la
comparacion entre sus filas y columnas), las operaciones l6gico-matematicas y
estadisticas y, por ultimo, los razonamientos que se exigen los alumnos para que
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justifiquen sus respuestas, se pueden detallar con mas precision, a través de los
criterios siguientes’:

trabajo sobre la tabla (T),

recuentos obligatorios o alternativos (R),

comparacion entre filas y/o columnas (C),

diferencias y coincidencias positivas y/o negativas (copresencias,
coausencias,...) (F),

operaciones l6gicas (implicacion, conectores l6gicos, cuantificadores) (L),

e operaciones basicas de estadistica (frecuencias, moda...) (E)

Esta identificacion de las operaciones que aportan las cuestiones indicadas,
permite visualizar el tratamiento simultdneo de los datos, de la légica y de la
estadistica descriptiva a partir de la tabla de datos T y del cuestionario Q.

La caracterizacion de dichas cuestiones se traduce en una matriz booleana que
identificamos como la matriz a priori del cuestionario Q: MAP.

En esta matriz las columnas son claramente cada una de las preguntas del
cuestionario (en este caso seran los sujetos MAP). En las filas aparecen los
criterios de la matriz, todos ellos codificados con cuatro iniciales: la primera indica
el bloque de operaciones que se identifica en la pregunta y las tres siguientes
intentan clarificar la operacién concreta que se realiza (por ejemplo, ROBL.:
significa que se debe realizar un recuento obligatorio. CSEM: realizar una
comparacion con interpretacion semantica entre filas o columnas. LEXI:
utilizacién de un cuantificador légico existencial. EFEX: utilizacion de la
frecuencia absoluta de forma explicita. EMIM: utilizacién del pardmetro
estadistico de centralizacion MODA, de forma implicita).

! La letra mayuscula indicada entre paréntesis representa la codificacion del bloque de
operaciones que se ha identificado en dicha pregunta del cuestionario.
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Tab. 1: Matriz a priori de Q (MAP).

Clasificacion de las cuestiones (a priori).
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La aplicacion del analisis de similaridad sobre la matriz MAP —mediante el

programa CHIC- nos proporciona claramente cuatro clases de cuasi-equivalencia

de las preguntas del cuestionario (ver Figura 1), en funcidon de los criterios

establecidos en la matriz a priori (MAP).
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C;={Q4, Q4.1, Q6, Q7, Q7.1} = recuentos alternativos y cuantificadores
C,={Q8, Q16, Q20, Q12, Q13, Q14} = proximidad y distancias
Cs={Q5, Q21} = comparacion de cardinales de variables

Fig. 1: Arbol de similaridades de la MAP

2.34  Implicaciones a-priori.

Teniendo en cuenta los criterios atribuidos a priori a las cuestiones y la
clasificaciéon que nos ofrece la Figura 1, vamos a analizar al interior de cada clase
cuales son las implicaciones que se pueden considerar a priori entre las cuestiones
que la forman. Hemos distinguido dos tipos de implicaciones diferentes que
representaremos con los simbolos l6gicos de implicacion (=) y de condicional
(=), que podrian identificarse unas, como implicaciones fuertes o necesarias (=)
entre esas cuestiones en funcién de los conocimientos matematicos escolares en
juego en dichas cuestiones y las otras, como relaciones que consideramos muy
probables (—) entre las cuestiones, en funcion de las estrategias de resolucion o de
conocimientos “proximos”, o incluso entre conocimientos que se impliquen a nivel
matematico, pero que escolarmente no se trabaje esa relacion.

Es decir, atribuiremos una relacion de implicacion (=) entre las cuestiones, si
existe esta relacion de implicacion ldgica entre los conocimientos matematicos que
caracterizan dichas cuestiones; es decir si estos conocimientos pueden ser
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considerados como condiciones necesarias (CN) o suficientes (CS) entre ellos. Por
ejemplo diremos que Q11 = Q10, ya que el conocimiento “frecuencia relativa”
que caracteriza Q11, se puede suponer como CS para el conocimiento “frecuencia
absoluta” que exige Q10, o bien que este conocimiento de Q10, es CN para el
conocimiento de Q11.

Mientras que atribuiremos una implicacion de tipo condicional (—) a la
relacién entre las cuestiones Q11 (frecuencia relativa) y Q9 (porcentaje):
matematicamente sabemos el porcentaje es una de las representaciones de la
frecuencia relativa de una variable; pero en la ensefianza obligatoria ambos
conceptos no se aprenden “necesariamente relacionados”. Por tanto aunque
matematicamente considerariamos Q11=Q9, a nivel didactico, consideramos que
se puede verificar Q11 — Q9 (pero no necesariamente).

A continuacién detallamos las relaciones de implicacion entre las cuestiones
atribuidas a priori, en funcion de los diversos conocimientos l6gico-matematicos
del cuestionario.

i) Cuestiones sobre conceptos estadisticos

Observando el arbol de similaridad de la MAP, encontramos estas cuestiones
sobre conocimientos estadisticos en la clase C;= {Q1, Q2, Q3, Q10, Q9, Q11},
conjuntamente con las cuestiones basicas sobre el funcionamiento de la tabla, todas
ellas con un marcado carécter de “actividad enumerativa”.

Las cuestiones identificadas a priori como cuestiones especificas sobre
conceptos estadisticos, son Q9, Q10 y Q11, al ser las cuestiones que hacen
referencia explicita a la terminologia estadistica (frecuencias, variable estadistica,
porcentaje); no obstante diferenciamos la pregunta Q9 sobre porcentajes, de las
otras dos preguntas sobre frecuencias, por considerar que el término “porcentaje”
estd mas incorporado al lenguaje natural y, por tanto, menos especifico como
termino estadistico, determinando asi las siguientes implicaciones a priori entre
estas cuestiones, Implicaciones que traducen las relaciones de los conocimientos
matematicos en juego:

Q11 = Q10
2
Q9

El conocimiento del concepto de frecuencia absoluta es condicidn necesaria
para la definicion de frecuencia relativa, y el conocimiento de la representacion
porcentual de esta frecuencia relativa, se puede suponer como una consecuencia
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derivada del dominio de dicho conocimiento, pero no necesariamente: el alumno
puede conocer el concepto de frecuencia relativa como cociente entre la frecuencia
absoluta de la variable y el cardinal de la poblacién y desconocer la representacion
porcentual de esta frecuencia.

Si afladimos a estas cuestiones, las cuestiones relacionadas con ellas pero que
no exigen conocimientos especificos de estadistica para responderlas, sino que la
interpretacién semantica de la tabla permite responderlas con éxito, podriamos
encontrar la siguiente cadena de implicaciones relacionadas:

Q11 > Q9 Q6
Y J
Q10 Q3
{ J
2 - Q1

Teniendo en cuenta que Q1, Q2 y Q3 son las preguntas basicas que establecen
el conocimiento minimo de los alumnos sobre el sentido de una tabla de datos (lo
que representa una fila, una columna y una casilla o celda, en el conjunto de los
datos representados), se espera que sean respondidas correctamente practicamente
por todos los alumnos, ya que en caso contrario el resto del cuestionario careceria
de sentido. El carécter basico de estas cuestiones hace previsible que puedan
aparecer como consecuentes, al final de las diferentes cadenas de implicaciones
posibles entre todas las cuestiones de Q. Un ejemplo es el que acabamos de
presentar con las implicaciones entre las cuestiones sobre estadistica.

ii) Cuestiones sobre operaciones logicas

C.={Q15, Q19, Q17, Q18} y Cs = {Q5, Q21}

Las cuestiones que aparecen en esta segunda clase C, estan identificadas en la
matriz a priori como cuestiones que requieren utilizar operaciones légicas.

Por otra parte, las preguntas Q5 y Q21 hacen referencia a disyunciones entre
dos y tres tipos de musica, respectivamente, pero ademas, en ambas interviene un
recuento alternativo o cardinal de los valores positivos de algunas filas (dos o tres)
de la tabla del cuestionario, para poder comparar dichos recuentos y dar respuesta a
estas cuestiones. Vemos que la clase de estas preguntas se forma entre las clases C;
y C, y aparece aislada, no perteneciendo a ningin nodo o nivel significativo, y por
ello también la hemos considerado en nuestro anélisis como una clase diferenciada
de las otras cuatro clases que marcan los niveles significativos.
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En este caso consideramos la implicacion a priori entre estas dos cuestiones
como sigue: Q21=>Q5, ya que en la pregunta Q21 intervienen tres criterios
distintos y, en cambio, en Q5 sdlo aparece la disyuncidn entre dos criterios, y en la
cuestion Q21 también se exige el razonamiento de la respuesta

Las cuestiones que aparecen en la clase C, son: Q15, que requiere el cardinal
de la conjuncion de dos criterios, Q19, que involucra el cardinal de la conjuncién
de negaciones, y Q17 y Q18, en las que se trabaja la implicacion logica (aunque
como contenido matematico queda reflejado en la pregunta Q18).

Estas cuatro Gltimas cuestiones exigen todas ellas una comparacion entre las
celdas (1,1) de las filas implicadas.

Si ademas tenemos en cuenta que los contenidos matematicos mas complejos
de tratar por los alumnos son la implicacién logica y la conjuncion de negaciones -
ya que el alumnado estd mas familiarizado con las preguntas formuladas en
positivo (Q15)-, podemos establecer la siguiente cadena de implicaciones:

Q18 — Q19
U U

Q17— Q15

Por lo tanto suponemos, a priori, que si el alumno tiene asimilada la
implicacion logica (como contenido matematico méas fuerte) correctamente,
entonces puede realizar con éxito el cardinal de la conjuncién de negaciones y por
tanto el cardinal de una conjuncién.

iii) Cuestiones sobre cuantificadores existenciales y universales

Cs; ={Q4, Q4.1, Q6, Q7, Q7.1}

Esta clase estd compuesta por cuestiones que, segin la matriz a priori MAP,
estan caracterizadas por el cuantificador existencial y/o universal, a la vez, que
pueden requerir un recuento alternativo por parte del estudiante.

Tanto en la pregunta Q4, como en la Q6 se le exige al alumno que realice la
basqueda de un modelo « homogéneo », en concreto de una fila y una columna,
respectivamente, en la que todas las celdas tengan el valor 1. Por lo tanto
establecemos a priori, la relacion entre ellas con la siguiente bicondicional: Q4
<> Q6

En cambio, en la cuestion Q7 se exige una comparacion entre criterios
mediante un modelo variable, ya que estableciendo un criterio (tipo de musica)
previo, se induce a la bldsqueda de otros criterios con mayor cardinal que el
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prefijado. Por ello, suponemos que el alumno que tenga éxito en este tipo de
estrategia también lo tendrd en la respuesta de la cuestion con un modelo
homogéneo (Q4 y Q6), i.e., Q7 = Q4.

Las preguntas Q4.1 y Q7.1 estan directamente relacionas con Q4 y Q7
respectivamente, con la diferencia de que las primeras son mas abiertas y para ser
contestadas se necesita el tratamiento global de la tabla.

Asi pues, teniendo en cuenta todas estas consideraciones, podemos establecer
las siguientes cadenas de implicaciones:

Q7.1 Q4.1

U U

Q7 = Q4 <>Q6

iv) Cuestiones sobre relaciones de proximidad y distancia

C,={Q8, Q16, Q20, Q12, Q13, Q14}

Las cuestiones de esta Gltima clase tratan la proximidad y distancia entre los
sujetos (los jovenes) de la tabla del cuestionario.

En las preguntas Q8, Q14, Q16 y Q20 se trabajan las coincidencias
(copresencias y coausencias). Concretamente, en la pregunta Q8 se trata de
comparar dos columnas para comprobar si son iguales o0 no, y en Q14 se pide
encontrar tres pares de columnas iguales en toda la tabla. Por tanto, estas dos
cuestiones quedan relacionadas de la siguiente forma: Q14 = Q8.

La operacion que requieren tanto la cuestion Q16 como la Q20 es el calculo
del cardinal de las coincidencias (positivas y negativas) entre columnas concretas.
Suponemos, a priori, que la pregunta Q20 es mas compleja que la Q16, puesto que
ésta Ultima es méas directa, tanto en su redaccion (mas natural para el alumnado)
como en los célculos que deben hacer en cada una de ellas: en Q16 deben contar el
namero de coincidencias entre dos columnas (sujetos) y, en cambio, en la Q20 se
establece un sujeto previo a partir del cual se debe calcular el cardinal de
coincidencias con otros dos sujetos y después comparar los resultados. De ahi que
la implicacion entre estas dos cuestiones queda establecida como Q20 = Q16.

También suponemos a priori la implicacion Q14 — Q16, ya que como la Q14
es una pregunta abierta con busqueda en toda la tabla, la consideramos mas
complicada que la Q16 por ser concreta y relacionar sélo dos sujetos concretos.

Asimismo, consideramos que el alumno que responda con éxito las preguntas
Q14 y Q16 también sera capaz de contestar correctamente la cuestion Q13, en la
cual se exige el cardinal de las diferencias existentes entre dos columnas de la
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tabla. Por tanto, debe verificarse el siguiente encadenamiento de las cuestiones
(incluyendo la transitividad entre Q14 y Q13):

Q14 - Q16 = Q13

También podemaos establecer la implicacién Q16 —> Q8, ya que, si un alumno
sabe calcular el cardinal de coincidencias entre dos jovenes (sujetos) tal y como
pide la primera cuestion, también serd capaz de comprobar si dos columnas son
iguales (coinciden todas las celdas) segun se exige en la pregunta 8.

Por Gltimo, consideramos equivalentes las preguntas Q8 y Q12, en las que se
pregunta —aunque de forma distinta- las coincidencias entre dos sujetos concretos.
La Q8 se formula a partir del concepto de « preferencias entre tipos de musica » y
en la Q12 se pregunta utilizando « el mismo gusto musical »:

Q8 <> Q12

En resumen, la cadena de implicaciones entre las cuestiones de esta clase
guedaria representada de la siguiente forma:

Q20
U

Q16= Q8< Q12
U \ )

Q13 < Ql4

3 Comparacion de los analisis del Cuestionario Q
3.1 Resultados de la experimentacion

Presentamos a continuacion una aproximacion a los porcentajes de respuestas
justas a las preguntas del cuestionario Q, obtenidas por Pitarch (2002) en la
experimentacion realizada en diferentes centros de Castellon, sobre 239
estudiantes, diferenciando los resultados en los dos ciclos de la ESO vy
relacionandolos segln la caracterizacion de las cuestiones realizada a priori.
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- e
Cuestion | Operacion basica segln éP;i:(c)er;;ajlg 1r ciclo 2(3(;'2!,0
] 0 20

NUmero MAP respuesta (1°,2° ESO) ESO)

QL Q2, Tratamiento tabla 97 % no ex_lste_zr! dlf_erenmas
Q3 significativas.

Q4, Q4.1, - 0 - mayor

06 Cuantificadores (V,3) 90 % menor éxito éxito

Q5; Q21 |Comparacion cardinales 92 % ; 62% no ex_lste_zr! dlf_erenuas
significativas.

. g 0 no existen diferencias
Q7; Q7.1 | Comparacion filas 70 % significativas.

Q8 Comprobar coincidencias 87 % no ex_lste_zr! dlf_erenuas
significativas.

Q9;Q10; ‘s 39%, 15%, - mayor

011 Estadistica elemental 806, menor éxito | . "o

Q12;Q13 | Enumerar diferencias 81 % no e>_<|st_er_1 dlferenmas
significativas..

Q14 Coincidencias-toda Tabla 11 % menor éxito érzi?éogro

Q15, Q19 | Conjuncion™/Negacion — 51 % menor éxito érzi?;oé{o

Implicacion logica y con o - mayor

Q17,Q18 | . onamiento 13 % menor éxito | "o

16, Q20 | Coincidencias-columnas 66 % menor éxito | [oYOr

Q éxito 4°

Tab. 2: Porcentajes de respuestas justas de la experimentacion, en Castellon
(Pitarch, 2002).

Estos resultados confirman los obtenidos por Orus (Orus, 1992) en alumnos
de Gltimo curso de ensefianza primaria en Francia (CM2), mostrando que se siguen
observando las dificultades en cuestiones que exigen una operacion o0 razonamiento
l6gicos, con més de un 80% de alumnos que presentan dificultades con la
implicacion, pese al mayor porcentaje de éxito en 4° curso (Ultimo afio de la
ensefianza obligatoria). Queremos sefialar también el bajo porcentaje de éxito en
las preguntas de estadistica elemental, inferior al 20% en el calculo de la frecuencia
de una variable de la tabla T. Dificultades que no pueden ser atribuidas al manejo
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de la tabla, puesto que todas las cuestiones que sOlo exigen estrategias de
busqueda, enumeracién o comparacion de elementos de informacién de la tabla
(filas o columnas) tienen un altisimo porcentaje de éxito, superior al 80%; aunque
también este porcentaje disminuya cuando la complejidad de la tarea de blsqueda
aumenta.

3.2 El ASl y los analisis priori y a posteriori
321 Lasimplicaciones de la experimentacion

Los grafos implicativos efectuados por CHIC, versién 3.7, sobre los
resultados de la experimentacion (Pitarch, 2002) muestran las relaciones de
implicacion entre todas las cuestiones del cuestionario; en la Figura 2 se muestran
las relaciones mas significativas, con un indice de implicacion de 0.99 (izquierda)
y también las nuevas relaciones de implicacion que aparecen entre las cuestiones al
rebajar el indice a 0.95 (derecha).

Fig. 2: Implicaciones a posteriori: 0.99 (izquierda) y 0.95 (derecha)
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Analizaremos estas implicaciones con mas detalle, en funcion de los
conocimientos de las cuestiones, retomando las clases del analisis a priori, una vez
contrastada la validez de las implicaciones que habiamos establecido a priori al
interior de estas clases.

322  Validacion de las implicaciones a priori.

Con la experimentacion realizada vamos a evaluar la validez de nuestro
andlisis (implicativo) a priori, usando la metodologia de Spagnolo (1997). En ella,
el autor trata el tema de la validacion-refutacién de ciertas hipétesis didacticas a
través del uso de un cuestionario y del anélisis estadistico implicativo. Por una
parte, el investigador traduce las hipdtesis didacticas que quiere someter a examen,
en una serie de implicaciones entre algunas clases de cuestiones del cuestionario
que, a priori, serian légicas (es decir, exentas de contraejemplos). Posteriormente,
la muestra estructura las (cuasi-)implicaciones entre variables a partir de los
contraejemplos presentes en ella. Entonces, calcula las intensidades de las
implicaciones de los datos recogidos (la contingencia), y las mismas para las
implicaciones a priori (que resultan fijando a cero el nimero de contraejemplos y
manteniendo el nimero de ocurrencias de antecedente y consecuente), y crea un
estadistico de tipo ¥, que describe la distancia entre cada implicacion a priori y a
posteriori (la diferencia, normalizada por el valor la intensidad a priori). La
distancia entre las implicaciones a priori y a posteriori entre clases de cuestiones
gueda definida como la media aritmética de las distancias entre las implicaciones
gue resultan de combinar cada variable de la clase antecedente con cada variable de
la clase consecuente.

Finalmente, la regla de decisién consiste en la validacion de la implicacion
entre clases (i.e. de la hipo6tesis didactica) si y solamente si la diferencia entre lo
ideal y la contingencia es inferior al valor 0.25.

En nuestro caso, las hipdtesis didacticas han sido trasladadas a una serie de
implicaciones entre variables, y no entre clases de variables. Los célculos de
intensidades de implicacion a priori y sobre los datos del cuestionario han sido
realizados usando la teoria clésica y la ley de Poisson, dando como resultados los
expuestos en la Tabla 2.
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Implicacién | Intensidad | Intensidad . Dif. I
analizada | a priori a posteriori Dif. Normalizada Decision

Q11 ->Q10 |1 0.999 0 0 CONCORDANCIA
Q10> Q2 ]0.83 0.126 0.704 [0.848 REFUTADA
Q2—->Q1 [0.956 0.704 0.253 [0.264 REFUTADA

Q6 —>Q3 ]0.998 0.589 041 |041 REFUTADA
Q3—>01 ]0.955 0.697 0.258 |0.27 REFUTADA
Q11 > Q9 ]0.998 0.826 0.172 [0.172 CONFIRMADA
Q41504 |1 0.894 0.105 [0.105 CONFIRMADA
Q4506 |1 0.794 0.206 |0.206 CONFIRMADA
Q6—>04 |1 0.864 0.136 [0.136 CONFIRMADA
Q71 —> Q7 ]0.993 0.979 0.014 [0.014 CONFIRMADA
Q7—>04 |1 0.789 0.211 [0.211 CONFIRMADA
Q18 > Q19 |1 0.954 0.046 |0.046 CONFIRMADA
Q18 -»Q17 ]0.999 0.845 0.154 [0.154 CONFIRMADA
Q195 Q151 1 0 0 CONFIRMADA
Q21 - Q5 [0.997 0.425 0.572 [0.574 REFUTADA
Q17—>0Q19 |1 0.842 0.158 |0.158 CONFIRMADA
Q175 Q151 0.868 0.132 [0.132 CONFIRMADA
Q20> Q16 |1 0.973 0.027 [0.027 CONFIRMADA
Q16 > Q13 |1 0.964 0.036 |0.036 CONFIRMADA
Q16 >Q8 |1 0.552 0.448 ]0.448 REFUTADA
Q8—>Q12 |1 0.798 0.202 |0.202 CONFIRMADA
Q12508 |1 0.747 0.253 [0.253 REFUTADA
Q14 —» Q13 | 0.976 0.674 0.301 [0.309 REFUTADA
Q14 > Q8 [0.915 0.915 0 0 CONFIRMADA
Q14 —» Q16 ] 0.989 0.92 0.069 |0.069 CONFIRMADA

Tab. 3: Implicaciones analizadas, valores de intensidad a priori y a posteriori,
diferencias absolutas y normalizadas, y decision sobre su validez.

3.2.3

Analisis por clases, de las implicaciones a priori y a posteriori.

Retomamos las clases de cuestiones, obtenidas en el analisis de similaridad
realizado a priori, sobre el cuestionario, en funcion de los conceptos matematicos
en juego, para seguir analizando cada una de ellas, contrastando las implicaciones a
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priori, con toda la informacién obtenida a posteriori sobre las implicaciones entre
las cuestiones, de los datos de la experimentacion.

i) Cuestiones sobre conceptos estadisticos
La comparacién entres las implicaciones establecidas a priori entre estas
cuestiones y las obtenidas a posteriori, en la experimentacion, han permitido
confirmar estas relaciones (Ver Tabla 2).
Q11 = Q10
2 Confirmadas

Q9

Al considerar el subgrafo de las cuestiones de la clase C; del analisis
implicativo de la experimentacion (ver Figura 4), solamente aparecen relaciones de
implicacién entre las cuestiones que habiamos identificado a priori como
cuestiones sobre conceptos estadisticos Q10, Q11 y Q9, presentando una fuerte
intensidad (de 0.99) la implicacion de la cuestion Q11 referente a la frecuencia
relativa de una variable, hacia la cuestion Q10 sobre la frecuencia absoluta. Sin
embargo los buenos resultados sobre el porcentaje Q9 parecen depender més
directamente de los aciertos sobre la frecuencia absoluta que sobre la frecuencia
relativa, como habiamos considerado a priori.

Q11

cJjio

Fig. 3: Implicacion a posteriori entre las cuestiones de la clase C1={Q1, Q2,

Q3, Q10, Q9, Q11}

El resto de cuestiones de la clase C;, cuyas relaciones a priori, han sido
establecidas por la interpretacion semantica de dichas cuestiones y el tipo de
trabajo sobre la tabla que exigen sus respuestas, no aparecen en los resultados del
analisis implicativo de la experimentacion (como puede apreciarse en las Figs. 2 y
3). En la comparacidn a priori-a posteriori, estas relaciones han sido refutadas.

Q6 ->0Q03->01
0 Refutadas
Q10 — Q2
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ii) Cuestiones sobre operaciones logicas

Estas cuestiones aparecian en la clase C, = {Q15, Q19, Q17, Q18} vy el
subgrafo implicativo del andlisis a posteriori (ver Figura 4) muestra la siguiente
cadena de implicaciones, todas ellas con un indice superior a 0.95 y Q9, Q15 y
Q17 con un indice de implicacién de 0.99.

Fig. 4: Implicacion a posteriori entre las cuestiones de la clase C2 = {Q15,

Q19, Q17, Q18}

Las relaciones establecidas a priori, segun el trabajo légico y las estrategias de
busqueda, también han sido confirmadas.

Q18 = Q19 = QI5
U // Relaciones confirmadas (ver Tabla 2)
Q17

Habiamos considerado en este apartado también las cuestiones de la clase Cs
= {Q5, Q21}, sobre el célculo del cardinal de la disyuncion y se habia establecido
la implicacion a priori Q21 = Q5; pero esta implicacion no aparece en el grafo
implicativo de la experimentacion (Figura 1), y aparece como refutada en la
comparacion a priori/a posteriori de la Tabla 2.
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iii) Cuestiones sobre cuantificadores existenciales y universales

Recordemos que las cuestiones de la clase C; = {Q4, Q4.1, Q6, Q7, Q7.1}
estan caracterizadas por utilizar un cuantificador existencial y/o universal, a la vez,
que pueden requerir un recuento alternativo por parte del estudiante.

Las implicaciones a posteriori del subgrafo de estas cuestiones de la clase C3
(ver Figura 5), son mas débiles que en las otras clases: solamente aparecen Q7.1y
Q7 con un indice de 0.95 y el resto de cuestiones aparecen relacionadas cuando se
desciende el indice a 0.85.

Q7L Q71
(2]
Qo7 Qo7

Fig. 5: Implicaciones a posteriori entre las cuestiones de la clase C3 = {Q4,
Q4.1, Q6, Q7, Q7.1}, con el umbral fijado en 0.95 (izquierda) y 0.85 (derecha)

Hay que sefialar que todas las relaciones establecidas a priori, son validadas
por la comparacion con las implicaciones a posteriori, aunque la Figura 5 muestra
gue no existe ninguna relacion entre Q6 y Q4.

Q7.1 Q4.1

U ) Estas relaciones establecidas a priori han sido
Q7 = Q4 <>Q6  confirmadas todas ellas (ver Tabla 2)

Las dos preguntas Q6 y Q4, involucran la misma actividad matematica,
establecer el valor de verdad de una funcién proposicional generalizada en un
dominio finito:

¢ Pi/ [VxeX/ Pi(x)]: verdadera, siendo X = {X1, Xz,...., Xn}?

Sin embargo, la ausencia de relacién a posteriori entre estas dos preguntas
muestra que la interpretacion semantica de la tabla marca el trabajo de los alumnos
y que el sentido que atribuyen a una fila 0 a una columna es distinto: las respuestas
de los alumnos, entre la pregunta Q4: ¢Hay algun tipo de musica elegida por todos
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los jovenes? y la pregunta Q6: ¢Hay algin joven a quien le guste todos los tipos de
musica? no establecen ninguna relacién de implicacion entre ellas.

En el andlisis a-priori, ya habiamos establecido entre ellas solamente una
relacion Q4 <> Q6, en funcién del tipo de estrategia de resolucion de ambas
preguntas ya que tanto en la pregunta Q4, como en la Q6 se le exige al alumno que
realice la blsqueda de un modelo « homogéneo », en concreto de una fila y una
columna, respectivamente, en la que todas las celdas tengan el valor 1; pero no le
habiamos atribuido una relacion de coimplicacion Q4<Q6 que le hubiera
correspondido por la equivalencia del conocimiento matemético subyacente en
ellas, puesto que conjeturamos que no era el modelo matemético de estas
preguntas, sino la estrategia de busqueda lo que marcaria las respuestas de los
alumnos..

iv) Cuestiones sobre relaciones de proximidad y distancia

No todas las relaciones de implicacion que habiamos considerado a priori,
entre las cuestiones de la clase C4 = {Q8, Q16, Q20, Q12, Q13, Q14}, se han visto
confirmadas en la comparacion con los datos a posteriori; en el esquema que
habiamos presentado para relacionar a priori estas cuestiones, hemos marcado las
que no se verifican.

Q20

U

Ql6= Q8= Q12 Q8 = Q12 A Q12 = Q8
U \ ﬂ Relaciones confirmadas, a excepcion de las marcadas,

Q14 enrojo (ver Tabla 2)

Por tanto la estructura de implicacion que ha quedado confirmada para esta
clase C, es la siguiente:

Q20

U

Q16 Q8=>Q12

U\\ ﬂ Relaciones confirmadas en la comparacion a priori-a
Q13

Q14  posteriori.
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La coimplicacion a priori que habiamos establecido entre Q8 y Q12, debida a
la equivalencia del trabajo a realizar para responder ambas preguntas, ha sido
refutada, mostrando que para los alumnos existe una diferencia entre estas
preguntas; si nos fijamos en la formulacion de la pregunta Q8 (prefieren el mismo
tipo de mdsica), parece que resulta mas confusa a los alumnos que la pregunta Q12
(tienen el mismo gusto por la masica), esto puede explicar que los alumnos que
saben interpretar correctamente Q8 también saben responder correctamente Q12,
es decir Q8 = Q12 mientras que no sucede lo contrario y por tanto no se verifica
Q12=0Q8.

La confusa redaccién de la pregunta Q8, también puede explicar la no
validacion de la implicacién establecida a priori entre Q16 y Q8, al poder aumentar
la posibilidad de contraejemplos, con contestaciones justas para Q16 (¢En cuentas
respuestas de la encuesta estan de acuerdo los jovenes C y J?) y errOneas para Q8
(Los jévenes Hy O ¢ prefieren el mismo tipo de musica?).

El hecho de que la validacion de la cadena de implicaciones establecida a
priori entre Q20, Q16 y Q13, todas ellas cuestiones que comparan coincidencias o
diferencias entre los gustos musicales de jovenes concretos de la encuesta, mientras
que la implicacién atribuida a priori entre las cuestiones Q14 y Q13 no se
confirma, parece corroborar la “originalidad” de la cuestion Q14 (Encuentra, si
puedes, a tres parejas de jovenes a quienes les guste el mismo tipo de muisica.). Se
solicita del alumno una actividad de mayor complejidad y dificultad por
generalizar la comparacion entre sujetos a toda la tabla, que parece ser una
condicién suficiente para responder correctamente a muchas otras cuestiones,
apareciendo como antecedente en muchas de las relaciones de implicacion (todas
ellas confirmadas, como se ve en el esquema) con esas otras cuestiones Q16, Q8 y
Q12, pero no con Q13. La particularidad de Q13 es que es la Unica pregunta
explicita sobre las diferencias en las comparaciones que se cuestionan.

El siguiente grafo (Figura 6), presenta las relaciones de implicacion a
posteriori en C, e ilustra las reflexiones anteriores sobre la validacién o no de las
relaciones de implicacion que habiamos establecido a priori en esta clase Co.

Solamente afadir, que aparece una relacion de implicacién con un indice de
0.99, la implicacion Q13—Q12, y ésta no la habiamos sefialado en el andlisis a
priori, por considerar que la actividad de enumeracién sobre la tabla resultaba méas
asequible a los alumnos que cualquier otro tipo de actividad comparativa, y por
tanto que Q13, deberia aparecer como consecuente en las cadenas de implicacion,
tal y como se ha visto en el esquema a priori. Esta fuerte relacion de implicacién a
posteriori entre Q13 (¢ Cuantas diferencias entre los jovenes C y J) y Q12 (Los
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jovenes Ry N ¢tienen el mismo gusto por la mdsica?) parece mostrar que es la
peculiaridad de Q13 cuestionando sobre las diferencias, la que la sitia en el
antecedente de la implicacion

Fig. 6: Implicacion a posteriori entre las cuestiones de la clase C4 = {Q8,
Q16, Q20, Q12, Q13, Q14}, considerando un indice de implicacion de 0.75 y la
opcién de transitividad

4 Conclusiones

4.1 Conclusiones didacticas sobre la experimentacion de Q en la
Ensefianza Secundaria Obligatoria

El trabajo presentado en esta comunicacion ilustra una vez mas la
conveniencia -incluso necesidad- de los andlisis a priori de los cuestionarios, para
que éstos se adecuen a los objetivos que la investigacion pretende abordar; esta
necesidad ha sido reclamada constantemente en Didactica de las Matematicas, y
especialmente desde la Teoria de Situaciones (Brousseau y colaboradores). En
nuestro caso, el rol de situacion a-didactica que se pretendia jugar con el
cuestionario, es el que ha marcado la necesidad del estudio a priori de dicha
situacion y de los conocimientos presentes en el medio a-didactico, para determinar
las variables que queriamos observar y los valores que se les iba a otorgar a dichas
variables. En Pitarch y Orls (2005), se puede consultar este analisis y el interés
didéctico que puede tener el cuestionario, para trabajar en clase, mas alla del valor
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instrumental de recogida de informacion que ha supuesto la experimentacién del
cuestionario.

No obstante creemos que el andlisis de los datos de la experimentacion, que
hemos presentado en los diferentes apartados de esta comunicacion, comparando
los andlisis a priori y a posteriori, aporta una informacion mas completa y matizada
sobre la realidad del tratamiento de la informacion en la ESO y del bajo indice de
éxito de algunos de los conocimientos l6gico-matematicos y estadisticos asociados,
notablemente las operaciones légicas complejas, combinando operadores ldgicos
(conectores o cuantificadores, y la negaciéon ellos) o en forma de funciones
proposicionales condicionales.

El bajo porcentaje de éxito en las cuestiones explicitas sobre el concepto
estadistico de frecuencia de una variable estadistica “materializada” en la tabla
como la cabecera de una fila (el gusto por un determinado tipo de musica) y de los
diferentes valores que toma esa variable, en funcion de los sujetos, muestran las
dificultades de los alumnos con la apropiacion del concepto de variable estadistica
y no solo con el célculo de las frecuencias, que si son capaces de realizar sobre
datos con presentacidn “estandar”, tipo ejercicio de manual.

Consideramos que la utilizacién didactica de la tabla de datos por parte del
profesor puede permitir recrear, en situacion escolar, el sentido de éstos y otros
conceptos estadisticos, como puede ser la clasificacién de datos (Orus, 1992).

A lavez, latabla permite asi mismo dar sentido al trabajo de los alumnos con
operadores logicos que actlan sobre funciones proposicionales y no s6lo sobre
proposiciones; Durand-Guerrier (1996) sefiala la necesidad de un trabajo de esta
naturaleza con alumnos de la ensefianza obligatoria, para evitar las actuales
carencias de formacidn l6gica observada y analizada por ella misma en alumnos de
primeros afios de Universidad, carencias que esta autora identifica como el origen
de muchas de las actuales dificultades de los alumnos universitarios de diferentes
titulaciones en el estudio de las asignaturas de Matematicas.

4.2 Conclusiones metodologicas: ASI y analisis a priori de Q

El andlisis a priori del cuestionario nos condujo a buscar las variables de las
cuestiones, transformandolos en unos criterios que nos pudieran permitir identificar
0 caracterizar esas cuestiones. De esta manera hemos obtenido la matriz a priori
gue hemos llamado en toda la comunicacion MAP, en la que los criterios podian
ser considerados los “sujetos-tipo” que caracterizaban las cuestiones. En este
sentido nos parecidé interesante analizar el comportamiento a priori del
cuestionario, solamente en funcion de los criterios seleccionados y poder
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“comparar” estos analisis con el comportamiento de estas cuestiones en la
experimentacion.

El andlisis de similaridad de la MAP, como todo andlisis tipologico o
clasificatorio, permite hacer “emerger” relaciones entre las variables (las
cuestiones) que no se habian considerado inicialmente (Chandon y Pinson, 1981) y
por ello quisimos realizar este andlisis de la MAP. Las clases obtenidas nos han
confirmado que los criterios retenidos para caracterizar las cuestiones estaban bien
seleccionados, dando sentido e identificando las clases resultante. También puso de
manifiesto algunas proximidades no previstas, entre cuestiones, como por ejemplo
agrupar en la clase C,, las cuestiones sobre el manejo de la tabla, con las cuestiones
explicitas sobre estadistica.

Sin embargo, la naturaleza no simétrica del ASI nos puso de manifiesto las
posibles dificultades que podia presentar el analisis implicativo de la MAP. Por
ejemplo, aparecia que la cuestion Q10 (frecuencia absoluta) implicaba a Q11
(frecuencia relativa) y no al reves; la comparacion de los valores de la MAP, para
estas dos cuestiones nos muestra que son idénticos para todos los criterios, a
excepcion de EFRE, que identifica la frecuencia relativa y por tanto Q11 tenia el
valor 1y Q10 el valor 0, aportando un contraejemplo para la condicional Q11 —
Q10, pero sin embargo se verifica Q10 = Q11 (como implicacién l6gica). Pero
esto se podia haber evitado simplemente cambiando el criterio, por el de frecuencia
absoluta, invirtiéndose todas las relaciones anteriores, o incluso no diferenciar la
frecuencia absoluta de la relativa y dar a ambas cuestiones el valor 1 y a todas las
demés 0.

Hemos constatado como una misma identificacion de las cuestiones puede
hacerse por tanto, con criterios diferentes e incluso utilizando la formulacion
negativa de los criterios, se puede invertir la asignacion de 1 de 0 a las cuestiones y
por tanto alterar o invertir los contragjemplos de las implicaciones a priori.

Por todo ello no hemos utilizado los resultados del ASI sobre la matriz a priori
MAP; sino que hemos establecido a priori las implicaciones entre las cuestiones, en
funcién de los contenidos implicados y no de la codificacion asignada; y estas
implicaciones son las que han sido comparadas con las obtenidas
experimentalmente.

La aplicacion de este método, ya utilizado en Spagnolo (1997), ha resultado
muy fructifera en nuestro trabajo:

El establecimiento a priori de implicaciones entre las cuestiones, ha
propiciado el verificar las inversiones que aparecian en las implicaciones entre esas
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cuestiones en el grafo implicativo de la MAP y descartar estos analisis no
simétricos sobre la MAP, tanto el analisis implicativo como el cohesitivo.

La comparacion de estas implicaciones a priori, con los resultados de la
experimentacion nos ha permitido confirmar la mayoria de nuestras hipétesis
respecto a la estructura de nuestro cuestionario y su pertinencia como instrumento
de medida de los conocimientos implicados.

Ha permitido complementar y refinar la informacion obtenida con la
aplicacién de técnicas ASI, sobre los resultados de la experimentacion, al interior
de cada clase de cuestiones.

En definitiva, creemos que esta comunicacidn muestra una vez méas la
pertinencia, e incluso la necesidad, de los analisis a priori de los cuestionarios para
poder garantizar la coherencia de los analisis de los resultados, en funcién de los
objetivos del propio cuestionario; nuestra constatacion hecha en el ambito de la
investigacion en Didactica de las Matematicas, la consideramos también vélida y
generalizable a aquellos dominios de investigacion en los que la utilizacion de los
cuestionarios juega un papel metodoldgico importante.

Bibliografia

Bodin, A. (1996). Modéles sous-jacents a l'analyse implicative et outils
complémentaires, Cahiers du séminaire de didactique de I'RMAR de Rennes

Brousseau G. (1986). Fondaments et méthodes de la didactique des mathématiques.
Thése d’Etat, Université de Bordeaux-I. Ed: LADIST-Université de Bordeaux
I1, Bordeaux.

Brousseau G. (1998). Théorie des situations didactiques, La Pensée Sauvage,
Grenoble. [Versién en lengua inglesa: Theory of didactical situations in
mathematics: Didactique des mathématiques 1970-1990 (N. Balacheff, M.
Cooper, R. Sutherland and V. Warfield, Eds. and Trans.). Dordrecht, The
Netherlands: Kluwer (1997)].

Brousseau G.; Lacasta E. (1995). L’analyse statistique des situations didactiques,
Actes du Collogque Méthodes d’analyses statistiqgues multidimensionnelles en
Didactique des Mathématiques, ARDM, pp 53-107.

Couturier R. (2000). Traitement de I'analyse statistiqgue dans CHIC, Actes des
Journées sur la Fouille de Données par la Méthode d'Analyse Statistique
Implicative, Caen, IUFM de Caen, pp. 33-50



Reflexiones sobre el analisis a priori de los cuestionarios...

Durand-Guerrier V. (1996). Logique et raisonnement mathématique. Défense et
illustration de la pertinence du calcul des prédicats pour une approche
didactique des difficultés liées a I’implication. Thése d'Etat, Université Claude
Bernard - Lyon-1. Ed. CNRS de I’Université Lumiére-Lyon-2.

Gras R. (1995). Méthodes d'analyses statistiques multidimensionnelles en
didactiqgue des mathématiques. Actes du Colloque Méthodes d’analyses
statistiques multidimensionnelles en Didactique des Mathématiques. Ed.
ARDM, pp 53-107.

Gras, R et al. (1996). L'implication statistique. Nouvelle méthode exploratoire de
données. Ed. La Pensée Sauvage.

Lerman I.C. (1981). Classification et analyse ordinale des données, Dunod, Paris

Lerman I.C.; Gras R.; Rostam H. (1981). Elaboration et évaluation d'un indice
d'implication pour des données binaires, | et Il, Mathématiques et Sciences
Humaines n°® 74, p. 5-35y n°® 75, p. 5-47.

Orus P. (1986). L enseignement des méthodes de classification. Proposition d’une
ingénierie pour le cours moyen. Collection Etudes en Didactique des
Mathématiques. IREM de Bordeaux.

Orus P. (1992). La place du raisonnement naturel des éleves dans la négociation
didactique: r6le possible d'une initiation a I'analyse classificatoire dans la
scolarité obligatoire. These, U.E.R. Sciéntifique. Université de Bordeaux-lI,
Ed. IREM de Bordeaux.

Orus P.; Gregori P. (2005). Des variables suplémentaires et des eleves “fictifs”
dans la fouille des dones avec CHIC. Quaderni di Ricerca in Didattica.
Supplemento n.2 al N. 15, Ed. GRIM, Palermo (pp. 279- 293)

Orus P.; Pitarch 1. (2000). Utilisation didactique des tableaux des données et du
logiciel CHIC a I’école élémentaire, Actes des Journées sur La fouille dans les
données par la méthode d’analyse statistique implicative, Ecole Polytechnique
de I’Université de Nantes 2000, pp 85-98.

Pitarch I. (2002). Estadistica y Andlisis de datos en la ESO. DEA presentado en el
Departamento de Matematicas de la Universidad Jaume-I de Castell6n.

Pitarch I.; Orus P. (2005). Anélisis didactico de un cuestionario en el marco de la
Teoria de las Situaciones Didacticas. Actas del VIII Simposio de Investigacion
en Educacion Matematica. A Corufia 9-1. Septiembre de 2004. Ed. U.Corufia,
pp 1-20.

Spagnolo F. (1997). L’analisi a-priori e I’indice di implicazione statistica di Gras,
Quaderni di Ricerca in Didattica, n.7, pp 110-125.

Spagnolo F.; Gras R. (2007). Une mesure comparative en didactique des
mathématiques entre une analyse a priori et la contingence, manuscript.



Gregori et al.

Anexo 1: Consigna

Se ha hecho una encuesta, escogiendo como muestra jévenes entre 15 y 20
afios, para valorar qué tipo de musica es la mas elegida entre la poblacién de estas
Gltimas décadas. A continuacion se presenta una tabla de valores que representa las
respuestas de los jovenes a la encuesta musical y dicha informacién viene
expresada de la siguiente manera:

- A la izquierda esta el listado de los tipos de musica, de los cuales se pide
opinién a cada uno de los jovenes. Por ejemplo: “;te gusta la musica heavy?”

- La letra mayuscula de cada una de las columnas, representa el nombre del
joven. Por ejemplo: “el joven B”

- Los jovenes entrevistados s6lo podran contestar con un SI o un NO. Y en la
tabla de valores viene expresado de la siguiente manera: 1 quiere decir SI, y 0
equivale a NO.

Anexo 2: Tabla T

¢ Te gusta... A|B|C|D|E|F|G|H|I [J|IK|L|{M|N[O[P|Q|R|S|T
1...la musica hip-hop? |1 1|1 |0]1]|0f1 [0 |1|0f{0|1|1 [0]|0 (1]|1]0 1|0
2...la 6pera? 1{0|0f1({0|0OfO|1[0|OfO|O]|O [0]|1|0O|0O|O[1]|0O
3..lamusica maquina? (1 (1|0 |0 |1|1(1 (1 ]0jOf2 1|1 |11 |1|1(1]1]|1
4..el jazz? 0f1{0|1|1|0|1(10|O|1 (1|0 [O|1]1{0]|O|1]|O
5...el flamenco? 0(0f{0|1|0|1|11|1]|0|1 (00 [1]1]0f1]0|1]|O
6...1as rumbas? 1(1(1]1 (111 |1 f1j2)1 11 |1|1)1f1]1|1|1
7..la musica heavy? |[0]1]0(1]1]|0{1|0|0|0f1|1|1 (0|0 (1]|0]0 1|1
8...Ia musica pop? rir(jofof1jrjrifrojojr (2|1 (22 1)1 |1|1|1
9...la musica clsica? (1]|0(0|1]1|0|1|0|0(0|0O (0|0 |O[0]|O|O|O]|L1]|O
10...lamuasicadance? |1|1|1]|0|1|1{1 (1 |1(1|1 |11 |1({1]1|1]|1]|1]|1
11...la musica reggae? |0 |1|0|1|1]|0|1 |0 |1(0|1|1({0 [Of0O|1|1]|0]|L1]|O
12...el hardcore? Of1(1|0|1|1|1(1(0|OJ1 (11 1|1 |1f1]1]|1|1
13...el rap? 1(0(1]1(0f1]|0 |1 (1{0j1 |00 |1|1]0f1]0 (1|1
14..lamdasicapunk? |1|1(1|0|1(0f12]0|1(0|1 |11 (0|0 |1({0 |0 (1|0
15...1a musica ska? 1(1(1]1[1({0|O(1(0|Oj1 |11 |1|1]1f{1]0(1]1
Tab. 4: Tabla sobre la que se pregunta a los alumnos, en el cuestionario Q de la

experimentacion.
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Anexo 3: EI CUESTIONARIO (Cuestiones para responder los alumnos)

QL. (Al joven H le gusta el jazz?
Q2. (A cuantos jovenes les gusta el flamenco?
Q3. ¢ Cuantos tipos de musica le gustan al joven Q?

Q4. ¢Hay algun tipo de musica elegida por todos los jovenes? En caso afirmativo,
indica cuéles:

Q4.1.;Hay otras? En caso afirmativo, indica cuales
Q5. Los jovenes entrevistados ¢prefieren la masica heavy o la musica ska?

Q6.;Hay algin joven a quien le guste todos los tipos de musica? En caso
afirmativo, indica su nombre:

Q7. ¢Existe alguna musica mas preferida que la musica punk?

Q7.1.Si hay alguna, indicala 'y razona tu respuesta.

Q8.Los jovenes Hy O, ¢prefieren el mismo tipo de musica?

Q9.¢A qué porcentaje de los jovenes entrevistados les gusta la musica rap?

Q10. Si consideramos - escoger la musica maquina- como una variable estadistica,
¢qué frecuencia absoluta dirias que tiene en esta distribucién estadistica?

Q11. /Y qué frecuencia relativa tendria la variable estadistica de la pregunta
anterior?

Contesta, razonando todas tus respuestas:
Q12.Los jovenes Ry N, ¢tienen el mismo gusto por la musica? ¢ Por qué?
Q13.;Cuantas diferencias hay entre las respuestas de los jovenes C y E? ;Por qué?

Q14.Encuentra, si puedes, tres parejas de jovenes a quienes les guste el mismo tipo
de musica.

Q15.¢ A cuéntos jovenes les gusta a la vez el flamenco y la musica pop? ¢Por qué?
Q16.¢En cuéntas respuestas de la encuesta estan de acuerdo los jovenes Cy J?

Q17.A todos los jovenes que les gusta la musica dance ¢también les gusta el
hardcore?
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Q18.A todos los jovenes que les gusta el hardcore ;también les gusta la musica
dance? ;Por que?

Q19.;A cuéntos jovenes no les gusta ni el flamenco ni el pop? ¢Por qué?

Q20.El joven I ¢a quien se aproxima mas en su gusto musical, al joven F o al joven
D?

Q21.A los jévenes entrevistados ¢les gusta mas la muasica heavy, el jazz o el
reggae? ¢Por qué?
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Resumen. Se propuso a alumnos de secundaria un cuestionario cuyo
objetivo era analizar el papel adidactico del gréafico. En esta experiencia
se prueba la capacidad de los estudiantes, en relacién con el gréfico
cartesiano de funciones, de: 1) prever resultados, 2) representar y
comunicar ciertas situaciones o ciertas propiedades y 3) interpretar
informaciones planteadas graficamente. Se exploraron previamente los
datos mediante andlisis factorial (ACP y AFC). Los modelos derivados
de este andlisis preliminar se contrastaron con un andlisis implicativo
posterior.

1 Obijetivos del cuestionario. Hipdtesis consideradas

El objetivo de este trabajo es analizar el papel adidactico del gréafico
cartesiano de funciones (GCF); es decir, el medio material GCF permite al alumno:

“[... Las] adaptaciones deseadas, mediante una eleccion juiciosa, de los
‘problemas’ que [el maestro] le propone. Estos problemas, elegidos de manera que
el alumno pueda aceptarlos, deben obligarle a actuar, hablar, reflexionar y
evolucionar por si mismo. Entre el momento en el que el alumno acepta el
problema como suyo y el momento en el que produce su respuesta, el maestro
rehlsa intervenir para proponer los conocimientos que quiere que aparezcan. El
alumno sabe perfectamente que el problema se ha elegido para que adquiera un
conocimiento nuevo, pero debe saber también que ese conocimiento esta
completamente justificado por la logica interna de la situacion y que puede
construirlo sin apelar a razones didacticas. No solamente puede, sino que también
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debe hacerlo, pues no habra adquirido verdaderamente ese conocimiento mas que
si después es capaz de ponerlo en marcha por si mismo, en situaciones que
encontrard fuera de cualquier contexto de ensefianza y en ausencia de toda
indicacién deliberada. Esta situacion se denomina adidactica.” (Brousseau, 1998,
59).

En esta experiencia se pondré a prueba la capacidad de los alumnos, a través

del GCF, para:

- prever resultados,

- representar y comunicar ciertas situaciones y ciertas propiedades, e
- interpretar informaciones planteadas graficamente.

Pretendemos ademas determinar:

- si se produce un aprendizaje de estas capacidades a través de la escolaridad de
secundaria,

- cudl puede ser la influencia de los mensajes icénicos en el comportamiento del
alumno y

- cuél puede ser el comportamiento de los alumnos frente a funciones con
variable temporal.

Se han explorado los datos previamente mediante el andlisis factorial. Los
modelos derivados de este analisis preliminar se han contrastado con un analisis
implicativo posterior. (Gras, 1996). Para estudiar las dependencias mutuas y las
implicaciones entre los objetivos a estudiar, hemos efectuado varios analisis
multivariantes, utilizando el programa informatico CHIC para la clasificacion
jerarquica, implicativa y cohesiva (Couturier et Gras, 2005).

1.1 La prevision de resultados en las funciones

La nocidn de funcién en un sentido moderno permite estudiar relaciones entre
variables, aunque no se presente una idea de anticipacion; pero para Lagrange, las
funciones tienen necesariamente una expresion algebraica que permita prever en un
momento dado los valores de una variable, cuando se conocen los de la otra.
Existen funciones para las que no se puede prever cuales son los valores que la
funcion tomaréa para valores de la variable superiores a un valor dado. Este tipo de
funciones se ha considerado completamente inutil durante mucho tiempo en la
historia de las matematicas.

Cuando los profesores quieren justificar las funciones a los estudiantes, toman
la nocidon mas amplia, que se justifica por el estudio de la nocion de continuidad y
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otras. El ejemplo de la curva de la temperatura de un enfermo con relacién al
tiempo es completamente diferente del de una funcién para la que hay una
posibilidad de prediccion de su comportamiento. Hay una gran distancia
epistemoldgica entre estos tipos de funcion, pero en el medio escolar no se subraya
su diferencia.

El analisis de datos es pertinente para el estudio de los hechos didacticos
cuantificados y para formular y contrastar hip6tesis (Gras, 1992, 2005). Asi pues,
esperamos obtener resultados empiricos que nos permitan responder a las hipétesis
enunciadas mas adelante.

1.2 Hipdtesis

Varias concepciones de la funcion se apoyan sobre la variable tiempo; en
estos casos el vocabulario espacial no se puede aplicar y el problema de la
interpretacién de los graficos se hace diferente. Aunque este no es el objeto de este
trabajo, sefialaremos que el papel jugado por el grafico en la construccion del
andlisis matematico se puede tratar bajo perspectivas distintas (recordemos las
construcciones de Newton y Leibniz).

A pesar de todo es interesante analizar la capacidad de los estudiantes para
construir e interpretar el grafico de una funcion de la variable tiempo (tal y como se
hace en las cuestiones 1, 2 y 4 del cuestionario) y la capacidad de los mismos
estudiantes para trabajar las funcionalidades espaciales del grafico y del icono
tratadas en la cuestion 3.

He aqui las hipotesis planteadas sobre el grafico en relacion con la prevision,
representacion y comunicacion de situaciones:

o Hipdtesis H1: Si los estudiantes son capaces de resolver situaciones de
extrapolacion, entonces dominan la representacion grafica de funciones
periddicas.

o Hipétesis H2: Si los estudiantes pueden prever el comportamiento para un
valor cualquiera del dominio (de la variable t tiempo) de una funcién dada
mediante una informacidn textual, entonces son capaces de representar
graficamente la funcion.

e Hipétesis H3: Si los estudiantes resuelven determinadas tareas matematicas,
entonces son capaces de resolver tareas del mismo orden, planteadas iconica o
graficamente.

e Hipotesis H4: Los estudiantes piensan que se pueden adquirir conocimientos
suficientes sin el saber, a través de la imagen.
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2 El cuestionario y el plan de experiencias: conocimientos matematicos,
componentes del grafico contempladas y cuestiones

Los conocimientos matematicos que se contemplan son los siguientes:
extrapolacion (ext), division euclidea (div), interseccion de funciones (ins) y
comparacion de funciones (com). Estos conocimientos forman el conjunto CM =
{ext, div, ins, com}.

Las técnicas de extrapolacion mediante aproximacion lineal u otras, no estan
al alcance de las actividades emprendidas normalmente en la educacion secundaria
obligatoria. En lugar de definir una funcion a través de su formula, hemos elegido
una funcién empirica, tomando la periodicidad como una caracteristica susceptible
de ser utilizada para analizar la capacidad de los estudiantes para concebir la
extrapolacion de una funcién. La eleccion de la periodicidad ha introducido la
divisién euclidiana como conocimiento en juego.

Para las funciones de variable temporal hemos considerado la interseccién y la
comparacion de funciones.

En las cuestiones la informacién se ha dado en forma de un icono (1), de un
gréfico cartesiano (G) y de un texto (Tx). Estos medios de informacién dan el
conjunto F ={I, G, Tx}.

El uso del grafico cartesiano como abaco, es decir como dispositivo material
que permite encontrar sobre una escala el valor de « y » para un valor dado de « x »
(abaco directo) y viceversa (abaco indirecto), se ha codificado como “A”; el
carécter temporal de las funciones tratadas se ha codificado con “t”.

Se han elegido 14 cuestiones puntuales, que recogen los conocimientos y las
componentes del grafico expuestas mas arriba, agrupadas en 4 cuestiones
generales. El texto del cuestionario se encuentra en el anexo 1.

3 Constitucion de la muestra. Desarrollo

Hemos aplicado el cuestionario dos veces para poder analizar el efecto del
nivel escolar. La primera aplicacion se realiz6 con estudiantes de 15 a 16 afios (33
alumnos de educacién no dividida en ciencias y letras). La segunda se hizo a 19
estudiantes de 17 a 18 afios, de un grupo con unas matematicas adaptadas a las
humanidades.
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Se eligio el nivel correspondiente a los 15-16 afios con el fin de evitar la falta
de respuesta, que en niveles inferiores podrian ser numerosas, dadas las cuestiones
matematicas planteadas. Se eligié asimismo un grupo de alumnos de 17-18 afios,
para tener una separacion suficiente de las diferencias de comportamiento
atribuibles al nivele escolar.

En todos los casos el cuestionario se aplic durante el horario escolar y se dijo
a los alumnos que su profesor tendria en cuenta los resultados de la prueba para la
evaluacion posterior.

4 Matriz activa: las variables contingentes

4.1 Las variables

Algunas de las cuestiones puntuales que acabamos de describir fueron
respondidas satisfactoriamente por todos los alumnos, mientras la recogida de
datos de otras tuvo algunos problemas. Las respuestas a la cuestion 5 se refieren a
las representaciones que tienen los alumnos de los graficos y de los iconos. Por
estas razones sélo se tuvieron en cuenta finalmente 14 cuestiones puntuales,
mediante las siguientes variables binarias (1 acierto, 0 fallo:

R11, R12, R13: Acierto en los apartados 1.1., 1.2. y 1.3.

R21: Acierto en la representacion gréfica del comportamiento de las tres duchas
automaticas. La respuesta debe ser un grafico como el de la figura 1.

R22: Acierto en el apartado 2.2. (dar los valores de t = 25, 35, 45... y el 0).

R23: Acierto en el apartado 2.3. (dar un valor cualquiera entre 10y 15 s.).

R24: Acierto en el apartado 2.4. (dar un valor cualquiera entre 5y 10 s. Y el valor t
=15).

R25: Acierto en el apartado 2.5. (dar un intervalo entre t = 0 y un valor entre 5 y
10).

R26: Acierto en el apartado 2.6. (dar un intervalo entre dos valores de t
comprendidos entre 5 et 15).

R31: Acierto en el apartado 3.1. (dar el grafico de la funcion S(x) = 2x).

R41: Acierto en el apartado 4.1. (dar los valores t =0 y t = 60).

R42: Acierto en el apartado 4.2. (descripcion de los movimientos de los moviles A
y B, explicitando el comportamiento de laa velocidad y de los tiempos de
parada y de regreso).

R43: Acierto en el apartado 4.3. (dar el mévil A y los intervalos [0 ; 10] y
[10; 30]).
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R44: Acierto en el apartado 4.4. (dar el movil A).

Temperatura (grados)

A

80

Tiempo
(segundos)

Fig.1: Respuesta a la cuestién 2 del cuestionario

Como el nimero total de alumnos que han respondido al cuestionario es 52, la
dimension de la matriz de las variables contingentes es: 52 x 14. Decidimos elegir
esta matriz como activa para los andlisis factoriales. Es decir, que los vectores y
valores propios se definen a partir de ella. Las representaciones de las variables y
los caracteres de las matrices explicativas se situaran respecto a la contingencia
definida por la matriz activa.

4.2 Histograma de aciertos. Dificultad de las cuestiones

Una clasificacién arbitraria de las cuestiones segin su dificultad puede
proporcionarnos algunas indicaciones en una primera aproximacién; aungue
algunas atribuciones de la clasificacién pueden ser equivocas, puesto que no se han
realizado tests de hipdtesis y algunas diferencias pueden deberse al azar.



Prevision y comunicacion de valores a través del grafico

R11 1 90
R12 ¢ 1 79

R13 =——"—""—"=38

R21 ¢ 1 60

R22 1 79

R23 | 1 50

R24 ———————= 35

R25 =—= 23

R26 =—= 21

R31 1 42

R41 ¢ 1 81
R42 =———=— 29

R43 =———""—"= 38

R44 1 73

Leyenda:
Rij: acierto en el apartado « i.j » del cuestionario.
El nimero situado en el extremo de las barras es el porcentaje del éxito
respectivo.
Fig. 2: Histograma de los porcentajes de acierto a los apartados del
cuestionario

Cuestiones faciles (porcentajes de acierto superiores al 70%)

Apartados 1.1 et 1.2 (que pueden resolverse por extrapolacion explicita sobre
el grafico y su lectura como abaco directo). Apartado 2.2 (que puede ser una
respuesta puntual mediante interpretacion directa del texto, sin construccion
grafica). Apartado 4.1 (que puede resolverse por interseccion de funciones, incluso
cuando sus graficos se interpretan erréneamente, por ejemplo como trayectorias).
Apartado 4.4 (que puede resolverse mediante lectura del grafico como &baco
indirecto).

Cuestiones de mediana dificultad (porcentajes de acierto entre 40 y 70%)

Apartado 2.1 (la resuelve el 60% de los alumnos, aunque no es una cuestion
habitual en la ensefianza y los graficos tienen cierta complejidad; se trata de un
resultado bastante sorprendente). Apartado 2.3 (lectura como abaco del grafico del
apartado 2.1). Apartado 3.1 (42% de los alumnos son capaces de apartarse de la
representacion iconica par abstraer la funcion S(x) y dar correctamente su grafico).
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Cuestiones dificiles (porcentajes de acierto inferiores al 40%)

Apartado 1.3 (sélo el 38% de los alumnos han sabido resolver esta cuestion
fuera del gréafico, mediante la division euclidiana u otros procedimientos
numéricos). Apartado 2.4 (el 35% hace una lectura puntual del gréfico encontrado
en el apartado 2.1). Apartado 4.2 (el 29% de los alumnos interpreta
convenientemente un diagrama e-t, determinando el regreso, la velocidad, etc.).
Los apartados mas dificiles son los 2.5 y 2.6, que exigen razonamiento sobre un
intervalo.

5 Las matrices explicativas. Analisis “a priori”

He aqui los tipos de procedimiento seguidos en la resolucion de la cuestion 1:

1p4: Determinacion del periodo 4 mediante observacion del gréfico, division de “t”
por 4 y calculo del valor de la intensidad del sonido por conteo del resto.
Hemos anotado el valor « 1 » cuando se ha usado este procedimiento para
responder al menos a los apartados 1.1 y 1.2 y el valor “0” cuando no se ha
usado este procedimiento.

leg: Célculo por extrapolacion grafica. Valor “1” si el alumno continda el dibujo
del gréfico hasta el valor t = 23 s. para responder a los apartados 1.1y 1.2.

1cp: Determinacion del valor pedido mediante conteo (de uno en uno o de cuatro
en cuatro) sobre el gréafico o sobre una tabla elaborada al efecto, al menos en
los apartados 1.1y 1.2.

1th: Construccion de una tabla de valores de la funcién dada.

Los comportamientos encontrados en la eleccion de las cuestiones que los

alumnos perciben como las mas faciles fueron:

5ch: Coherencia de la respuesta con los resultados. Valor “1” si la cuestion
estimada como la mas facil esta globalmente bien resuelta por el alumno.

5ic: Incoherencia de la respuesta del alumno con sus resultados. Valor “1” si la
cuestion estimada como la méas facil por el alumno no la ha resuelto
adecuadamente de manera global®.

5¢: La razdn argiida de la facilidad de la cuestion elegida es que la interpretacion
del gréfico es féacil.

t Hemos elegido las variables 5ch y 5ic en lugar de una sola, porque algunos alumnos
no han respondido a la cuestion 5. Asi, los valores posibles para el par de respuestas
son (1, 0), (0,1) y (0, 0).
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1p4d =—=—= 25

leg =—= 21

lop == 27

5¢ch | ] 48

S5ic /——1 23

50 1 1 40

Leyenda:

El nimero del extremo de las barras es el porcentaje de acierto o de la realizacion del
comportamiento respectivo.

1p4: determinacion del periodo 4 mediante observacion del grafico.

1leg: calculo mediante extrapolacion grafica.

1cp: determinacion del valor pedido mediante conteo.

5ch: coherencia de la respuesta del alumno sobre las cuestiones mas féciles a su juicio
con sus resultados.

5ic: incoherencia de la respuesta del alumno sobre las cuestiones mas faciles a su
juicio con sus resultados.

5¢: la razén arglida de la facilidad de la cuestion elegida es la facilidad de la
interpretacion de su gréfico.

Fig. 3: Histograma de los procedimientos seguidos y de los comportamientos
observados en las cuestiones 1 a 5 del cuestionario.

Las diferencias entre los porcentajes de acierto pueden deberse al azar. Sin
embargo, es de resaltar que casi la mitad de los alumnos eligen de manera
coherente con los resultados y que el 40% de los alumnos declaran que la razon de
su eleccion es la facilidad de la interpretacién del gréfico. ¢Son los mismos los
alumnos que responden afirmativamente a los comportamientos 5ch y 5g? ¢Cémo
se sitGan estas variables con relacion a la contingencia y a las demas variables
explicativas?

El andlisis de datos puede darnos algunas respuestas a las cuestiones
planteadas y el interés de las variables ligadas a la cuestion 5 seré& puesto de relieve
en el parrafo 7.

He aqui los caracteres explicativos de las situaciones:

Los conocimientos matematicos y las componentes del gréafico son: A (abaco),
t (tiempo); el conjunto de formas de presentacién de la informacion es F
={l (icono), G (grafico), Tx (texto)} y el conjunto de los conocimientos
matematicos implicados es {ext (extrapolacion), div (division euclidiana), ins
(interseccion de funciones), com (comparacion de funciones)}.
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Las 14 variables acierto-error tomadas en cuenta permiten mostrar el efecto de
estos caracteres explicativos ligados a las situaciones propuestas. La matriz a priori
de la tabla 1 indica la realizacion o no de cada caracter binario para cada una de las
14 cuestiones.

La verificacion de las dependencias a priori consiste en examinar la relacion
entre las variables explicativas, independientemente de la contingencia a explicar.
Los caracteres “t” (tiempo) y “A” (segun los analisis ACP y AFC) estan
relacionados entre si. Sucede los mismo con los caracteres “ext” (extrapolacién) y
“div” (divisién). Se ha detectado también una cierta relacién entre los caracteres
“I” (icono) y “G” (grafico). Los otros caracteres: “ins” (interseccion de funciones),
“com” (comparacién de funciones) y “Tx” (texto) son relativamente
independientes.

R11 | R12 | R13| R21 | R22 | R23 | R24 | R25 | R26 | R31 | R41 | R42 |R43 | R44
I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1
G 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
Tx | 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0
ext | 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
div| 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ins | 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0
com| 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
t 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1
Al 0 0 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1
Leyenda:

Rij: acierto en el apartado « i.j » del cuestionario.
I: la informacion dada en la cuestion lo esta bajo la forma de un icono.
G: la informacion dada en la cuestion lo esta bajo la forma de un grafico.
Tx: la informacion dada en la cuestion lo estéa bajo la forma de un texto.
ext: presencia en la cuestién de conocimientos relativos a la extrapolacion.
div: presencia en la cuestion de conocimientos relativos a la division euclidiana.
ins: presencia en la cuestion de conocimientos relativos a la interseccién de funciones.
com: presencia en la cuestion de conocimientos relativos a la comparacion de funciones.
t: presencia en la cuestion de funciones de variable temporal.
A: el grafico debe utilizarse como abaco para responder a la cuestion.
La dimension de la matriz explicativa de los caracteres ligados a las situaciones es pues 9
x 14.
Tab. 1: Matriz de los caracteres explicativos ligados a las situaciones del
cuestionario, considerados ““a priori”.
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6 Analisis de la contingencia y confrontacion con las variables
explicativas

Veamos ahora el efecto de la contingencia; es decir, el efecto de los resultados
de los alumnos sobre las relaciones entre los 9 caracteres explicativos.

Las relaciones de proximidad e independencia encontraros en los ACP a
priori y a posteriori, es decir, con la intervencion de los resultados de los alumnos,
se exponen en la tabla 2.

En los dos analisis, los caracteres explicativos de las situaciones Tx (texto),
ins (interseccién) e | (icono) aparecen separados en las matrices a priori y ligados
en la matriz analizada a posteriori. Es decir, que son los alumnos los que han
relacionado estos caracteres y esa proximidad de los elementos del conjunto {Tx,
ins, 1} es un hecho que podemos interpretar de esta manera: la presencia de un
texto y un icono explicativos esta relacionada por los alumnos con el célculo de
intersecciones de funciones. Por el contrario, el gréfico no aparece relacionado con
este célculo.

A priori A posteriori

Proximidad {A t}, {ext, div}, {I, G} {A, t}, {com, I}, {I, TX, ins}, {A, Tx}

Independencia | {l, Tx, ins}, {A, Tx}, {com, I} | {ext, div}

Leyenda:

I: la informacion dada en la cuestion lo esta bajo la forma de un icono.

G: la informacion dada en la cuestion lo esta bajo la forma de un grafico.

Tx: la informacién dada en la cuestion lo esta bajo la forma de un texto.

ext: presencia en la cuestion de conocimientos relativos a la extrapolacion.

div: presencia en la cuestion de conocimientos relativos a la division euclidiana.

ins: presencia en la cuestion de conocimientos relativos a la interseccién de funciones.
com: presencia en la cuestion de conocimientos relativos a la comparacion de funciones.
t: presencia en la cuestion de funciones de variable temporal.

A: el gréfico debe utilizarse como &baco para responder a la cuestion.

Tab. 2: Proximidad e independencia de los caracteres explicativos ““a priori” y
**a posteriori’” en el cuestionario

En la representacion del plano 1-2 del AFC a posteriori, el Gnico caracter
ligado a “com” (comparacion de funciones) es “Tx”. Luego es la presencia de un
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texto explicativo lo que esta relacionado por el comportamiento de los alumnos a la
comparacion de funciones y no la presencia de un grafico cartesiano o de un icono.

El caracter “A” (ligado a las cuestiones cuya resolucién exige el uso del
grafico como &baco) esta ligado por las respuestas de los alumnos al caracter “Tx”;
es decir, a la presencia de un texto explicativo de la funcién. Por el contrario, el par
(A, t) esta relacionado a priori y a posteriori. Pero como la relacion entre A y t
viene dada por la propia definicién de estos caracteres, no podemos determinar si
el comportamiento de los alumnos ha influido en su relacion.

El par (div, ext) que estd ligado en el analisis a priori, se separa tras la
intervencion de los alumnos, puesto que se trata de dos procedimientos alternativos
para la resolucién de los apartados 1.2.y 1.3.

El hecho de que las cuestiones se hayan planteado mediante un gréfico
cartesiano (G), no parece jugar ningun papel en la eficacia para resolver problemas
de comparacion de funciones (com) y de calculo de intersecciones (ins).

6.1 Confrontacion a la contingencia de las variables explicativas de los
alumnos. Andlisis en Componentes Principales (ACP)

Los apartados 3.1. (expresion mediante un gréafico cartesiano del area de la
vela en funcion de la longitud de la botavara del barco) y 4.1. (calculo de los
instantes durante los cuales las posiciones de los dos moviles de la cuestion 4
coinciden) son los que mas se identifican con el éxito escolar en matematicas en el
plano 1-2 del ACP de la matriz “a posteriori” y parece que la interpretacion de
diagramas cartesianos espacio-tiempo y la representacion cartesiana de funciones
expresadas a través de informaciones diversas (texto explicativo e icono) son tareas
familiares para los alumnos.

El éxito en el ejercicio (REU)? no discrimina a los alumnos que pertenecen a
la clase de 15-16 afios (U) y a los de la clase de 17-18 afios (L). Sin embargo, en el
ACP se observa que:

Los alumnos de 15 afios (U) se caracterizan por: a) la expresién del gréafico
como ideograma (sin referencias ni escalas) en la respuesta al apartado 3.1. (31D) y
b) el uso de la extrapolacion gréfica en la cuestion 1 (leg).

2 E| valor es la media de los aciertos a las cuestiones del cuestionario. Es decir, la
media de los valores obtenidos para las 14 variables actives: R11, R12, R13, R21, R22,
R23, R24, R25, R26, R31, R41, R42, R43 y R44,
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Los alumnos de3 la clase de 17-18 afios (L) se caracterizan por: a) la ilusion
del icono como representacion cartesiana en la respuesta al apartado 3.1. (31,
indicio de la ilusion de la adquisicion de conocimientos sin el saber, a través de la
imagen) y b) la eleccién de cuestiones que contienen la variable tiempo como las
mas féciles. Hay que resaltar que esta eleccién no se acompafia de un dominio
particular de la interpretacién de las funciones temporales, ya que el caracter de las
situaciones t (tiempo) aparece opuesto a las clases U y L en el AFC a posteriori.

En efecto, la observacion directa de las frecuencias de estas variables da la
tabla 3.

Parece pues que no hay un efecto del aprendizaje en el éxito general en el
gjercicio, para los alumnos de la clase L (opcidn de letras), sino una especializacion
en la ilusion de la adquisicion de conocimientos sin el saber, mediante la imagen.

Clase Numero de alumnos 311 31D
U 33 0 7
L 19 6 1

Leyenda:

311: dar como respuesta al apartado 3.1 la representacion iconica de la vela sobre los
ejes coordenados.

31D dar como respuesta al apartado 3.el grafico de la funcion y = x, sin escalas.

U: clase de 15-16 ans (seccion Unica).

L: classe de 17-18 ans (seccion de letras).

Tab. 3: Frecuencias por clases de las variables que reflejan el uso del gréafico
como ideograma y la contaminacidn del icono en el grafico

6.2 Influencia de la iconicidad sobre las preferencias de los alumnos

Los alumnos de letras de 17-18 afios eligen erréneamente las cuestiones de
interpretacion de diagramas espacio-tiempo como las méas faciles. Tras la
realizacion del cuestionario los caracteres L (seccién de letras) y 59 (“los graficos
son muy faciles de interpretar”) estan ligados, pero al mismo tiempo el caracter
temporal (t) estd opuesto a L. Este resultado puede interpretarse de la siguiente
manera: “La ideologia de la iconicidad conduce a los estudiantes a elegir mal las
soluciones”.

Solamente los alumnos de 15-16 afios usan el grafico como ideograma vy, ala
vez, prevén los valores de una funcion periddica mediante extrapolacion gréfica.
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Nuestra idea previa era que el uso del grafico como ideograma exige una cierta
madurez. Por el contrario, este resultado empirico —que esta acompafiado de una
falta de dominio en la resolucion de problemas, puesto que no aplican
procedimientos simples, como la division euclidiana— contradice la conjetura de
que “solo los alumnos de niveles superiores (17- 18 afios) llegan a usar el gréafico
como ideograma en sus explicaciones”.

6.3 Analisis implicativo

Las variables explicativas ligadas a los alumnos podrian haberse tratado como
caracteres activos, puesto que estan definidos a partir de respuestas al cuestionario.
Sin embargo este analisis esta aplicado a la matriz de aciertos a las cuestiones (de
dimension 52 x 14); por un lado, la definicién de las variables se ha realizado
segun criterios que pueden ser discutibles desde el punto de vista de la fidelidad de
los datos a la contingencia, pero por otra parte, la consideracion de un nimero
excesivamente grande de variables explicativas en la matriz contingente hubiera
podido entorpecer el anlisis.

Recordemos que las implicaciones de la “jerarquia implicita de las clases para
la matriz de los aciertos a las cuestiones del cuestionario” se establecen entre clases
ya ordenadas internamente. El arbol jerarquico proporcionado por el programa
informatico CHIC, pone de manifiesto que la presencia de un grafico cartesiano en
el enunciado (EG) no implica mas que muy débilmente —en un solo caso— los
aciertos a otras cuestiones. Por otra parte, el acierto en la construccion de un
grafico cartesiano (IG) implica también débilmente otros aciertos. Asi pues, no
podemos afirmar que el grafico pueda jugar un papel fundamental en la
comunicacion, la reproduccion y la prevision de situaciones diversas.

El grafico implicativo (figura 4) nos proporciona informaciones adicionales.
Por ejemplo:

e La variable R11 estd aislada. No hay implicacién ni transitividad con las
variables R12 o R13, aunque el comportamiento recogido por R11 supone
también una extrapolacion. La explicacion més plausible es que el acierto en la
cuestion 1.1, mas que una extrapolacion, no exige mas que una lectura puntual
del grafico dado, con un pequefio afiadido.

e El porcentaje de acierto en la cuestion R21 es del 60%. Los tres tipos de error
mas frecuentemente asociados a la cuestion 2.1 (representacion gréafica) son: 1)
tomar el origen O de los ejes como origen de los graficos (el agua empieza a
salir segun los graficos a 0°), 2) los graficos contienen trazos verticales y 3) el
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cambio de pendiente de la gréfica del sistema B se sustituye por una pendiente
constante los primeros 15 segundos o por otras pendientes que no estan de
acuerdo con el enunciado.

409 @

41

Leyenda:
Rij: acierto en el apartado « i.j » del cuestionario.

Fig. 4: Grafico implicativo

El andlisis clinico de las respuestas pone de manifiesto que los errores mas
frecuentes son « confusidn entre velocidad y aceleracién » (cuestion 4) y
« respuestas puntuales cuando se solicita un intervalo » (cuestion 2). El grafico
implicativo permite por su parte afirmar que: 1) la frecuencia de R43 es mayor
gue la frecuencia de R25, aunque la tarea de 2.5 (lectura de un grafico
mediante intervalos) podria considerarse mas simple que la correspondiente a
4.3 (determinacion de la pendiente de una funcion lineal) y 2) la mayoria
(95%) de los alumnos que han resuelto las cuestiones 2.5 y 2.6 son capaces de
resolver la cuestion 4.3.
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Estableceremos a continuacion otros resultados empiricos proporcionados por
el grafico implicativo.

7 Confrontacion de los resultados empiricos con las hipotesis

1. Los alumnos capaces de construir el grafico de una funcion periddica, dada
a través de una informacién textual (R21), muchas veces no son capaces de
prever su comportamiento para un valor cualquiera de la variable t tiempo
(R22). Esto contradice la hipétesis H1 (“Si los estudiantes son capaces de
resolver situaciones de extrapolacion, entonces dominan la representacion
gréfica de funciones periddicas”).

2. La frecuencia de la variable R22 es mayor que la de la variable R21; asi
pues, la causa del acierto en la 2.2. es la interpretacion textual del enunciado
y no la de la representacion grafica. Esto contradice la hip6tesis H2 (“Si los
estudiantes pueden prever el comportamiento para un valor cualquiera del
dominio (de la variable t tiempo) de una funcién dada mediante una
informacion textual, entonces son capaces de representar graficamente la
funcion™).

3. El acierto en las cuestiones planteadas iconica o graficamente (ver la tabla
2) es independiente del acierto en las tareas matematicas interseccion y
comparacion de funciones. Esto contradice la hipotesis H3 (Si los
estudiantes resuelven determinadas tareas matematicas, entonces son
capaces de resolver tareas del mismo orden, planteadas iconica o
graficamente).

4. Los alumnos de la seccion de letras de 17-18 afios justifican su eleccion de
las cuestiones mas faciles porque, segun ellos, “los graficos son muy faciles
de interpretar” y, al mismo tiempo, algunos de ellos sitian el icono de un
problema en el plano cartesiano, en lugar de abstraer la formula de la
funcion pedida y representarla. Estos alumnos, influenciados por su
ideologia icénica, sitlan directamente el dibujo de la vela de un barco
(figura 5) en el plano cartesiano, sin darse cuenta de la diferencia que existe
entre el icono y el gréafico de la funcion. Esto viene a conformar la hipétesis
H4 (“Los estudiantes piensan que se pueden adquirir conocimientos
suficientes sin el saber, a través de la imagen”).



Prevision y comunicacion de valores a través del grafico

IS . Sl o :
+ c‘\_ 1 Lo R S

e M ol aecs smece” (('/'f\.[z_'

Fig. 5: Representacion del icono de la vela sobre el plano cartesiano hecha por
un alumno (17-18 afios, seccion L)

5. Los alumnos de letras de 17-18 afios presentan una especializacion de la
ilusion de la adquisicién de conocimientos sin el saber por la imagen, con
relacién a los alumnos de 15-16 afios (ver tabla 3). El éxito general (REU)
en el cuestionario es independiente de los caracteres U (clase de 15-16
afios) y L (clase de 17-18 afios, seccion de letras); es decir, los alumnos que
pertenecen a L no tienen mejores resultados que los de U, pero estan
persuadidos de las virtudes de lo iconico y lo gréfico confundido, lo que
viene a confortar la hip6tesis H4.

8 Resultados empiricos inesperados

i) El caracter icénico y el grafico estan separados por la contingencia.

Los caracteres |1 y G, que estaban relacionados por la matriz a priori, se
vuelven independientes por las repuestas que dan los alumnos. El papel jugado por
los iconos del cuestionario (el dibujo del barco y la representacién de los méviles
sobre una recta en un momento dado) es diferente del papel jugado por los gréficos
cartesianos.

ii) Los conocimientos matematicos “extrapolacion” y “division euclidiana”
son independientes.

Estos conocimientos estaban relacionados por la matriz explicativa a priori y
el comportamiento de los alumnos los ha vuelto independientes. La capacidad de
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extrapolar un gréafico no parece tener relacién con el dominio de las técnicas
numeéricas.

iii) El caracter temporal de las funciones propuestas se opone a la clase L de
los alumnos de la seccion de letras (17-18 afios).

No hay un efecto del aprendizaje en estos alumnos, en lo que a la
interpretacién de funciones temporales respecta.

iv) El éxito general en el cuestionario es independiente de la pertenencia a uno
u otro de los niveles tratados (15-16 o 17-18 afios)

No hay pues un efecto en general de aprendizaje para los contenidos del
cuestionario.

v) La nota anual en Matematicas estd ligada al éxito en la representacién
cartesiana de la funcion S(x) et al éxito en la interpretacion de la coincidencia de
los moviles en un diagrama e-t.

Las tareas solicitadas en los apartados 3.1 y 4.1 son familiares para los
alumnos. Los profesores hacen jugar un papel importante en las evaluaciones a la
interpretacion de diagramas espacio-tiempo y a la representacion cartesiana de
funciones lineales.
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Anexo 1: Cuestionario

Cuestion 1

Un aparato de radio tiene una extrafia averia; el volumen del sonido varia
continuamente. Se ha controlado esta variacion durante 17 segundos y se ha podido
determinar en la gréfica siguiente, donde aparece el volumen del sonido, medido en

decibelios, en cada instante:
décibels

A

50
40
30 .
20

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 secondes
Sera capaz de prever cual serd la intensidad del sonido para:
1.1. t=18s. 12. t=23s. 13. t=315s.?

Cuestion 2

En una fabrica se estan probando tres sistemas de regulacién automatica de la
temperatura del agua de una ducha. En todas las duchas el agua sale inicialmente a
10 grados y se pretende que la temperatura del agua se estabilice en 40 grados. Las
personas que prueban los tres sistemas, A, B y C, dan los siguientes informes:

A: Funciona muy bien. En 10 segundos alcanza la temperatura adecuada (40
grados) sin altibajos y después se mantiene todo el rato igual.

B: El agua sale a diez grados los 10 primeros segundos, para subir muy
bruscamente hasta alcanzar los 80 grados a los 15 segundos exactos. Desde los 15 a
los 20 segundos, la temperatura desciende sin altibajos hasta los 40 grados, que se
mantienen constantes a partir de los 20 segundos.

C: No hay manera de ducharse. En los 5 primeros segundos la temperatura
asciende sin altibajos hasta 40 grados, pero no se mantiene. A partir de los 5
segundos, siempre pasa lo mismo: se enfria hasta 20 grados en otros 5 segundos,
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vuelve a subir hasta 40 grados en los 5 segundos siguientes, baja hasta 20 grados
en los 5 segundos siguientes, vuelve a subir hasta 40 grados en los 5 segundos
siguientes y asi todo el tiempo restante.

(Para contestar a estos apartados te puedes ayudar de lo que estimes oportuno

[interpretacion directa del texto, tablas de valores, graficos...], pero debes razonar
las respuestas).

2.1 Expresa en este sistema de ejes coordenados el funcionamiento de las tres
duchas:

Température (degrés)
801
401

101

T T T T T T T T — tempS
5 10 15 20 25 30 35 40 45 (sec.)

Si se ponen en marcha las tres duchas a la vez:

2.2. ¢(En qué instantes estara el agua de las tres duchas a la misma temperatura?

2.3. ¢Podria ocurrir que las temperaturas de B y C sean iguales, pero distintas de la
de A? De ser asi, ¢para qué valores del tiempo t?

2.4. i Podria ocurrir que las temperaturas de A y C sean iguales, pero distintas de la
de B? De ser asi, ;para qué valores del tiempo t?

2.5. ¢Hay algun periodo de tiempo en el que la temperatura de C es superior a la de
AyB: Tc>TayTc>TR?

2.6. ¢Hay algln periodo de tiempo en el que la temperatura de A es superior a la de
ByaladeC:Ta >TBy TA > Tc? ¢Para qué valores del tiempo t?

Cuestion 3

Se quiere construir la vela de un barquito, cuyo palo vertical es de 4 metros.
Segun la distancia OP = x de la base del palo al extremo P de la botavara (asi se
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A
llama el palo horizontal), el area de la vela, que es el area S del triangulo POQ , es

distinta.
Q

3.1. Representando en unos ejes cartesianos la longitud de la botavara (en metros)
sobre el eje OX y el area de la vela (en metros cuadrados) sobre el eje OY,
dibuja una gréafica que represente la variacion del area S de la vela, segun x.

3.2. Encuentra una expresion matematica, S(x), que represente de modo general la
variacion anterior.

3.3. Expresa en una tabla los resultados que obtendrias para el area S, segun la
longitud x de la botavara (x variando entre 20 y 35 decimetros, o sea, entre 2y
3,5 metros).

Cuestion 4

Dos méviles A y B parten a la vez de un punto O y recorren una linea recta.
En el grafico estan representadas las distancias de los méviles al origen O.

. | . . . . . .
ot
S R
e i
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Por ejemplo, segln lo indicado en el grafico, para t = 30 segundos, la posicion
de los méviles Ay B seria: e = 30 m. y eg = 10 m. Es decir, que el mévil A estaria
en ese instante a 10 metros del origen y el B a 30 metros:

B A
O L 4 + \ 4 }— € distance a l'origine (métres)
0 20 30 40

4.1. ;Coinciden en el mismo punto los dos mdviles en algln instante a lo largo del
recorrido? ;Para qué valores de t?

4.2. Describe el movimiento de A y de B, diciendo si cambia la velocidad, si se
paran, si retroceden hacia el origen, etc.

4.3. ;Cual de los dos moviles ha alcanzado mayor velocidad en el trayecto? ¢Para
qué valores de t?

4.4, ;Cual de los dos moviles pasa antes por el punto que esta a 20 metros del
origen? ¢Por qué?
Debes razonar todas las respuestas. Para ello, te puedes ayudar de lo que creas

conveniente: el grafico que te presentamos, otros graficos que se te ocurran, tablas

de valores, calculos, etc.

Cuestion 5

¢Cudles de estas preguntas te han parecido mas féciles? ;Por qué?



La comprension de la divisibilidad en N.
Un analisis implicativo

Samuel D. Bodi *, Julia Valls**, Salvador Llinares***

*|.E.S. Professor Manuel Broseta, Banyeres de Mariola, Alicante, Espafia
samueldbodi@telefonica.net
**Departamento de Innovacion y Formacion Didactica, Universidad de Alicante,
Espafia
julia.valls@ua.es, sllinares@ua.es
http://www.ua.es/dpto/difd/quienes/index.html

Resumen. Este estudio analiza la comprension de estudiantes de
secundaria sobre la divisibilidad en N y la relacion de dicha
comprension con los diferentes modos de representacion: decimal y
factorial. El cuestionario administrado incluia tareas que demandaban a
los estudiantes movilizar sus ideas sobre las diferentes acepciones
Iéxicas asi como los significados dados a sus equivalencias (P es divisor
de Q < Q es mdltiplo de P < P es un factor de Q < Q es
divisible por P). El diagrama de similaridad ha mostrado la existencia
de seis grupos de items indicando que la comprension de las diferentes
relaciones que definen el esquema de divisibilidad en N esta
relacionada con los modos de representacion. Estos seis grupos parecen
mostrar las trayectorias de aprendizaje de la divisibilidad indicando la
manera en la que una mera comprension procedimental de los
conceptos no es suficiente para superar las demandas cognitivas
generadas cuando los numeros estan representados factorialmente con
grandes exponentes en los factores.

1 Introduccion

Las investigaciones sobre la comprension de los conceptos de la Teoria
Elemental de Numeros han puesto de manifiesto la existencia de dificultades y la
necesidad de una mayor indagacion (Dubinsky, 1991; Vergnaud 1994; Zazkis y
Campbell, 1996; Campbell, 2000). La mayoria de los trabajos en este campo se han
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realizado principalmente con estudiantes para maestros y sobre los contenidos
matematicos que se deben ensefiar y en menor medida sobre la comprension
alcanzada por los estudiantes de secundaria. De ahi que el andlisis de la
comprension de los estudiantes de secundaria sobre la divisibilidad sea en estos
momentos un campo de interés educativo.

1.1 Ladivisibilidad en la Educacién Secundaria y los modos de
representacion de los nimeros

La ensefianza de la divisibilidad en el conjunto de los nimeros naturales
forma parte de los curriculos de los alumnos de 10 a 14 afios, dependiendo de los
planes de estudios. En las primeras décadas del siglo pasado la divisibilidad en la
educacion primaria se vinculd al estudio de las magnitudes, pero a lo largo del
siglo XX el estudio de la divisibilidad se consider6 como una propiedad entre
nameros con representacién decimal. Este enfoque condujo a enfatizar un marcado
caracter procedimental del Teorema Fundamental de la Aritmética (Sierra et al.,
1989; Gascon, 2001).

El curriculo de educacion secundaria consolida los contenidos de divisibilidad
introducidos en primaria y plantea las equivalencias entre las distintas acepciones
Iéxicas de divisibilidad: “Q es multiplo de P <> P es divisor de Q < Q es
divisible por P <P es un factor de Q. Sin embargo, en el curriculo de
secundaria existe poca mencion de las relaciones entre las diferentes
representaciones de los nimeros y su integracién en el esquema de divisibilidad. A
este respecto, un analisis de los libros de texto (Bodi, 2006) ha mostrado que la
divisibilidad entre nimeros con representacion factorial es escasamente planteada.
El modo de representacion factorial se ha utilizado principalmente de manera
procedimental para calcular el maximo comun divisor y el minimo comdn maltiplo
de dos 0 mas numeros, y algunas veces para la obtencién de todos los divisores de
un ndmero.

1.2 La comprensién de la divisibilidad en N

Algunas investigaciones sobre la comprension de la divisibilidad se han
centrado en (a) el andlisis de la comprension de las relaciones entre las acepciones
léxicas “mdltiplo”, “divisor”, “factor”; “ser divisible” y “divisor”, y (b) el papel
que desempefian las representaciones decimal y factorial en la comprension de la
divisibilidad.
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Entre las primeras, Zazkis (Zazkis, 2000 y 2002) analizé las conexiones que
los estudiantes para maestro establecian entre factor, divisor, multiplo, minimo
comun mdaltiplo, maximo comuan divisor. Zazkis (Zazkis, 2000) indica que los
estudiantes asociaban el concepto de divisor con la operacion de dividir y el
concepto de multiplo con la operacion de multiplicar, mostrando una comprension
incompleta del concepto de factor y que los estudiantes realizaban un intercambio
constante e incoherente entre el lenguaje formal y no formal. Por ejemplo, “ser
divisible” - relacion entre dos nimeros- era sustituido por “ser dividido” - un
namero que puede ser dividido por otro. Desde estos resultados Brown et al. (2002)
inciden en la necesidad de establecer la equivalencia Idgica de las acepciones " Q
es divisible por P”; " Q es un multiplode P "; " P esun factorde Q ",y " P esun
divisor de Q”. Los resultados de este estudio ratifican la tendencia de los
estudiantes a asociar los conceptos de divisor con la operacién de dividir y la
importancia de la comprensién de la descomposicién Gnica de los ndmeros
naturales como producto de factores primos. Estas investigaciones ponen de
manifiesto que un primer aspecto a considerar en el analisis de la comprension de
la divisibilidad en N deberian ser las relaciones entre las distintas acepciones
léxicas de la divisibilidad.

Por otra parte, Zazkis y Gadowsky (2001), Zazkis y Campbell (1996) y
Brown et al. (2002) sefialan que la manera en la que se representaban los nimeros
naturales influia en el nivel de éxito en la resolucion de determinadas tareas y en la
manera en la que estas eran resueltas. En estas investigaciones los estudiantes,
independientemente del modo de representacion de los ndmeros, recurrian
mayoritariamente a la representacién decimal para resolver las tareas propuestas.
Estos resultados indican que la representacion decimal o factorial de los nimeros
naturales parece influir en la manera en la que los estudiantes dotan de sentido a los
tépicos sobre divisibilidad. Un aspecto que resalté la investigacion de Zazkis y
Liljedahl (2004) fue que la comprensién de los nimeros primos esta vinculada a
los modos de representacion y a las relaciones entre los nimeros. Ademas, Zazkis
y Campbell (1996) indican que los alumnos comprenden mas facilmente la
divisibilidad que la indivisibilidad. Desde estos resultados se desprende que la
construccion de la conexion entre la divisibilidad y la descomposicion en factores
primos parece contribuir enormemente a comprension de la divisibilidad.

Por otra parte, las investigaciones de Bodi et al. (2005) y Bodi (2006) han
puesto de manifiesto la necesidad operatoria que evidencian los estudiantes de
secundaria para discutir los conceptos de divisibilidad, las dificultades que
presentan en la coordinacién de procesos y la importancia que tiene la
descomposicién en factores primos en la comprension de la divisibilidad. Los
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objetivos planteados en la investigacion de Bodi (2006) se dirigian a profundizar
en la comprension de los alumnos de Educacion Secundaria (12 a 17 afios) del
concepto de divisibilidad en el conjunto de los nimeros naturales, concretandose
en (a) estudiar las formas de conocer la divisibilidad en el conjunto de los nimeros
naturales y los mecanismos que utilizan estos los alumnos, usando el marco
tedrico constructivista APQOS, y (b) caracterizar los niveles de desarrollo del
esquema de divisibilidad en el conjunto de los nimeros naturales. Los resultados
de esta investigacion vistos desde el modelo APOS de comprensién (Dubinsky,
1991; Asiala et al.1996) subrayan que el desarrollo del esquema de divisibilidad
esta determinado por la capacidad de los estudiantes para establecer las relaciones
bicondicionales entre los tépicos del esquema de divisibilidad, determinando
divisores y no divisores, multiplos y no multiplos de un ndmero natural a partir de
su representacion factorial, asi como el uso que hacen de los significados de
maximo comdn divisor y minimo comin maltiplo usando diferentes
procedimientos y la relacion que establecen entre ellos.

La investigacion que se presenta aqui tiene como objetivo profundizar en el
analisis de la comprensidn de los estudiantes de secundaria sobre la divisibilidad en
N vy la relacion de dicha comprensién con los diferentes modos de representacién
de los nimeros naturales: la representacion decimal y la representacion factorial.

2 Metodologia
2.1 Participantes

371 estudiantes de centros publicos de ensefianza secundaria participaron en
esta investigacion. 120 estudiantes de 1° de ESO, 137 de 4° de ESO y 114 de 1° de
Bachillerato. La muestra elegida para realizar el cuestionario es sesgada, disponible
e intencional.

2.2 El Cuestionario

Para disefiar el cuestionario se han analizado (a) los aspectos curriculares de
divisibilidad en la ensefianza secundaria, (b) 10 libros de texto de matematicas de
1° de ESO, y (c) se ha realizado una revisién de las investigaciones previas de
divisibilidad (Zazkis y Campbell 1996; Brown et al., 2002). Desde estos analisis se
determind el contenido del cuestionario en: multiplos y divisores de un nimero;
criterios de divisibilidad por 2, por 3, por 5y por 9; nimeros primos y compuestos;
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factorizacion de un nimero y maximo comun divisor y minimo comun mdltiplo. A
continuacion, se elaboré una coleccion de problemas que se usaron como
referentes para la disefiar un cuestionario piloto. Una vez validado el cuestionario
piloto (Bodi et al., 2005) se disefi6 el cuestionario definitivo formado por 10
cuestiones y un total de 40 items (mirad anexo). ElI nimero de items de cada
cuestion es distinto, varia entre un item en las cuestiones dos y seis y los ocho
items de la primera cuestidn, y es debido (a) a la procedencia de las cuestiones, (b)
a las dificultades que éstas pudieran plantear en los distintos cursos y (c) al tiempo
disponible para la realizacion de la prueba.

Los items se simbolizaron mediante un numero inicial, que indicaba la
cuestion, una letra que sefialaba el apartado, y en algunos casos un segundo nimero
que indicaba la posicion del item dentro del apartado. Por ejemplo, el item:

“Consideremos el nimero M = 3* x 52 x 7. ;M es divisible por 5? Explica tu
respuesta”,

quedd simbolizado como 4bl ya que se refiere al subapartado 1 del apartado b,
correspondiente a la cuestion 4.

El disefio de este cuestionario se ha vinculado a tres dimensiones, (a) los
elementos matematicos de Divisibilidad (multiplo, divisor, ser divisible, méximo
comun divisor y minimo comdn multiplo de dos 0 mas nimeros, (b) los modos de
representacién (decimal y factorial), y (c) las relaciones entre los elementos
matematicos (bicondicionales, conjuncidn légica, condicional y contra reciproca).
Estas tres dimensiones han caracterizado los objetivos de los diferentes items.

Los items de la cuestion 1 y la cuestion 2 pretendian determinar como el
estudiante establece relaciones entre los elementos divisor, multiplo, ser divisible,
maltiplos y divisores comunes entre nimeros con representacion decimal. Los
items de la cuestion 3 tenian como objetivo identificar como los estudiantes
movilizan los significados de ser divisible desde los criterios de divisibilidad. Por
su parte, los items de las cuestiones 6, 7 y 8 pretendian determinar como los
estudiantes movilizan los significados y relaciones entre los elementos mdltiplo y
multiplos comunes o divisor y divisores comunes. Los items pretendian también
determinar el grado de influencia de los modos de representacién en la
comprension de los diferentes topicos de divisibilidad. Por ejemplo, los items de la
cuestion 4 que tienen como objetivo analizar si los estudiantes comprenden la idea
de “mdaltiplo” 'y “ser divisible” independientemente de los modos de
representacion. Las tareas de la cuestion 5 tienen como objetivo determinar como
el estudiante establece relaciones entre “divisor” (factor) y “maultiplo” desde la
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representacién factorial y decimal de los nimeros. Finalmente, las cuestiones 9 y
10 permiten analizar como los alumnos establecen relaciones entre “divisor”,
“mualtiplo” y “ser divisible” independientemente del modo de representacion
empleado. Este cuestionario fue usado inicialmente en la investigacion de Bodi
(2006).

2.3 Aplicacion y andlisis cuantitativo del cuestionario

El cuestionario se paso en las clases habituales de los alumnos, con una
duracion de 50 minutos, sin que los estudiantes hubieran recibido informacion
previa sobre el contenido de las tareas. Para contestar al cuestionario se permitid el
uso de la calculadora cientifica para facilitar las respuestas y los célculos de los
estudiantes, observar la habilidad de los estudiantes para renunciar al célculo de
representaciones decimales y estimular su confianza.

Las repuestas al cuestionario se codificaron de forma dicotémica, 0 6 1, segln
la respuesta fuese correcta o incorrecta, situandose de esta manera el rango de
puntuacion entre 0 y 40. Se calcul6 el indice de dificultad, la homogeneidad, el
coeficiente de fiabilidad (Alpha de Cronbach), el analisis factorial y la
generalizabilidad de la prueba, ajustandonos a las caracteristicas correlacionales
bésicas, utilizando el programa SPSS 11.5.

Los resultados del coeficiente Alpha de Cronbach mostraron que la
consistencia interna del cuestionario de la investigacion es alta, siendo de 0,8779
en la muestra global. De igual modo la generalizabilidad es alta, puesto que en la
muestra global el coeficiente de generalizabilidad respecto a otros items es de
0,8767 y el coeficiente de generalizabilidad respecto a otros alumnos es de 0,9879.
Ademas se realizd un andlisis de factores principales usando el software SPSS
(Bodi, 2006).

Posteriormente se ha llevado a cabo un anélisis implicativo de las respuestas
de los estudiantes mediante el software CHIC (Classification Hiérarchique
Implicative et Cohésitive) (Bodin et al., 2000). El diagrama de similaridad permite
agrupar grupos de items en funcién de su homogeneidad lo que puede permitir la
interpretacién conceptual con que manejan los alumnos cada grupo de tareas. La
gréafica implicativa (Gras et al., 1997) pone de manifiesto las implicaciones entre
las variables, indicando que el éxito en una determinada tarea implica el éxito en
otra relacionada. Los resultados de la muestra total de este andlisis es lo que se
presenta en esta comunicacion.
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3 Resultados

3.1 Andlisis de similaridades

En la figura 1 aparece el gréfico de relaciones de similaridad de la muestra
total.

D1 D5 D2 D3 D6 D4
> oo m{—Hfﬂ/waf—%—a—ﬁ
»W»'o,\;o,\/o&o&o%@%‘o%omb(oé,\o,\ébé@'omo N S T PR USRI S (2 507 0" 0 107 pOt O
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Fig.1: Diagrama de similaridad de las respuestas de los alumnos en las tareas
del cuestionario

El diagrama muestra las conexiones de similaridad entre las variables del
estudio referidas al éxito de los estudiantes en las tareas de divisibilidad en el
cuestionario y que comprenden los significados de mdaltiplo, divisor y las
relaciones ser divisible y ser multiplo en representacion decimal (en las cuestiones
1, 2y 3), laidea de multiplo y divisor en representacién factorial y propiedades (en
las cuestiones 4, 5, 9 y 10), asi como las ideas de multiplos y divisores comunes
(en las cuestiones 6, 7 y 8). Los cuarenta items del cuestionario han quedado
agrupados (Figura 1) en seis grupos, denominados D1, D2, D3, D4, D5 y D6,
donde los cinco primeros se presentan al 90% de conexion estadisticamente
significativa.
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Los grupos de similaridad quedan constituidos por la homogeneidad entre las
tareas e identificados del siguiente modo: el grupo de similaridad D1 (items lal,
l1a2, 1a3, 1a4; 1cl; 2; 4d; 5a, 5b, 5¢; 6; 7a, 7b, 7c, 7d y 8a, 8b1, 8b2) lo integran las
variables gue indican la utilizacién de las expresiones decimales en la aplicacion y
uso de los significados de maltiplo y divisor, la transformacion de la representacion
decimal de un nimero en productos de factores, los procedimientos de calculo de
multiplos y divisores comunes de un nimero natural y su aplicacion en contexto
real.

El grupo D2 (items 3a, 3b, 3c y 9a, 9b, 9c) contiene las variables que
corresponden al uso de las acepciones “ser divisible” (criterios de divisibilidad)
entre nimeros con representacion decimal, “ser divisor” (P es divisor de Q) y “ser
maltiplo” (Q es maltiplo de P) entre nimeros representados factorialmente.

El grupo D3 lo constituyen los items de la cuestion 10 cuya resolucién se ve
favorecida por el uso de la propiedad de la divisibilidad “SiP/Qy P /R = P/
(Q+R)".

El grupo D4, formado por los items de la cuestion 4 excepto el item 4d,
incluye las variables que hacen referencia (a) al uso del significado de “M es
divisible por” nimeros primos o compuestos, formados por factores que estan o no
en la descomposicion en factores primos del nimero My (b) al uso de la idea “ser
multiplo de” otro numero, ambos descompuestos en factores primos. Por otra parte,
hay que sefialar que el analisis implicativo ha dejado fuera del grupo D4 al item 4d,
perteneciente a la cuestion 4. Este item forma parte del grupo D1 e incluye la
variable “ser mudltiplo de” otro ndmero, estando ambos ndmeros también
descompuestos en factores primos, si bien el primero de gran tamafio lo que, en
consecuencia, impidio el uso de la calculadora o la interpretacion del resultado.

El grupo D5 (items 1c2 y 1c3) incluye la variable “ser divisible” entre
nlmeros con representacion decimal. En estos dos items se pregunta si el nimero
24 es divisible por nimeros de una, dos, tres y cuatro cifras, menores que 2500, o
si estos nimeros son divisibles por 24, respectivamente.

El grupo D6 estd formado por un unico item, el 1b de la cuestion 1. Este item
hace referencia al uso de la idea “ser maltiplo” entre nimeros representados por su
expresion decimal.
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3.2 Los modos de representacion y la idea de unicidad de la
descomposicion factorial

El uso que hacen los estudiantes de los modos de representacion (decimal o
factorial) de los ndmeros naturales y la asuncion de la unicidad de la
descomposicion factorial de un nudmero natural resulta fundamental en la
discriminacion de los grupos de similaridad obtenidos. La significacion de esta
evidencia se manifiesta en la configuracion de los grupos D4 y D3 en los que se
pide la determinacion de la idea “ser divisible” entre nimeros representados
factorialmente (items 4a y 4b), de la idea de ser maltiplo cuando ambos nimeros
aparecen expresados mediante la representacion factorial (item 4c) y de la
propiedad “Si P/ Q y P /R = P/ (Q+R)” (cuestion 10), donde uno de los
sumandos aparece expresado mediante la descomposicion factorial. En la
resolucion de estos items, los alumnos manifiestan mayoritariamente la tendencia
de obtener la representacion decimal para realizar la division y comprobar el
resultado. Pocos alumnos usan las equivalencias entre factor y divisor, entre factor
y multiplo o las propiedades de la divisibilidad.

La importancia del uso de los modos de representacion para la compresion de
la divisibilidad vuelve a manifestarse en el grupo de similaridad D2 dado que en la
cuestion 9

“Sabiendo que: 1001 =7 x 11 x 13 y 91 = 7 x 13, ¢son correctas las
siguientes afirmaciones? Justifica tu respuesta:
9a) 91 no es divisor de 1001.
9b) 77 es divisor de 1001.
9¢) 2002 no es maltiplo de 137,

los alumnos requieren de la representacion decimal de los nimeros para estudiar
las ideas de “ser multiplo” y “ser divisor” cuando al menos uno de los nimeros
aparece expresado mediante la descomposicién factorial.

3.3 Las relaciones entre los conceptos que integran el esquema de
divisibilidad

En cada uno de los grupos de similaridad formados se identificaron relaciones
entre los conceptos de divisibilidad que muestran el “grado de conectitud” del
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esquema de divisibilidad y por tanto un nivel de comprensién del esquema. En el
grupo D4 se efectla la primera conexion entre los items 4b2 y 4b4.

“Consideremos el nimero M = 3* x 52 x 7.
4b2) ¢ M es divisible por 2?,
4b4) ¢Por 11? Explica tu respuesta”

Estos ftems implican la divisibilidad del ndmero M = 3* x 52 x 7 por dos
nameros primos (2 y 11) que no aparecen en la misma. En el siguiente nivel se
conectan los items 4b3 y 4b5,

“Consideremos el nimero M = 3* x 52 x 7.
4b3) ¢ M es divisible por 9?,
4b5) ¢ Por 15? Explica tu respuesta”

que requieren la divisibilidad del nimero M por dos nimeros compuestos (9 y 15)
que si forman parte de la descomposicion factorial de M.

En las respuestas del cuestionario, los alumnos muestran mayoritariamente la
necesidad de tener los nimeros expresados mediante su representacion decimal
para discutir la divisibilidad y esta primera agrupacion parece evidenciar que la
idea de “no ser divisible” presenta méas dificultades a los estudiantes que la de “ser
divisible”, dado que 2 y 11 son dos numeros que no aparecen en la descomposicion
factorial de M. Este hecho subraya la importancia de una comprension conceptual
de la unicidad de la descomposicion en factores primos. Por otra parte, 9 y 15 son
factores compuestos que aparecen en la descomposicién factorial, aunque su
observacion no es evidente a primera vista y genera nuevas dificultades a los
alumnos.

En un nivel posterior se conectan los dos subgrupos anteriores, y luego con el
item 4bl. El item 4bl implica la divisibilidad de M por un ndmero primo de la
descomposicidn factorial con exponente 1 (5). Por tanto, la vinculacién entre “ser
divisible” y la representacion factorial depende de si el posible divisor P es un
factor primo (5), un factor compuesto de la representacién factorial (9, 15), o bien
es un namero primo que no esta en la descomposicién factorial (2, 11). Todas estas
conexiones tienen un coeficiente de similaridad superior a 0,997. La conexion
siguiente se establece con el item 4a (divisibilidad por 7). La Gltima conexion se
realiza con el item 4c, que se refiere a la idea de “ser multiplo” cuando los dos
numeros estan expresados mediante su representacion factorial. En este caso el
indice de similaridad es de 0,97.
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El concepto de divisibilidad y la relacion que muestra con la indivisibilidad
requieren una comprensién conceptual de la unicidad de la descomposicion en
factores primos (Zazkis y Campbell, 1996) por lo que la comprensiéon de la
unicidad de la descomposicion factorial en factores primos conduce mas facilmente
a formas generalizadas de la divisibilidad.

El hecho de que el grupo D4 (items 4a, 4b1, 4b2, 4b3, 4b4, 4b5, 4c) no tenga
conexion en el gréafico de similaridad con el resto de grupos parece destacar la
importancia de la comprension de la “indivisibilidad” entre nlmeros con
representacion factorial. En los items 4b2 y 4b4 de la cuestion 4 se pregunta por la
divisibilidad de M por nimeros que no aparecen en su descomposicion factorial.
En el item 4c

“Consideremos el nimero M = 3*x 52 x 7
4c) ¢3* x 5 x 7° es un maltiplo de M?”

M contiene los mismos factores de su posible maltiplo con distintos exponentes.
En el grupo D3 se integran los items de la cuestion 10

“Indica razonadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas,
justificando tu respuesta. El nimero K =2%x3x5x 11 + 3 es:
10 a) Divisible por 5.
10 b) Divisible por 2 y por 4.
10 c) Divisible por 3.
10 d) Divisible por 6.
10 e) Divisible por 15™.

El item 10c (divisibilidad por 3) es el Gltimo que se integra en este grupo D3.
Este item se caracteriza porque es el Unico de la cuestion 10 que tiene respuesta
afirmativa (3 es divisor de K). En las tareas de este grupo los estudiantes necesitan
la representacion decimal del nimero para discutir la divisibilidad. Por otra parte,
los items del grupo D3 como los del grupo D4 aparecen clasificados como items
faciles o muy faciles segun el indice de dificultad, dado que la representacion
factorial de los numeros con exponentes pequefios permite la operatividad con la
calculadora y discernir la divisibilidad mediante la obtencién de la representacion
decimal de los numeros y la division

Las conexiones en el grupo D2 se realizan entre dos subgrupos principales.
Por una parte, un primer grupo que conexiona las variables de la cuestién 3 que
hacen referencia a la idea de “ser divisible” desde los criterios de divisibilidad por
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2 y por 3 (items 3a y 3b) y la coordinacion de los mismos (item 3c). Este primer
subgrupo se forma en los niveles 4y 5 con indices de similaridad 1.

El otro subgrupo del grupo D2 est& formado por los items de la cuestion 9, en
los que se pregunta por la divisibilidad de un ndmero expresado decimal y
factorialmente (1001 =7 x 11 x 13) por divisores compuestos y de un maltiplo de
éste (2002) con representacion decimal, por 13. De nuevo observamos la influencia
de los modos de representacion de los nimeros naturales en la comprension de la
divisibilidad. Los coeficientes de similaridad en este subgrupo son muy altos y
cercanos a 1.

La conexion de los dos subgrupos del grupo D2 se realiza al nivel del 90 % y
pensamos que se produce porque en ambos subgrupos se solicita la divisibilidad
por 2, por 3y por 6, siendo ambos nimeros (2b45 y K) divisibles por 3.

En el grupo D1 el primer vinculo se establece entre los items 1al y 1a2 que
hacen referencia a las ideas de mdltiplo y divisor entre nimeros pequefios. Del
analisis de las respuestas que ofrecen los estudiantes se pone de manifiesto que los
estudiantes asocian los significados de divisor y maltiplo con las operaciones de
dividir y multiplicar, pensando so6lo en el procedimiento. Posteriormente, conectan
con los items 1a3 y 1a4 que tienen preguntas similares.

Un segundo subgrupo que aparece fuertemente cohesionado en el grupo de
similaridad D1 es el que constituyen los items 5a, 5b y 5¢

“Descompdn el nimero 100
5a) en dos factores,
5b) en tres factores,
5¢) en el maximo nimero de factores. Justifica tu respuesta”

Estos items requieren la traslacion entre las representaciones decimal y
factorial de un ndmero natural para obtener las distintas descomposiciones del
namero en dos, tres 0 mas factores. Nuevamente se evidencia la influencia de la
representacion del nimero en la determinacién de la comprensién de la
divisibilidad.

El item 5d (descomposicion en factores primos de 100) aparece en otro
subgrupo junto a los items que estudian los significados y aplicaciones
contextuales de las ideas de “multiplos y divisores comunes” (C6, C7, C8 y C2), la
idea de “ser multiplo” cuando los nimeros aparecen en su representacion decimal
(item 1cl) y de la idea de “ser mdltiplo” cuando ambos numeros aparecen
expresados mediante su representacién factorial (item 4d), a un nivel de
significacion del 98%.
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Los tres subgrupos de D1 se conectan entre si con un indice de similaridad del
92%. En todos los items del grupo de similaridad D1 se presentan los nimeros
naturales expresados mediante la representacion decimal, con excepcion del 4d.

Dentro del grupo D1 cabe destacar que las conexiones entre los items 7a'y 7b
(significado de minimo comin multiplo y maximo comun divisor de dos nimeros),
entre los items 8a, 8bl y 8b2 (uso del méaximo comun divisor de dos o mas
nimeros en situaciones reales), la de los items 2 y 6 (multiplos comunes) vy el
vinculo entre los items 7c y 7d (obtencion procedimental del minimo comun
maltiplo y del méximo comun divisor de dos nimeros de 2 cifras) se realizan con
un indice de similaridad superior a 0,99.

En resumen, treinta siete de los cuarenta items que conforman el cuestionario,
agrupados en cuatro grupos que hemos denominado D1, D2, D3 y D4, presentan
entre ellos una conexidn estadisticamente significativa del 90%. Los items 1c2, 1¢c3
forman el grupo D5, y presenta con el grupo D1 una conexion estadisticamente
significativa del 82%. EIl item 1b constituye por si s6lo el grupo D6 y presenta con
el grupo D4 una conexion estadisticamente significativa del 22%.

Los grupos y subgrupos que aparecen en el grafico de similaridad, ponen de
manifiesto la influencia de los modos de representacion de los nUmeros naturales
en la comprension de la divisibilidad, formandose los grupos de similaridad en
funcién del modo de representacion (factorial o decimal) de los nimeros naturales,
y efectuandose las conexiones de similaridad dentro de cada uno de ellos en
funcion de los modos de representacién y de los elementos de divisibilidad que
incluyen las diferentes variables de cada una de las cuestiones.

3.4 Analisis implicativo

El gréfico implicativo de la figura 2 muestra las relaciones de implicacion
entre las variables del cuestionario, en el sentido que el éxito en la respuesta de un
item implica el éxito en otra tarea relacionada. En el mismo aparece el umbral de
significacion del 99% efectuado sobre el andlisis de las respuestas de los
estudiantes en el cuestionario.

Los grupos principales que se forman son 3, y aparecen en consonancia con
las observaciones realizadas en el diagrama de similaridad. Las relaciones en los
diagramas implicativo y de similaridad ponen de manifiesto la necesidad de la
representaciéon decimal en el uso de las acepciones de divisibilidad y sus
propiedades. El sentido de las implicaciones evidencian que el éxito de los
estudiantes en la coordinacion de criterios de divisibilidad (item 3c) y el
conocimiento de los significados de minimo comun multiplo y de méaximo comin
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divisor de dos nimeros (item 7a 'y 7b), asi como la aplicacion del maximo comin
divisor de dos 0 més numeros en situaciones contextuales (items 8bl y 8b2)
conlleva responder acertadamente a la mayoria de los items que involucran a los
significados de la divisibilidad y sus propiedades. Los items 3c, 7a y 8b2 que
inician las ramas de las implicaciones del diagrama implicativo han sido
clasificados como Muy Dificiles en funcion del éxito de las respuestas de los
alumnos en los cuestionarios.

7a

8b2 7b

8bl

Sb 1ci
8a
laz
4ac 7c
l1a3
7d la4
lal
1c3 sa

43

a5

a2

4b1

Fig. 2: Diagrama implicativo de las respuestas de los alumnos en las tareas
del cuestionario

La formacion de los grupos del grafico implicativo vuelve a revelar la
influencia de los modos de representacién en la comprension de los tépicos de
divisibilidad. EI modo de representacién factorial de los numeros naturales
presenta dificultades a buena parte de los estudiantes que necesitan la obtencion de
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la representacion decimal de los numeros naturales para poder discutir la
divisibilidad, principalmente realizando la division y comprobando el resultado, o
utilizando los criterios elementales de divisibilidad.

4 Discusion

El estudio que hemos realizado tiene como objetivo profundizar en la
comprension de los alumnos de educacién secundaria de la divisibilidad y la
influencia que en esta comprension ejercen los modos de representacion (decimal y
factorial) de los numeros naturales. El andlisis implicativo llevado a cabo pone de
manifiesto que en la comprension de la divisibilidad resulta fundamental el uso que
los estudiantes hacen de los modos de representacion (decimal o factorial) de los
nameros naturales y la asuncidn de la unicidad de la descomposicion de un nimero
natural en producto de factores. Nuestros resultados muestran la necesidad de los
estudiantes de tener la representacion decimal de los nUmeros naturales para
discutir la divisibilidad. Por otra parte, el diagrama de similaridad muestra que las
agrupaciones formadas, grupos D1, D3, D4 y uno de los subgrupos de D2, revelan
la influencia de los modos de representacion para discutir la divisibilidad. Este
analisis implicativo ha permitido discriminar los grupos de similaridad e
implicacién en funcion del modo de representacién decimal (D1, D5 y D6) o
factorial (D4, D3y uno de los subgrupos de D2) de los nimeros naturales con que
se presentaban las tareas.

La influencia de los modos de representacion y su uso en la practica escolar
aparece reflejada en la formacion del grupo D1 del grafico de similaridad. Su
constitucion puede justificarse respecto a una determinada practica escolar que
enfatiza las tareas en las que se usan y simbolizan los nimeros naturales mediante
la representacion decimal para discutir y explicar las relaciones y significados de
divisibilidad.

En consonancia con las investigaciones previas sobre la comprension de la
divisibilidad (Zazkis y Campbell, 1996; Zazkis, 2000; Zazkis y Gadowski, 2001;
Brown et al., 2002; Zazkis y Liljedahl, 2004; Bodi et al., 2005; Bodi, 2006), el
analisis implicativo realizado destaca el papel esencial de la descomposicion Unica
en factores primos de los nimeros naturales en la compresion de la divisibilidad,
subrayando la significacion de una comprension conceptual de la unicidad de la
descomposicién de los nimeros naturales en producto Unico de factores primos.

El uso que hacen los estudiantes de educacion secundaria de la representacion
factorial evidencia las dificultades que tienen con esta representacion.
Mayoritariamente necesitan obtener la representacion decimal del namero y dividir
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para discutir la divisibilidad como se constata en las respuestas que ofrecen a los
items de las cuestiones 4, 9 y 10. Los items de estas cuestiones constituyen en si
mismos dos grupos y un subgrupo del diagrama de similaridad y un grupo o
subgrupo del mismo.

Estas agrupaciones se manifiestan también en el diagrama implicativo. En este
diagrama destacamos la influencia que ejercen (a) la coordinacién de los criterios
de divisibilidad (item 3c), (b) la comprension de la relacién de “indivisibilidad”
(item 3a) y (c) la comprension de los significados de minimo comdn maltiplo y de
maximo comun divisor de dos nimeros y la aplicacién del maximo comun divisor
de dos 0 mas nimeros en situaciones reales (items 7a, 7b y cuestién 8) en el éxito
de las respuestas de los alumnos en las tareas de divisibilidad.

Los resultados obtenidos en el grafico implicativo corroboran otros resultados
destacados en investigaciones anteriores tales como la evidencia de que una buena
comprension de la divisibilidad involucra la coordinacién de ejemplos especificos
de divisibilidad y que la indivisibilidad presenta a los estudiantes mas problemas
que la divisibilidad (Zazkis y Campbell, 1996), o que la comprension del concepto
de maltiplo y de sus propiedades debe permitir a los alumnos realizar inferencias
sobre la estructura de la descomposicion factorial y del minimo comun multiplo
(Brown et al., 2002).

En la investigacién que hemos llevado a cabo se muestra la necesidad de
incidir en practicas escolares en la educacién secundaria que otorguen un papel
significativo al Teorema Fundamental de la Aritmética en la comprension de la
divisibilidad. Por ello, es necesario pasar de las practicas habituales de caracter
procedimental, uso de la descomposicion factorial de los nimeros naturales como
herramienta de célculo de determinados elementos de la divisibilidad, a practicas
que permitan el perfeccionamiento cognitivo de los estudiantes y que favorezcan la
comprension de la divisibilidad a través de la comprensién de la unicidad de la
descomposicién factorial de los nimeros naturales en producto Gnico de factores
primos.
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AnNexo

Cuestionario

Cuestion n° 1
a) Completa con las palabras: divisor 6 multiplo. Razona tu respuesta
8 es de 2; es de 16; 21 es de7 ; 25es de 625
b) Dados los nameros: 0, 2, 4, 6, 8, 10 y 16, determina si 64 es multiplo de
alguno de ellos. Justifica.
c) Considere la siguiente coleccion de nameros: 1, 3, 6, 8, 15, 24, 39, 42, 48, 69,
2400, 2412.
I.  Los nimeros del listado que son multiplos de 24 son:
Il.  Los nimeros del listado que son divisibles por 24 son:
I1l.  Los nameros del listado por los que 24 es divisible son:
Justifica.

Cuestion n° 2

Los multiplos de un nimero comprendido entre 460 y 560 son: 464, 493, 522 y
551.

¢De qué numero se trata? Explica tu respuesta

Cuestion n° 3
Indica, justificando tu respuesta, el valor de b para que el nimero 2b45 sea:
. divisible por 2; 1l. divisible por 3; Ill. divisible por 6.

Cuestion n° 4

Consideremos el nimero: M = 3* x5 x 7

a) ¢M es divisible por 7? Explica tu respuesta

b) ¢M es divisible por 5? ¢Por 2? ;Por 9? ;Por 11? ;Por 15? Explica tu respuesta.
¢) ¢3*x5x 7% es un multiplo de M? Explica tu respuesta.

d) ¢3*x5°x 7° x 13" es un multiplo de M? Explica tu respuesta.

Cuestion n° 5

Descompon el nimero 100:  (Justifica tu respuesta )

a) Endos factores. b) En tres factores. ¢) En el maximo nimero de factores.
d) En factores primos
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Cuestion n° 6

Una madre y una hija son guias turisticas. La madre vuelve a casa cada 15 dias y la
hija cada 12 dias. El 6 de diciembre (Dia de la Constitucién) coinciden las dos en
casa.

¢Cuénto tiempo ha de transcurrir para que se encuentren de nuevo? Explica cémo
lo has hecho.

Cuestion n° 7

a) ¢Qué es el minimo comin maltiplo de dos nimeros?
b) ¢Qué es el madximo comun divisor de dos nimeros?
c) Obténel m.c.d (30,50)

d) Obtén el m.c.m (30,50)

Cuestion n° 8

a. Se dispone de dos cuerdas de 12 m y 18 m de longitud, y se quieren obtener trozos
iguales de la mayor longitud posible, de forma que su medida sea un nimero entero.
¢Cudl tiene que ser la longitud de cada trozo? Explica como has obtenido el
resultado.

b. Tenemos tres cuerdas que miden 1980 cm, 990 cm y 756 cm, y queremos cortarlas
en trozos de igual longitud. ;Cuél serd la mayor longitud en que podemos cortarlas,
de forma que no sobre cuerda? ¢Cuéntos trozos se han conseguido? Explica cdmo
has obtenido el resultado.

Cuestion n° 9

Sabiendo que: 1001 =7x11x13 y 91 =7 x 13, ;son correctas las siguientes
afirmaciones?:

a) 91 noesdivisor de 1001. b) 77 es divisor de 1001.

¢) 2002 no es multiplode 13 (Justifica tu respuesta )

Cuestion n° 10

Indica razonadamente, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas,

justificando tu respuesta:

El nimero K =2°x3x5x 11 + 3 es:

a) Divisible por 5. b) Divisible por 2 y por 4. c) Divisible por 3. d) Divisible
por 6. e) Divisible por 15
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Resumen. La deteccion de los obstaculos epistemoldgicos, asi como su
origen y la manera de afrontarlos, constituyen una parte primordial en el
estudio del hecho didactico ya que esto permite elaborar una
metodologia que proporcione una buena respuesta. El trabajo establece
una caracterizacion inicial de estos conflictos relacionados con las
funciones elementales, una parte importante de los contenidos de la
Ensefianza Secundaria en Espafia. Se expone el uso de CHIC para
obtener un tratamiento automatizado de la informacion, que respalde la
experiencia docente con una perspectiva objetiva y global, en el analisis
de cuestionarios realizados por alumnos de segundo ciclo de Educacion
Secundaria. Concluye el articulo marcando algunas dificultades que se
presentan en el estudio de estas funciones, unas ya conocidas y que son,
por tanto, confirmadas y otras que para los autores representan una
novedad.

1 Introduccion

El estudio de las funciones elementales; las funciones lineales, afines,
cuadraticas y de proporcionalidad inversa, son una parte importante de las
Matematicas que debe adquirir un alumno de Educaciéon Secundaria en Espafa.
Estas funciones constituyen el inicio de lo que suele denominarse Calculo. Sin
embargo, se observa que en su ensefianza se procede de una manera formal y muy
algebraica. Esto constituye un catalizador de ciertas dificultades posteriores en
aprendizajes sobre funciones y errores muy asumidos por los alumnos, asi pues, es
facil justificar un estudio profundo que detecte objetivamente las causas de estas
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dificultades y que marque pautas para el establecimiento de una metodologia
especifica.

Identificar el origen de obstaculos, en la ensefianza de estas funciones, es
necesaria no sélo a efectos de realizar un diagnéstico de la situacion y la manera de
afrontarlos, sino como herramienta para establecer el funcionamiento de los
conocimientos relativos a este saber. Ello posibilitara establecer alguna ingenieria
didactica que anule o minimicen esos obstaculos y, por supuesto, determinar una
forma de ensefianza méas adecuada.

Las Ciencias de la Educacion, como ciencia social que es, se sirven de
métodos de investigacion con marcado talante estadisticos tanto cuantitativo como
cualitativo. Si bien esto permite conocer diversos aspectos, sobre todo
cuantitativos, no es menos cierto que se muestra cierta limitacion para reflejar los
hechos didacticos ligados al conocimiento estrictamente matematico que se
generan en el aula. El profesor de Matematicas ha debido desplegar toda su
imaginacion para elaborar un método ingenuo para reflejar tales hechos, métodos
generalmente, basados en sus intuiciones, o creencias personales, adquiridas por la
practica docente, 0 por su propia experiencia como alumno en el caso de profesores
menos experimentados. Sin duda son métodos que aportan una vision subjetiva y
dificilmente comunicable, aun en el caso de que dicha vision pueda ser adecuada a
la situacion estudiada. Se hace necesario obtener una perspectiva objetiva y general
que pueda ser facilmente comunicada, y eso implica disponer de un protocolo
basado en el uso de programas de ordenador de propoésito general que refuten o
avalen ese proceso ingenuo basado en la intuicion o la experiencia del profesor
ante estas dificultades que encierran ciertas destrezas matematicas.

2 Proceso de ensefianza

El proceso de ensefianza se llevo a cabo con el ordenador y una Unidad
Didéactica disefiada para la experiencia (Ulecia, 2005). En el modelo de Unidad
Didéctica se propicia un cambio de perspectiva en el uso de las nuevas tecnologias
para la ensefianza de las Matematicas. Sin abandonar el modelo expositivo
tradicional, se propone la potenciacion de la busqueda (y por tanto de la
investigacion) por parte del estudiante de informacion significativa, a través del uso
de herramientas informaticas que impulsen el interés por las Matematicas.

La propuesta didactica que desarrolla la Unidad Didactica se basa
esencialmente en el analisis minucioso de la parte matematica que compete y de las
formas de uso de la Unidad, tanto por el profesor como por el alumno, en donde se
pacta la necesaria complicidad de éstos y sus adaptaciones al medio. Este modelo
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de Unidad insiste en la necesidad de un disefio ordenado abierto, en el sentido de
que el profesor pueda afiadir elementos a la Unidad y modificar su uso, para poder
adaptarlo a la diversidad personal de sus alumnos sin que él deba rehacer todo el
proceso pactado. Evidentemente, en esta Unidad se incorporaran actividades con
ordenador dentro del marco de trabajo que acuerdan profesor y estudiante.

Al desarrollar la Unidad se establecen aquellas actividades incluidas en ella,
pudiéndose ver tanto desde el enfoque de la Resolucién de Problemas como desde
el marco de las Situaciones Didacticas. Evidentemente, el profesor puede promover
nuevas actividades no contenidas en la Unidad, que se incorporaran a la misma,
pero también los alumnos pueden proponerlas si se da el caso.

El modelo propone un tipo de aprendizaje que requiere la actuacién en el aula
con una metodologia activa e investigadora. Con ella se trata de aprender a
aprender, a "descubrir”, ya que el alumno utiliza de manera adecuada técnicas
activas, construyendo su propio aprendizaje a partir de experiencias. Pero en este
proceso de ensefianza, toda actividad y toda experiencia, debe ser guiada y
orientada por el profesor, asi como enmarcada en la estructura conceptual del
alumno, utilizando procedimientos y metodologia idéneos y adecuados a la edad.
En este proceso constructivo interno (proceso de reorganizacion cognitiva), el
alumno aprende al producirse un conflicto cognitivo, es decir, una contradiccion
entre lo que el sujeto sabe y lo nuevo que se le presenta. Es claro que este
aprendizaje depende del grado de desarrollo y maduracion de las experiencias y
conocimientos previos del alumno, asi como de los aprendizajes subyacentes.En la
Unidad propuesta, esto se lleva a cabo a partir de la realizacion de una serie de
actividades que enfrentan al alumno a distintas situaciones en las que debe
construir el conocimiento matematico mediante la resolucién del problema
planteado en la situacion como respuesta a las exigencias del Medio.

Ademas, el modelo didactico se basa en los siguientes axiomas metodol6gicos
generales:

Al- Los contenidos matematicos deben estar seleccionados y ordenados con
una estructuracion clara que resalte sus relaciones.

A2- La actuacién del profesor debe estimular la ensefianza activa y reflexiva,
posibilitando que los alumnos descubran y construyan una parte relevante de los
conceptos seleccionados a través de su propio trabajo de experimentacion y
observacion.

A3- El profesor debe tener una idea clara de los conocimientos previos que
poseen los alumnos sobre el tema que se va a comenzar a trabajar.
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A4- Las actividades deben facilitar varios niveles de profundizacion, y de
detalle en el desarrollo de su resolucidn, posibilitando que todos los alumnos
puedan aprender algo nuevo y extraer sus propias conclusiones

A5- Las actividades y situaciones problematicas deben ser cercanas a las
vivencias personales de los alumnos e incorporar aspectos ladicos de las
Matematicas conectados con la Historia, el Arte y su entorno.

3 Aplicacion del Programa CHIC

La utilizacién de CHIC en nuestra investigacion (Ulecia, 2005) se realiz
sobre unos cuestionarios que alumnos de segundo ciclo de ESO realizaron sobre el
tema de funciones elementales. Esta aplicacion nos sirvié para poder tomar
decisiones sobre los mismos, ya que CHIC permite clasificar tanto las preguntas
como a los propios alumnos por sus respuestas.

Analisis a priori de los cuestionarios disefiados:

Este analisis sigue la linea de trabajo iniciada por (Orus y Pitarchi, 2002),
utilizando el mismo instrumento didactico para modelizar el razonamiento del
alumno. Es decir, se utiliza el anlisis tipoldgico (Chandon y Pinson, 1980), en el
que por medio de una matriz booleana de doble entrada, Ilamada matriz a priori del
cuestionario (MAP), se caracterizan las preguntas de éste segun los diversos
destrezas o0 contenidos matematicos asociados a dichas preguntas; esto define
ciertas variables binarias utilizando el digito 1 para el caso que la pregunta conlleve
esa destreza y el 0 para el caso contrario. Las respuestas se han introducido en una
hoja de calculo Excel, resultando la matriz a priori MAPT. Los resultados del
analisis nos ayudan asi a tomar decisiones respecto de cada uno de los tests y a
efectuar modificaciones si parecen pertinentes para lograr un mejor
aprovechamiento de los mismos.

Analisis a posteriori de las respuestas de los alumnos al cuestionario:

Por altimo se utiliza CHIC sobre la matriz de datos que representan las
respuestas (correcta/incorrecta) de los estudiantes. De esta forma se realiza el
estudio a posteriori del cuestionario. Los grafos y arboles que se obtienen permiten
analizar los resultados de los estudiantes con respecto a su trabajo matematico.
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3.1 Cuestionarios

Para la experiencia se confeccionaron cuatro tests. El primero trataba de
establecer el nivel de conocimiento de cuestiones previas al tema “Estudio de
funciones elementales”; el segundo, de comprobar la comprension de los conceptos
y técnicas béasicas que el alumno tenia de dicho tema (este test se consideraba
necesario dado que se daba la situacion de experimentar con alumnos de los dos
cursos del segundo ciclo de la Educacion Secundaria Obligatoria, 3° y 4° de ESO);
el tercero contenia las mismas preguntas que el segundo pero reordenadas de otra
forma y, por Gltimo, un test complementario que pudiera medir el estado de
afianzamiento del estudiante en lo tratado.

En este articulo, por razones obvias, nos ocuparemos sélo de dos de ellos.
Hemos elegido como mas interesantes los dos de Contenidos bésicos ya que lo
realizaron los alumnos dos veces: antes y después de que el profesor desarrollara
con sus estudiantes la Unidad Didactica “Estudio de funciones elementales”
(Delgado et al., 2005). Este test consta de 19 preguntas (contenidas en el Anexo) y
su objetivo es, como hemos comentado anteriormente, ponderar la capacidad de
los alumnos en cuestiones que pueden ser consideradas basicas de esta Unidad
DidActica.

311 Test de Contenidos Bésicos

En el proceso matemaético, en todos los niveles desde el elemental hasta la
investigacion, aparece la dificultad de la relacion entre el lenguaje y su significado,
desde la expresion algebraica y el objeto que representa hasta la idea matematica
que subyace. Esta dificultad es especialmente palpable en los niveles de secundaria
donde el alumno se enfrenta al reto de asociar una expresion con una regla o
funcién, que para mayor confusién también tiene una representacion gréfica,
siendo un todo que pensamos que es necesario que el alumno se familiarice desde
las primeras etapas educativas.

Asi el cuestionario ha sido disefiado para diagnosticar los diferentes estados
de esta relacion bipolar algebraico- geométrico que subyace al estudio de las
funciones. Este proceso de formacion del concepto es epistemolégico. Sélo cuando
en Matematicas se ha logrado completar de forma biunivoca la expresion
algebraica y su representacion geométrica se puede tener la seguridad de que el
conocimiento es coherente y completo.
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En el caso estudiado es especialmente importante sustentar que el alumno
aprenda como debajo de una ecuacion (en este nivel muy sencilla) hay un concepto
que puede ser visualizado en forma de grafica. Nos atrevemos a afirmar que esta
idea tiene mas importancia aln que conozcan los primeros tipos de funciones que,
por otro lado una vez asegurado este aprendizaje, resultan muy sencillas.

Como anécdota representativa se puede ver en los arboles de jerarquias que
las funciones constantes representan mayor dificultad que otras mas complejas,
como las lineales o las cuadréticas, y es debido a la expresiéon “no dinamica” de
dicha expresién, que no depende de una variable sino que se plantea como una
constante 0 ndmero. Con una buena fundamentacién del método grafico de
representacion esta dificultad queda subsanada.

El cuestionario se ha elaborado siguiendo las ideas anteriormente expuestas.
Una decisiéon técnica fue la no linealidad de la dificultad de los conceptos
preguntados con el fin de que unas preguntas no llevasen a otras y poder medir de
la forma mas aislada posibles los conocimientos de los alumnos, tanto en el test
previo como en el posterior a las actividades.

Asi las metas de los cuestionarios han sido:

1. Reconocer la expresion algebraica de: funciones constantes (Preguntas 1y 4),
funciones lineales (Preguntas 8 y 19), funciones afines (Pregunta 6), funciones
cuadraticas de vértice el origen de coordenadas (Preguntas 9 y 10).

2. Reconocer la gréafica de: funciones constantes (Pregunta 16), funciones
lineales. (Preguntas 2 y 3), funciones afines (Pregunta 12), funciones
cuadréticas de vértice el origen de coordenadas (Preguntas 11 y 13).

3. Disponer de una mecénica eficaz a la hora de representar graficamente, a partir
de su expresion algebraica, las funciones: constantes (Pregunta 16), lineales
(Preguntas 3, 8 y 19), afines (Preguntas 5 y 6), cuadraticas de vértice el origen
de coordenadas (Preguntas 4, 7, 10y 11).

4. Disponer de una mecéanica eficaz a la hora hallar, a partir de su gréfica, la
expresion algebraica de las funciones: constantes (Pregunta 16), lineales
(Preguntas 8 y 19), afines (Pregunta 17), cuadraticas de vértice el origen de
coordenadas (Pregunta 18).

3.2 Andlisis a posteriori del test Previo de Contenidos Basicos

Para el andlisis exploratorio del primer test de Contenidos Bésicos, T, (test
previo), se utiliza una matriz booleana de doble entrada, denotada por MPT,Ex y



Aplicacion de CHIC al estudio de las funciones elementales

definida a partir de las respuestas de los alumnos. En la matriz aparecen 19
variables binarias:

Acertar la pregunta i del test T, (T,AP;) con i=1,...,19.

Una vez introducidas las respuestas en una hoja de calculo Excel, utilizando el
digito 1 para el caso afirmativo y el O para el negativo, resulta la matriz MPT,EX .

321 Arbol de similaridad entre las preguntas de T, relativo a MPT,Ex

Se aplica el programa CHIC a esta matriz para obtener entre las 19 preguntas
del test: El arbol de similariad y el arbol jerarquico de cohesién. Un criterio
estadistico nos permite conocer cuéles son los niveles significativos del arbol de
similaridad entre todos los niveles que lo constituyen. Estos son los niveles donde
se forme una particion y las clases estén mas de acuerdo con los indices de
similaridad iniciales. Ya que en cada nivel del &rbol se forma una clase donde la
similaridad es menos buena que la de las clases formadas anteriormente y mejor
que la de las clases que aln deben formarse. Por tanto, seran estos niveles los que
particularmente interesa interpretar y que el programa CHIC proporciona en rojo
en la constitucion de la jerarquia.

Este arbol nos muestra dos clases de similaridad que se dividen a su vez en
dos subclases. A la vista de los niveles significativos hay que destacar las clases:

Clase de similaridad [Csx]: El porcentaje medio de alumnos que
contestaron bien a las preguntas es del 36%, lo que la coloca, en cuanto a aciertos,
en penultimo lugar, delante de la clase [Cs;,]. En ella encontramos cuatro nudos de
los cuales los dos primeros son significativos. El primero, el més significativo de
todo el arbol, agrupa las preguntas Pz y P4 y se encuentra en el nivel 1 con un
coeficiente de similaridad es del 0,987625.

En la pregunta P; se pide la expresion analitica de una funcion constante a
partir de la gréafica y la han respondido el 35% de los alumnos. En cambio, en la
pregunta nimero 4 el porcentaje de aciertos sube ligeramente al 41% y plantea un
ejemplo de clasificacion de una funcion lineal expresada en forma gréfica.

El siguiente nudo, también significativo, asocia las preguntas anteriores con
la 18; se encuentra en el nivel 5 con un indice de similaridad de 0,909688. En el
enunciado de esta pregunta aparece una expresion verbal con el término “ndmero
real” lo que podria explicar que la hayan acertado sélo el 29% de los alumnos y
que la convierte, junto con la pregunta Pss, en las preguntas de esta subclase peor
contestadas.
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El ultimo nudo de esta clase agrupa todas las preguntas de [Csy;] y esta en el

nivel 12 (indice 0,655373).

Los siguientes nudos significativos pertenecen a la otra clase, [Csy1].
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Arbol 1: Arbol de similaridad entre las preguntas de T, relativo a MPT,EXx.
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Clase de similaridad [Csy;]: Con un porcentaje medio de aciertos del 38% de
los alumnos. Las funciones tratadas en estas preguntas son de los cuatro tipos:
constante, lineal, afin y cuadratica El primer nudo significativo aparece en un nivel
bastante bajo, nivel 9 de 17 niveles, y agrupa las Ps, Pgy P;5.

Las dos primeras estan ligadas por un nudo no significativo, en el nivel 3 con
indice de similaridad 0,976183, (acertadas ambas por el 35% de los alumnos). Se
puede comprobar con los enunciados que para contestar acertadamente a estas
preguntas es necesario reconocer la grafica de ciertas funciones expresadas en
forma analitica, destreza que, generalmente, dominan peor los alumnos.

Los siguientes nudos significativos aparecen ya en niveles bastante bajos
(niveles 11 y 14). Dentro de los nudos no significativos el mas alto esta, en el
segundo nivel, en la clase Css,.

Clase de similaridad [Csy;]: El primero de los nudos no significativo agrupa
los aciertos de las preguntas P, y P1, (con un indice de 0,978362). Vemos que en
estas preguntas se plantea el paso de la expresion analitica a la grafica y viceversa.
En ambas la opcion correcta era la D (Ninguna de las opciones anteriores), es decir,
entre las tres primeras opciones de respuesta no se daba la correcta.

En la pregunta Py, se trata de reconocer la expresién analitica de una funcion
afin que esta expresada graficamente que suele encerrar mas dificultad que el paso
en sentido contrario. EIl paso mas sencillo (de la expresion analitica a la expresién
gréfica) en la pregunta P, se complica al cuestionarse los cortes con los ejes de
coordenadas, a pesar de tratarse de una funcién constante. P,, Py, junto con la
pregunta P; son las preguntas peor contestadas. En el enunciado de esta Gltima
pregunta aparecen tres expresiones de una misma funcién lineal: dos algebraicas y
una verbal, en la que se encuentra de nuevo contenido el término de “nimero real”.
Esto podria explicar tan mal resultado: s6lo el 18% de los estudiantes han
contestado bien.

322 Arbol jerarquico de la matriz MPT2EXx

El programa CHIC aplicado de nuevo a la matriz MPT,EX nos proporciona el
arbol jerarquico para realizar un anélisis de cohesion implicativa:

Se pueden apreciar en el arbol siguiente ocho clases de cohesién con dos
cohesiones simétricas y dos nudos significativos. EI mayor nivel de significacion
(nivel 1, cohesién 0,982) agrupa T,AP; y T,AP,. El segundo y ultimo nudo
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significativo aparece en el nivel 6, cohesion 0,719, y agrupa las preguntas: 5, 17,

10y 19.

Preguntas que en el arbol de similaridad, Arbol 1, ya estaban préximas con
nivel significativo importante vuelven a aparecer implicadas en éste. Exponemos a

7

continuacion estos casos.
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Arbol 2: Arbol jerarquico entre las preguntas de T, relativo a MPT,EX.
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Las preguntas P3, P4 P11y P15 que forman parte de la clase [Cs21] del arbol
de similaridad, siguen estando agrupadas en el arbol jerarquico de cohesion. La
pregunta 11 que en el arbol de similaridad aparecia en un nivel bajo, en éste
pertenece al nivel 3.

En este arbol se obtiene un primer nudo significativo en el nivel 1, que es el
mas importante de toda la jerarquia, y dos no significativos en los niveles 3y 7.

Clase Cc;
T:APis —»  {{T:AP; —» T,AP4} —» TAPyu}

(nivel7) (Nivell) (nivel3)

Parte de las preguntas que formaban la segunda clase, [Cs;2] en el arbol de
similaridad, se subdividen en dos clases para formar las primeras clases del arbol
de cohesion, de ellas la Cc; es la mas interesante.

Clase Cc;
T,AP, <+“—> ToAP1
(nivel9)

Parte de la subclase [Csy;] del &rbol de similaridad se agrupa en el arbol
jerarquico de cohesién con un nudo doble en el nivel 2.

Clase Cc,
{T.APs <+—> T,APi7} > {T.APy 2> T,AP19}
(nivel2) (Nivel6) (nivel5)

En el nivel sexto aparece el ultimo nudo significativo que relaciona estas dos
variables con T,APyp y ToAPg

3.2.3  Conclusiones del analisis a posteriori del test Previo de
Contenidos Basicos.

La informacién proporcionada por el programa nos permite observar que para
todas funciones elementales (constantes, lineales,...) los aciertos obtenidos son
(Constantes 35%; Lineales 36%; Afines 37% y Cuadraticas 38%,) muy similares,
sin decremento en las funciones mas complejas.
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Solamente dos preguntas (P, y Pig) han sido contestadas correctamente por
mas de la mitad de los alumnos.

No se relacionan adecuadamente la forma semejante de dos gréficas,
destacandose la dificultad de distinguir dos gréaficas trasladadas. Ademas, la
relacién de pertenencia de un punto a la grafica de una funcion no esta asumida por
el alumno (Py P13y Pis), incluso cuando lo solicitado es reconocer los posibles
puntos de corte de la grafica con los ejes de coordenadas (P,). Esta dificultad puede
que se genere de la forma de presentar el estudio de graficas de las funciones
elementales.

Otra dificultad se presenta al reconocer y relacionar las distintas expresiones
de una funcidén destacandose los fallos a la hora de “Pasar de la expresién gréfica a
la algebraica (P12 y P3)” 0 “Pasar de la expresion verbal a la algebraica (P;y Py)”.

Se presentan problemas a la hora de reconocer las expresiones de los distintos
tipos de funciones elementales, constantes, lineales y cuadraticas (Ps, P4y Pis,
preguntas unidas por los dos primeros nudos significativos del arbol de
similaridad).

Un nudo en el segundo nivel une las preguntas P,y Pi, en las que la solucion
era D (ninguna de las anteriores) y que han sido las preguntas en las que han
obtenido el peor resultado.

No manejan bien la expresion verbal, sobre todo cuando en ella aparece el
término “namero real” o si la gréafica pasa por el origen de coordenadas (preguntas
P; P14y Pig las dos primeras relacionadas por un nudo de nivel 14).

En general, los resultados mas satisfactorios los han obtenido en el paso de la
expresion analitica a la expresion grafica (Ps Ps. y Py, preguntas asociadas por el
nudo significativo de nivel 16), salvo cuando la pregunta se complica con cortes
con los ejes de coordenadas (Ps).

Existen solo tres implicaciones con un nivel de confianza superior al 85%, una
de ellas simétrica.

Las dos primeras (nivel 1, cohesion 0,982 y nivel 2, cohesién 0,882) no son
implicaciones muy ldgicas, pues en ellas se interpreta que los estudiantes-alumnos
gue han contestado correctamente a la funcion mas sencilla también lo hacen con la
méas complicada, es decir, P (funcidn constante) > P4 (funcién lineal) y Ps (funcion
lineal) <> P17 (funcion cuadratica).

La primera implicacion confirma la dificultad que encierra para estos alumnos
el paso de la expresion gréafica a la analitica, incluso en el caso de la funcién
constante.
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La doble implicacién puede ser debida a que las soluciones propuestas en
ambas preguntas son similares. En los dos casos aparecen las graficas de funciones
lineales o parabolas.

Lo mismo sucede con la implicacion del tercer nivel (cohesién 0,855) que va
contra toda légica. En esta implicacién P (funcidn constante) y P4 (funcidn lineal)
- Py (funcion afin). Una explicacion a esto podria ser que en el caso de la
pregunta P,;, tanto en el enunciado como en las distintas soluciones, se tratan de
sendas funciones afines, sin embargo en las otras preguntas se mezclan distintos
tipos de funciones: constante, lineal y afin. Lo que confirma que no tienen un
deseable dominio en reconocer los distintos tipos de funciones elementales.

3.3 Analisis a posteriori del test Posterior de Contenidos Basicos

Esta seccidn se ocupa del analisis exploratorio del tercer test, realizado por los
alumnos después de desarrollar la Unidad Didactica en clase.

33.1 Arbol de similaridad entre las preguntas de T3 relativo a
MPT3EX

El arbol 3 nos proporciona tres clases de similaridad [Cs,], [Cs2] ¥ [Cs3]. A
su vez [Cs;] vy [Css] se dividen en dos subclases cada una: [Cs;] = {[Csu] =
{T3APy, T3AP3, T3APs, TsAP1,}, [Csio] = {TsAPs, TsAP1o, T3APs, TsAP17}} ; [Csy]
= {T3APy, T3AP15, T4AP1w, T3AP7, TsAPg}y [Css] = {[Csz] = {T3APs, T3AP,,
T3AP1}, [Csso] = {TsAP1, T3APLs, T3AP1s, T3APo}}.Entre ellas destaca la clase
[Csi] que contiene tres de los cinco nudos significativos del arbol y la [Cs3] con
los otros dos.

Clase de similaridad [Cs;]: En [Cs,], la subclase més relevante es la [Cs;,]
en la que aparece el nudo mas significativo de toda esta clasificacion en el nivel 1
con un indice de 0,933188, relacionando T3AP,; y T3AP1, aciertos de las preguntas
Psy Pao.

Esta subclase contiene cuatro elementos: T3AP4, T3AP1o, T3APs y T3AP;. El
porcentaje medio de aciertos en estas cuatro preguntas fue del 19%, que, como
comprobaremos mas adelante, representa el peor de las cinco subclases. La
explicacion podria ser que en todas estas preguntas se pide pasar de la expresion
analitica a la gréafica o viceversa con la complicacion de tener en cuenta un corte
con los ejes (P4) o si la funcion pasa por un punto (P10, Ps Y P17); a esto se afiade
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Aplicacion de CHIC al estudio de las funciones elementales

El nudo significativo aparece en el nivel 1 con un indice 0,933188 y relaciona
las variables T3AP, y T3APy, en las que se que se pide pasar de la expresion
analitica a la expresion gréfica, en el caso de la pregunta P, de una funcion
constante y en la pregunta P,y de una funcion cuadratica concava. En ambos casos
el porcentaje de aciertos ha sido bajo (25% y 6%, respectivamente).

En el nivel siguiente aparece otro nudo no significativo que asocia las
variables T3APg y T3AP:; con un indice de similaridad de 0,925538. En las dos
preguntas correspondientes a dichas variables se solicitaba al alumno la expresion
grafica (Ps) o la algebraica (P;7) de sendas funciones afines en las que debian
comprobar si las funciones pasaban por ciertos puntos.

El daltimo nudo de [Csi,] aparece en el nivel 6 con un indice de 0,7338 y
relaciona sus cuatro elementos. El siguiente nudo significativo pertenece a la clase
[Csa] vy enlaza en el nivel 7 las variables T;APg y T3APg con un indice de
similaridad 0,708057.

Clase de similaridad [Css;]: De las dos subclases que forman la clase de
[Css], ésta es la més relevante pues contiene el primer nudo significativo de la
clase. El porcentaje medio de aciertos fue del 69%, siendo la pregunta Py la menos
acertada de la subclase (63% de aciertos) seguramente porque en ella se
cuestionaba el paso de la gréfica de la funcion por el origen.

Este nudo que agrupa las variables T3APg y TzAPg se encuentra en el nivel 7
con un indice de similaridad de 0,708057. Se observa en las figuras y que en las
preguntas correspondientes a dichas variables se solicitaba al alumno que
reconocieran la grafica de ciertas funciones (lineal en Pgy cuadratica en Py)
expresadas en forma analitica.

Lo mismo que se requeria en la uUltima pregunta de esta subclase (Pi1)
relacionada con las dos anteriores por un nudo no significativo que se encuentra en
el nivel 11 (indice 0,443633). El porcentaje medio de aciertos en estas tres
preguntas fue del 69%, siendo la pregunta Py la menos acertada de la subclase
(63% de aciertos) seguramente porque en ella se cuestionaba el paso de la grafica
de la funcién por el origen de coordenadas.

Los tres restantes nudos significativos de éste arbol no empiezan a aparecer
hasta un nivel bastante inferior (12 de 16 niveles).
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de la matriz MPT3EX relativo a la matriz

7

jerarquico

MPT3EX

Arbol

3.3.2

Se aplica otra vez el programa CHIC a la matriz MPT3EX para realizar el
andlisis de cohesion implicativa y se obtiene el arbol jerarquico que muestra nueve

clases:
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Arbol4: Arbol jerarquico entre las preguntas de T3 relativo a MPT;EX




Aplicacion de CHIC al estudio de las funciones elementales

[CC]_] = {T3AP2}, [CCQ] = {TgAP4, TgAP5, T3AP14, T3AP18} X [CC3] = {T3AP6,
T3APg, T3AP3, T3AP1}; [Cea] = {T3AP10} ; [Ces] = {T3AP11}; [Cee] = {T3APy2,
T3AP6} ; [Cc7] = {T3AP13, T3AP1g, T3AP15}; [Ces] = {T3AP17} y [Cco] = {T3APs,
T3AP7}.

Se aprecian en este arbol una cohesion simétrica, que ademas es significativa,
en la séptima clase y dos nudos significativos méas en la segunda clase. EI mayor
nivel de significacién (nivel 1, cohesidn 0,889) es el de la cohesion simétrica que
agrupa T3AP13y T3APqq.

En este &rbol de cohesion implicativa aparecen implicadas preguntas que en el
arbol de similaridad, Arbol 3, ya estan proximas. Las variables TsAPs, TsAPs y
T3APy, que formaban parte de la clase [Csyi] del arbol de similaridad, siguen
estando agrupadas en el arbol jerarquico de cohesion. Se obtienen dos nudos no
simétricos, el segundo (nivel 4) significativo. Aunque a un nivel bastante mas bajo,
en el arbol jerarquico de cohesion existe otro nudo significativo que relaciona las
variables anteriores con otra variable, esta vez de [Csz;].

Clase Cc,
{TsAPs| — 5 |[{TsAPs | — 5 |TsAPu}} | —» | TsAPg

(Nivel 4) (nivel 2) (Nivel 7)

Las variables T;AP; y T3AP; que, con T3APs y T3;APy, componian la clase
[Csy4] del arbol de similaridad, estdn también asociadas en el arbol jerarquico de
cohesién por un nudo no significativo.

Clase Ccz
T3AP3 — > T3AP1
(nivel 3)

De la clase del arbol de proximidades [Cs,], formada por T3AP,, T:AP;s
T3AP; y T3APyg conservan solo T3AP; y TsAPig su agrupacion en el arbol
jerarquico de cohesion. Aunque estas variables sigan agrupadas en el arbol
jerarquico se puede observar en éste que no se agrupan con el resto de las de la
clase [Cs,]. La cadena que nos proporciona el arbol jerarquico de cohesion es:
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Clase Ccy
T3AP5 -5 T3AP;

(nivel 9)

La subclase del arbol de similaridad, [Css,], se subdivide, a su vez, en dos en
el &rbol jerarquico de cohesion, Arbol 4, {TsAP13y TsAP1g} Yy {T:AP, y TsAP6}
sin existir entre ellas cohesion implicativa. Esto es consecuencia de que su nivel en
el arbol de similaridad era bajo (nivel 13 de 16). El nudo que relaciona T;AP3 y
T3AP;g es el més significativo del arbol y, ademas, es el tnico nudo simétrico.

Clase Cc;
{T:AP3 +—> T3AP1o} — T3APys5
(Nivell) (nivel6)
Clase Ccg
T3AP12 B — T3AP16
(nivel10)

3.1.1 Conclusiones del andlisis a posteriori del test Posterior de Contenidos
Basicos.

La informacién proporcionada por el programa CHIC nos permite afirmar:

Para todo tipo de funciones (constantes, lineales,...) los porcentajes medios de
aciertos obtenidos por este grupo son mayores que 45% vy, a diferencia del test
previo T, estos porcentajes no son muy similares (Constantes 61%; Lineales 70%;
Afines 45% y Cuadraticas 56%,).

Los peores resultados los han obtenido en las preguntas P,y Pjo unidas por el
nudo de mayor significado del &rbol de similaridad y Ps, P17 relacionadas con las
dos anteriores en el nivel sexto. En todas ellas la solucién era D (ninguna de las
anteriores).

e Ha disminuido la dificultad cuando en el enunciado aparece el término “n°
real” (P13 y Pig, preguntas asociadas por el nudo de nivel 3 en el arbol de
similaridad, y un nudo significativo y ademas simétrico en el arbol jerarquico
de cohesion).
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e Manejan el paso de la expresion gréafica a la algebraica o viceversa, salvo
cuando hay que reconocer si la funcion pasa por un cierto punto (P, y Ps,
unidas en el nivel 13 del Arbol de similaridad.

e Estos estudiantes-alumnos parecen conocer la “forma” de estas funciones
(preguntas Pgy P1, que aparecen relacionadas en el nivel 10).

e Han mejorado en las preguntas en las que se les solicita encontrar la imagen
para un cierto original (Psy P1s) 0 aquellas en las que es necesario reconocer si
la gréfica de la funcion pasa por el origen de coordenadas (Pg, Psy P13, las dos
primeras asociadas por el segundo nudo significativo).

e Igualmente, han mejorado en las preguntas en las que se pide la expresion
analitica de la funcion, sea partiendo de la grafica o de una expresion verbal
(P17Y P1g, P1Y Pag).

e En cambio, el rendimiento ha sido peor en alguna pregunta donde se cuestiona
el corte con los ejes de coordenadas (Psy P17, unidas en el nivel 2).

e Sucede lo mismo en preguntas en las cuales hay que identificar si la gréafica de
la funcién pasa por un cierto punto (P;, Psy P10, las dos ultimas asociadas en el
nivel 6).

e Existe s6lo una implicacion con un nivel de confianza superior al 85%.

Esta doble implicacion P;; «— Piq, de nivel 1 e indice de cohesion 0,889,
confirma que, aunque menor, sigue existiendo dificultad cuando en el enunciado
aparece el término “n° real”.

4 Comparacion de los dos tests de Contenidos Basicos

Anteriormente ya se expuso que las preguntas de los dos tests de Contenidos
Basicos son idénticas y la diferencia radica exclusivamente en el orden de las
mismas (en el test previo se presentaron en orden progresivo de dificultad y en el
posterior al azar). Por tanto es necesario, como primera medida para la
comparacion de resultados, mostrar la equivalencia de las preguntas de ambos
tests:

T, (1 |2 |3 |4 |56 |7 |8 |9 10 |11 |12 |13 |14 |15 |16 |17 (18 |19

T; (1 |4 116 |2 |3 |8 |19 |14 |5 |6 |12 |17 |7 |9 |10 |18 |11 |13 |15

En este apartado cada pregunta la denotaremos segun el orden del tercer test
poniendo entre paréntesis el del segundo. Por ejemplo la pregunta nimero 15 del
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tercer test equivale a la ndmero 19 del segundo, por consiguiente, la
simbolizaremos de la siguiente manera: Py5 (Pyo).

La informacion que resulta de los pardmetros estadisticos proporcionados por
el programa CHIC confirma el aprendizaje tan satisfactorio que han realizado los
alumnos de este grupo experimental en este tema de Funciones elementales ya que
ha habido un aumento importante en los porcentajes de aciertos de las preguntas de
los cuatro tipos de funciones: Constantes (del 35% al 61%), Lineales (del 36% al
70%), Afines (del 37% al 45%) y Cuadraticas (del 38% al 56%).

Sin embargo, de las diecinueve preguntas que forman los tests, ha disminuido
el porcentaje de aciertos en tres: Pg (P10), P10 (P15) Y P1s (P1s)-

En el enunciado de la pregunta Ps (P1o) se puede que apreciar de las respuestas
(B) y (C) muestran rectas de pendiente igual a f(x) pero que no pasan por puntos
pertenecientes a esta funcién como, por ejemplo, el punto (0,5). Por tanto la
respuesta correcta es la (D) Ninguna de las anteriores. En la pregunta Py (Pys) la
historia se repite, esta vez para una funcién de segundo grado.

Por ultimo, como vemos en el propio enunciado de P;g (P16) ya se plantea el
paso por el punto (-5,25).

Esto nos conduce a concluir que los alumnos de este grupo experimental
siguen sin poseer un deseable dominio en reconocer si un punto pertenece o no
a la gréfica de una funcion (ya sea de primer o de segundo grado). En cambio, en
las preguntas Py (P14) Y P1> (P11) que se cuestiona el paso por el origen de
coordenadas, el porcentaje de aciertos ha mejorado notablemente de 24% a 63% y
de 47% a 81%, respectivamente.

En cuanto a peor porcentaje de aciertos, detras de las preguntas mencionadas
anteriormente, Pg (P10), P10 (P15) Y P1s (P1g), se encuentran P4 (P,) y P17 (P12). Para
contestar correctamente a estas preguntas se debe tener en cuenta los cortes con los
ejes de coordenadas; de ahi que en estas preguntas, a pesar de ser mejor
contestadas en el test T3, la mejoria ha sido ligera (de 18% en T, a 25% en Ts).

El numero de aciertos en las preguntas P13 (P1g) ¥ P1o (P7), en las que aparece
el término “n° real”, ha mejorado aceptablemente (de 18% y 29%, respectivamente,
en T,a56% en Tj).

Las preguntas mejor contestadas del test Tz son: P, (P4), P1s (P3), P15 (P19), P;
(P13), P12 (P11) ¥ Pg (Pg). Salvo para la Pis (P1g), que es la mas sencilla de todas,
para acertar estas preguntas es necesario manejar el paso de la expresion analitica a
la gréfica o viceversa de funciones constantes, lineales, afines y cuadraticas de
vértice el origen de coordenadas, sin necesidad de comprobar si las funciones
pasan por ningln punto. Se destaca el porcentaje de aciertos de las preguntas P,
(P4), P16 (P3), P7 (P13) y Pg (Pg) que es mas del doble que en To,.



Aplicacion de CHIC al estudio de las funciones elementales

En cambio, las preguntas peor contestadas han sido aquellas en las que la
solucién correcta era D (Ninguna de las anteriores), lo que refleja una gran
inseguridad por parte de estos estudiantes-alumnos.

La observacion, comparacién y posterior analisis de los arboles de
similaridad, Arboles 1y 3, de los tests T, y T nos permite afirmar que las dos
clasificaciones obtenidas en ambos tests son bastante parecidas, en cuanto a los
elementos de las clases obtenidas:

e Laclase [Cs;,] del &rbol de T, formada por las variables TzAP,, T3AP1g, T3APs
y T3APy; (correspondientes a las preguntas de respuesta correcta D), es también
[Csio]de T, salvo la pregunta Pyg (P1s).

e Las clases [Csy1] y [Cssi] de Tz se agrupan, a excepcion de Py (Pg) y Py (P14),
para formar la clase [Csy] del &rbol de T,. Esta agrupacion podria explicar que
en el arbol jerarquico de cohesion de Ts; (Arbol 8.6) aparece un nudo
significativo (nivel 7 de 10) que une ambas clases.

e Las variables T3APss, T3AP; y T3APyg de la clase [Cs,] del arbol de Ts (las
preguntas de [Cs;] relativas a funciones cuadraticas) forman junto a Py, (Pg) la
clase [Csy,] de T,.

e Las variables T3AP1;, T3AP13 ¥y T3APis de la clase [Css,] del arbol de Ts
forman junto a P, (P4) ¥ P1o (P15) la clase [Csy1] de To.

Sin embargo, la clasificacion obtenida en el test posterior parece mas
razonable. En ella aparece una clase, [Cs;], que contiene la mayoria de las
preguntas peor contestadas cuya solucion era D y, ademas, las preguntas mejor
contestadas (salvo la Py (P3)) son elementos de [Cs;]. Asimismo, las preguntas en
las que se cuestiona el paso por el origen estan en la clase [Cs3]. Y, por Gltimo,
todas las preguntas en las que es necesario conocer uno de los cortes con los ejes de
coordenadas (a excepcion otra vez de la pregunta Pis (P3)) pertenecen a la clase
[Csl].

En cambio, los nudos, sobre todo los que son significativos, la situacion en
ambos tests es muy distinta.

En el test posterior, T3, el primero y més significativo (nivel 1) de los nudos
relaciona las variables de las preguntas P4 (P2) y P1o (P1s), Sin embargo, éstas en el
test previo, P, y Pis, ni siquiera pertenecen a la misma clase de similaridad. El
siguiente nudo significativo de T3 no se encuentra hasta el nivel 7 y asocia los
aciertos de las preguntas Pg (Ps) y Py (P14). Las variables correspondientes de To,
T2AP6 y T2AP14, aunque pertenecen a la misma clase [C,] no se relacionan hasta
el penaltimo nivel del &rbol (16 de 17).
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Anélogamente, en el test posterior, T, el primero y mas significativo (nivel 1)
de los nudos relaciona las variables T2AP3 y T2AP4, sin embargo, éstas en el test
posterior, Pis y P,, tampoco pertenecen a la misma clase. El siguiente nudo
significativo de T, (nivel 5) asocia las preguntas anteriores con Pig. La variable
correspondiente de esta pregunta en T, T3AP13, aungue pertenece a la clase de la
correspondiente a T2AP3, T3AP16, no se relacionan hasta el nivel 16.

Por tanto, estos resultados confirman que el progreso que se ha producido en
los conocimientos de estos alumnos del grupo experimenta de 4° de E.S.O. en el
tema de las funciones elementales ha sido bastante notable y podemos afirmar, con
gran satisfaccion por nuestra parte, que dicho cambio, ademéas, ha sido muy
positivo.

5 Conclusiones finales

La focalizacién especifica en la actividad que relacionan las gréficas y su
expresion algebraica hacen que los alumnos maduren en esta idea primaria del
conocimiento matematico.

Con todo se destaca la necesidad de una metodologia continuada a lo largo del
proceso educativo si se persigue una total comprension del concepto de funcion,
pues aun después de la reafirmacion didactica en esta direccion se encuentra un
porcentaje nada desdefiable de estudiantes con errores.

Los porcentajes analogos, no dependientes de la complejidad de las funciones
sobre las preguntas, demuestran errores mas profundos en los mecanismos de
pensamientos que no responden a los conceptos sino a malas fundamentaciones de
técnicas de razonamientos y sencillamente a una mala comprension de las ideas
matematicas que sélo pueden ser subsanadas utilizando las nuevas definiciones en
dos vertientes: Las de los objetos que introducen y las de los aprendizajes que
tienen que incorporar a la forma de pensar del estudiante.

En las preguntas cuyo enunciado aparece en lenguaje cotidiano hay una
similaridad en la respuesta y es que, a las dificultades anteriormente expuestas, se
afiade la de asociar las Matemaéticas con el lenguaje coloquial. Podiamos
explicarlos como una ruptura del contrato didactico en las que el alumno supone
gue una pregunta matematica debe llevar un lenguaje propio, ajeno totalmente a las
preguntas comunes. Este es un hecho que permanece durante todo el periodo
educativo incluyendo, incluso, la formacion superior en el que la forma de exponer
las ideas parece tener que estar sometido a un lenguaje semilégico y criptico,
pervirtiendo el sentido de la expresion de la idea y la idea y su significado.
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Extrapolando el caso particular de las funciones al del aprendizaje general de
las Matematicas podemos concluir que muchas veces el estudio de las Matemaéticas
se reduce a un mero control de un lenguaje automatico donde cualquier variacién
produce desconcierto por no estar sustentado por las ideas bésicas que dicho
lenguaje pretende comunicar.
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Anexo

Los enunciados de las preguntas del cuestionario Previo de Contenidos
Basicos estan expuestos en la siguiente tabla:

1. iCual de las expresiones algebraicas describe iz expresion verbal "una funcidn hace
corresponder & cada numero el atmero —1"7:

(A)fx) =1 (BJfixi=-x (C)Ax)=1. (D)Ninguna .

2. ¢ Cual de las siguientes afirmaciones relativas a la grafica de la funcion fix) = 4 es correcta?
Es una linea recta que cotaa al eje OX enx = 4.

Es una linea recta que corta a al eje OY en el origen.

Mo es una linea recta.

Minguna.

L e A

(A
B
(i
(D

3. La expresidn algebraica de la funcidn fx) represenfada es:

i3]

-0 8 6 4 2

(A) Ax) = 4. (B)Ax) = x+4. (C)4. (D} Minguna .
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4. i Cuzl de las sigwenfes afirmaciones reizfivas g la grafica de unz funcion es correcta ¥

1

-0 -5 -6 4 .20 2 4x6 & 10

(A) La funcién es constante .
(B) La funcion es lineal .
(C) La funcian es afin .

(D) Minguna .
5. la grafica de la funcidn Axz) = —%x es:
10 10 10
& & 5
i & 5
Bl gl 2],
2 @ =
2 4 6 8 10 o8 5 -4 20 10
% 2
-4
-
&
-10
(<) (D) Minguna
10
&
o
7,

2 4x6 & 10 4x6 s 10

(A] (=}] [{o3] (D} Minguna
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7. iCual de estas afirmaciones referidas a estas tres expresiones de funciones:
Fix) = 2x, "la funcidn que hace corresponder a cada numero real su doble”, v = 2x.
es correcta’:
(A) Sdlo dos de ellas son expresiones de la misma funcian .
(B) Son las tres expresiones de la misma funcian |
(C) Son expresiones de tres funciones distintas .
(D) Minguna .

8 FElige Iz expresidn alpebraica de fa funcidn fque cumple la siguienie {abla de valores
x 514
fxy| 2520

(A) fix) = 5x. (B)flx) = 3x. (C)fx) = 3x+ 5. (D) Minguna .

9. La variable y expresada en funcion de x se escrtbe comoy = 1 —x. jCual de estas
afirmaciones es correcta’

(A)Ax=-5lecoresponde y =4
(B) A x=-5lecoresponde y = 4.
(C)Ax=-5lecoresponde y = 6.
(D) Minguna .
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10. Lz grafica de fa funcion fx) = 2x+ 5 es:

1o 10 10
k) & &
L) i}
), ), £,
K ) Z
A0 -6 -4 20 2%4 6 8 10 Sl -g o8 42 24 6 810 [lo-g 64 20 4xli g W0
2 x x 2
+ 4 -4
1) L) F
& & -
-10 -10 =10
(A) (B) (C) (D} Minguna

12. Elige un numera b para que lz grafica de la funcion: fz) = —2x+ b sea

10

)5

10 .5 Y F 10
-10 \

(A)d =3 (B) b = —3. (C)& =0 (D) Ninguna .
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13. ,,Cual de las siguientes graficas coresponde a la de la funcion fx) = 2537

10 10 10
8 L} Ej
i 5} i}

£, l, ),
2 2

-10 -8 6 -4 &ﬁ 4x|5 2 10 -lo -3 d -4 -2_2 2 4x6 g 10 Slo - 6 4 - 4 4x6 & 10

-4 -4 -4

-6 - -6

.8 -8 -8

10 10 -10

(A) (B) (C) (D} Ninguna

15 ;Cual de las siguientes graficas corresponde & fa de la funcion fx) = 3530

10 10 10
& Ej &
1] 4 i

ﬁ:<34 IIXJ4 ﬁ:<34
2 b} 2

g 6420l 1 4 6810 B8 (U T S 4 6 8 10 [ LI R s 1 G 8 10

3 % - & -2
-4 -4 -4
- B -
- -8 -

-10 -10 -10
(A} B) (c) (D} Minguna
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16. La grafica de la funcion fes una parabola que pasa por ef punto P(=5,25). 5 Cual de las
siguentes expresiones se refiere a esta funcion 'y
(A)flx) = =522 (B) flxy = &2 (CIAx) = -5x (D} Ninguna .

17. La oferfa de unos zapatos viene expresada por la siguiente funcidn del precio: O = 6p°.
La grafica que relaciona estas variables es.

12 12 12
10 1 it}
& & g
O O Og
4 4 4
) P b
_8123436?8910 _2123436‘?8910 _2123436?3910
-4 4 4
¥ ¥ 5
-8 g &
-10 -10 -10
(A} (B} (C) (D} Minguna

18. Una funcion hace corresponder & cada numero real su cuadrado ., Cual de estas
afirmaciones es correcta’:

(A} La grafica de esta funcion es una linea recta.

(B) La grafica de esta funcion es una pardbola abierta hacia abajo que pasa por el origen de
coordenadas .

(C) La grafica de esta funcidn es unaparabola shierta hacia arriba gue no pasa por el origen
de coordenadas .

(D) Minguna .
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Resumen. La intencién de esta investigacion es evidenciar como
alumnos de afios diferentes formalizan algebraicamente un problema
histérico de la teoria de nimeros. Esta investigacion se inspira en la
nueva perspectiva de Regis Gras sobre la implicacién Fuzzy. Los datos
han sido analizados por medio de los métodos classicos del analisis
implicativo. El andlisis “a-priori” es de tipo “Fuzzy”. Los resultados de
la investigacion revelan diferencias entre el procesamiento de los datos
utilizando la l6gica binaria en el andlisis “a-priori” y aquél que usa la
l6gica “Fuzzy”. Este discurso es significativo para la evaluacion de las
habilidades matematicas de los alumnos de diferentes niveles de
estudio.

Palabras fundamentales: formalizacion algebraica, teoria de nimeros,
analisis estadistico implicativo, l6gica “Fuzzy”, implicacion “Fuzzy” de
Regis Gras.

1 Introduccion

Este articulo presenta una investigacion didactica sobre las habilidades de los
alumnos para efectuar formalizaciones en un problema de la teoria de nimeros:
determinar todos los nimeros primos que son suma de dos cuadrados. La primera
formulacion del teorema fue de Pierre de Fermat (1601-1665) en un articulo escrito
a Merin Mersenne (1588-1648) el 25 de Diciembre de 1640 en el cual se lee:

Tout nombre premier, qui sourpasse de I’unité un multiple du quaternaire, est
une seul fois la somme de deux quarrés, et une seule fois I’hypoténuse d’un
triangle rectangle.



Di Paola et al.

Fermat el 15 de Junio de 1641 escribio a Frénicle de Bessy (1605-1675) sobre
el mismo tema:

La proposition fondamentale des triangles rectangles est que tout nombre
premier, qui sourpassede I’unité un multiple de 4, est composé de deux quarreés.

El mismo Fermat en Observations sur Diophante (publicado por su hijo
Samuel en 1670) busca un método para determinar cuando un ndmero es la suma
de dos cuadrados, es decir, cuando es la hipotenusa de un triangulo pitagérico. En
la misma observacion se menciona un procedimiento para encontrar un nimero que
sea la suma de dos cuadrados en modo arbitrario. Por lo tanto, la inspiracion de
estudiar la suma de dos cuadrados esta relacionada a los triangulos pitagoricos.

Después de la formulacion de Fermat, la primera demostracion del teorema
fue de Leonhard Euler (1707-1783), quién necesitd algunos afios de trabajo para
lograr una prueba satisfactoria. Otra demostracion fue de Carl Friedrich Gauss
(1777-1855) en el Disquisitiones Arithmeticae (1801) con la ayuda de la teoria de
las formas binarias cuadradas’.

El tema de esta investigacion fue introducido, de manera informal, durante
una leccién sobre el teorema de Pitagoras y su inverso. Después de considerar la
relacion pitagorica, el docente pidi6 a los alumnos encontrar ternas de ndmeros
naturales a, b y ¢ que verificaran la relacién a® + b? = ¢?, también llamadas ternas
pitagoricas. Por otra parte, con la sencilla observacién de algunas ternas como 5° =
32 + 4% 013% = 5% + 12 el docente preguntd a los alumnos si se puede obtener la
misma relacion con los ndimeros primos, es decir, cuando un ndmero primo se
puede escribir como suma de dos cuadrados? Por ejemplo, 5y 13 son sumas de dos
cuadrados, porque,

5=12+22 13=2%+37

mientras que 3y 19 no se pueden escribir como suma de dos cuadrados porque, los
resultados de las diferencias,

19-12=18,19-2°=15, 19-3°=10,019-4%=3,

no son cuadrados.

! Para una historia mas profunda de la demostracion del teorema ver (Bussotti, 2000).
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Esta cuestion, aparentemente sencilla, es muy interesante para los alumnos,
entonces el profesor pone una cuestion general: encontrar la forma algebraica de
todos los nimeros primos que se pueden escribir como suma de dos cuadrados. El
objetivo es falsificar la hipétesis basica que, en general, los alumnos no son
capaces de formalizar un problema de la teoria de nimeros.

Para analizar las respuestas de los alumnos a la cuestion, la investigacion se
llevd a cabo usando dos analisis “a-priori” sobre los posibles comportamientos de
los alumnos. El primer andlisis “a-priori” clasifica los comportamientos de los
alumnos en base a la logica binaria, mientras el segundo, en base a la ldgica
“Fuzzy”.

Nosotros entendemos las variables implicativas como variables-intervalos
definidas en términos linglistico-numéricos segun la aproximacion de la
codificacién “Fuzzy”, en el sentido de que la metodologia usada para analizar los
resultados de la investigacion ha sido elegida oportunamente, debido a que, el
pensamiento aritmético y algebraico es generalmente dificil de caracterizar de
forma clara y certera, s6lo con la eleccion dicotomica de los valores 0 y 1. De esta
manera, para cada comportamiento clasico S; hemos indicado una secuencia de
indicadores “Fuzzy” F; que corresponden a los diversos grados de conocimiento
algebraicos de los alumnos.

Los datos han sido analizados con el software CHIC en ambos casos y los
resultados han sido realmente diferentes porque, mientras el primer andlisis “a-
priori” valid6 la hipétesis original, el segundo, la falsific6 y eso muestra que se
necesita mucha atencidn por parte del docente antes de formular juicios sobre las
habilidades de los estudiantes. La investigacion es un experimento que aplica la
nueva perspectiva epistemolégica de Regis Gras® en un contexto didéctico, porque
la implicacion “Fuzzy” es apropiada para interpretar los resultados de la
investigacion.

2 Laexperimentacion

La experimentacion fue realizada en tres diferentes escuelas de Palermo:
“Galileo Galilei” (liceo cientifico), “Finocchiaro Aprile” (liceo psico-pedagdgico)
y “ITC Meli” (instituto técnico comercial).

Han sido eligidas estas tres escuelas porque diferentes tipos de estudiantes dan
mayor significatividad a los resultados en relacién al transito de la aritmética al
algebra.

2 (Gras 'y Spagnolo, 2004).
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Las clases implicadas son primero, segundo y tercero de las tres escuelas (14-
16 afos). La edad de los estudiantes ha sido eligida para investigar, en el modo
més amplio posible, el comportamiento diferente y la manera de expresarse de los
alumnos. Todos fueron capaces de entender el lenguaje utilizado en el texto.

Con respecto a la metodologia, el cuestionario fue suministrado al mismo
tiempo a las tres clases con una tabla de los 500 primeros ndmeros primos y una
tabla de los 500 primeros nimeros cuadrados. El tiempo disponible para los
estudiantes fue de 120 minutos.

3 El andlisis a-priori del comportamiento de los alumnos

Analisis clasico

Analisis fuzzy

S0: No entiende el FO1: Errores en la comprension del texto;
problema F02: Célculos con el nimero primo 2;
. . F11: Hace tentativos casuales;
S1: Sigue el método de - - - — -
F12: Calcula solo los primeros “10” casos;
ensayoy error — — —
F13: Utiliza una técnica metodolégica;
F21: Calcula usando nimeros primos y compuestos;
S2: Realiza calculos F22: Calcula la diferencia entre cuadrados al azar;
aritmeticos F23: Calcula la diferencia entre los cuadrados
sucesivos;
S3: Generaliza sin utilizar | F31: Aproximacion al uso de variable, considera
el algebra formal algunos  ndmeros  primos  grandes  como

(caracteriza s6lo algunas
relaciones entre célculos
que se aproximan al uso de
las variables, sin hacer la
distincion entre un
parametro y una variable)

generalizacion, pero no llega a una formalizacion
general;

F32: Aproximacion al uso de variable, no considera
nameros primos grandes, sélo el primer caso. No
arriba a una formalizacién general,

S4: Generaliza aplicando
el &lgebra (da importancia
a la funcioén del parametro)

F41: Escribe algunas formas algebraicas utilizando
los pardmetros;

F42: Utiliza el parametro en forma equivocada;

FA3: No atribuye el correcto valor al parametro;

F44: Realiza calculos correctos con el parametro;

S5: Responde "si"

F51: Responde “si” después de algunas pruebas;
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F52: Responde “si” después de muchas pruebas;

F61: Responde “no” después de algunas pruebas;

S6: Responde "no"

F62: Responde “no” después de muchas pruebas;

4 Analisis de datos: la diferencia de evaluacién entre la légica binaria 'y
la l6gica “Fuzzy”

Los siguientes graficos son los més significativos que hemos obtenido en la
fase experimental. Pesentamos dos modos distintos de “leer” los resultados
obtenidos para validar la hip6tesis original: uno es el punto de vista de la l6gica
binaria y el otro es el de la I6gica “Fuzzy”. Los datos analizados con el software
CHIC dan en los dos casos estudiados resultados muy diferentes. Repetimos que
mientras el primer andlisis “a-priori” valida la hipétesis original, el segundo la
falsifica. El andlisis de los resultados hecho con la légica “Fuzzy” tiene en cuenta
diferentes “tipologias de comportamientos”:

S3: Generalizacion sin usar
S1: Ensayo y élge_bra formal (solq algunas
error relaciones entre el célculo que
se aproxima al uso de las
variables)

F11 | F12 | F13 F31 F32
Alumno 1 |0,00| 0,33 | 0,90 0,00 0,67
Alumno 2 |0,00| 0,00 | 0,50 0,00 0,00
Alumno 3 |0,00| 0,00 | 0,50 0,00 0,00
Alumno 4 |0,00| 0,00 | 0,50 0,33 0,00
Alumno 5 |0,00| 0,33 | 0,50 0,00 0,00
Alumno 6 |0,00| 0,33 | 0,50 0,00 0,00
Alumno 7 |0,00| 0,33 | 0,00 0,00 0,00
Alumno 8 |0,00| 0,33 | 0,50 0,00 0,00
Alumno 9 |0,17] 0,00 | 0,50 0,00 090
Alumno 10|0,17| 0,00 | 0,00 0,00 0,00
Alumno 11 {0,17| 0,00 | 0,00 0,00 0,00
Alumno 12 0,00| 0,33 | 0,90 0,00 1,00
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Con respecto a los resultados obtenidos por los alumnos que asisten al primer
afio de la escuela secundaria, nombramos la comparacion de los resultados
encontrados en las tres escuelas consideradas. El siguiente arbol de similitud
corresponde a la escuela superior “Galileo Galilei” y los datos han sido analizados
con la ldgica binaria. Este arbol muestra que las estrategias S0-S1-S2, relativas al
proceso de ensayo y error, son consideradas similares por el software CHIC, a la
estrategia algebraica (S3) que se refiere a la manipulacion de las férmulas.

Fig. 1: Arbol binario de Similitud de la escuela secundaria “Galileo

Tal vez esta interpretacion dependa del hecho de que el modus operandi
“ensayos y errores” se puede considerar tanto una estrategia aritmética como una
pura manipulacién de letras que no tiene nada en comin con la formalizacion
algebraica. Dejamos este resultado como un problema abierto que sera objeto de
una futura investigacion. Hemos realizado un andlisis mas detallado de este
fenémeno utilizando la logica “Fuzzy” que muestra un arbol de similitud
radicalmente cambiado y “describe” el grafico anterior (Figura 2).

La primera similitud importante es la union entre F11 y F12: los alumnos
intentan resolver el problema al azar, mediante ensayos y errores, después de
muchas pruebas, ellos no son capaces de encontrar una regla general entonces
abandonan el problema. Los resultados encontrados en el grafico precedente (S1-
S3) se presentan también en este arbol “fuzzy” de similitud, en F13-F31. Los
estudiantes intentan formalizar el problema propuesto, pero encuentran ciertas
dificultades para trabajar en un ambiente formalizado, asi que reconsideran, como
ayuda a su razonamiento, las estrategias aritméticas. Esto es evidente en los
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protocolos, donde reconsideran algunas secuencias de numeros primos grandes
como casos particulares de su razonamiento. Formalizar es para ellos considerar
que una propiedad es verdadera cuando se toman en cuenta muchos nimeros
naturales grandes.

Fig. 2: Arbol “fuzzy” de similitud de la escuela secundaria “Galileo

Respecto a este comportamiento podriamos dar dos interpretaciones
diferentes:

e Para demostrar la verdad del enunciado sui generis del problema propuesto, el
alumno considera un proceso de induccion sui generis, tiene en cuenta los
ejemplos presentados en el texto del problema propuesto como cantidades
iniciales y piensa que la descomposicion de un nimero primo como diferencia
de dos cuadrados, puede ser verdadera para todos los nimeros primos, si ellos
son capaces de verificarlo para algunos nimeros grandes.

e EIl alumno razona por abduccion (de acuerdo con Peirce) porque cree que
verificando la verdad de la proposicion para un pequefio conjunto de nimeros
primos grandes, entonces el enunciado resulta verdadero para todos los
naimeros primos

La union entre (F13-F31)-F22 muestra que los estudiantes no son capaces de
formalizar todo el asunto porque ellos estan condicionados por la estrategia de
ensayo y error. El andlisis del grafico implicativo parece confirmar nuestra
interpretacion de los protocolos.
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F11

F12

Las implicaciones F31 => F13 y F11 =>F12 son vélidas al 99 %; la
implicacién F32 => F61 es, en cambio, valida al 95 %; y la implicacion F61-F13
=> F22 es vélida al 60 %.

El siguiente gréafico binario implicativo evidencia un interesante elemento de
analisis para la investigacion.

S

1
=)
En efecto, las implicaciones diferentes S2=>5S4 (al 99 %) y S1=>S3 (al 90 %)
son pertinentes.
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No obstante, no es facil argumentar estas implicaciones. ¢La implicacion entre
las variables S2 y S4 no es un resultado inesperado, pero como la hemos
interpretado en términos de pensamiento algebraico?

La variable S4, ain bien definida [generaliza usando el algebra (no considera
el rol del pardmetro)], nos da un amplio rango para la evaluacion y la codificacién
de las respuestas de los alumnos en términos de verdadero/falso. Por este motivo,
pensamos que no da un resultado evidente.

En cambio, en el grafico obtenido interpretando las variables con la l6gica
fuzzy, S2 y S4 desaparecen totalmente bajo nuestro falso razonamiento intuitivo
debido al andlisis binario.

La implicacion entre las variables S1 y S3 se encuentra en los dos graficos,
pero en el gréafico binario la implicacion es del tipo S1=>S3, mientras en el gréafico
fuzzy es F31=>F13.

Creemos que esto significa que hay un tipo de relacién biyectiva entre los
campos S1y S3 e inversamente entre las componentes fuzzy F31y F13.

El grafico de similitud fuzzy del Liceo Psico-Pedagdgico “Finocchiaro
Aprile”, muestra una conexion entre la estrategia F11 y F31. Esto nos muestra
como los alumnos mientras prueban por ensayo Yy error, quieren comenzar una
especie de generalizacion del problema, pero no logran una correcta
representacion, de este modo ellos lo resuelven en manera incorrecta.

Fig. 3: Arbol fuzzy de similitud de la escuela secundaria ““Finocchiaro

Con respecto a este tema, consideramos interesante subrayar como un analisis
fuzzy nos permite evaluar las estrategias seguidas por los alumnos de una manera
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mas especifica y profunda. En efecto, el andlisis del arbol de similitud fuzzy
anterior sefiala la presencia de una primera estrategia algebraica embrionaria (F31,
F32). Es importante subrayar que esta estrategia no emerge en el primer andlisis
binario. Asi que el analisis fuzzy muestra que la hip6tesis basica no se puede
validar totalmente, mientras ésta parece validada completamente en el analisis
binario. Asi mediante el andlisis fuzzy emerge un primer pensamiento algebraico.

El analisis de los resultados obtenidos en la experimentacion de la Escuela
Secundaria Técnica Comercial "Medi" muestra un cierto paralelismo entre los
comportamientos de los alumnos para afrontar el problema. De todos modos,
algunos resultados obtenidos parecen imprevistos (ya que se espera un minimo de
pensamiento algebraico) comparados con los resultados de la escuela secundaria
"Finocchiaro Aprile", considerando que la matematica no es prominente entre las
disciplinas del curso. Esto es evidente en el siguiente arbol de similitud fuzzy del
segundo afio.

Fig. 4: Arbol fuzzy de similitud del ITC “Medi”

Los resultados mas interesantes de la experimentacion son aquellos obtenidos
por los alumnos del tercer afio de la escuela secundaria. Asi que, una comparacion
entre los resultados obtenidos en las escuelas secundarias "Galileo Galilei” y
"Finocchiaro Aprile" mediante el arbol de similitud, no sélo muestra dos tipos
diferentes de planes de estudios, sino también las diferencias interesantes entre las
habilidades de los estudiantes, relativas al grado de formalizacion de una propiedad
matematica, es decir su primera competencia algebraica.
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Arbol binario de similitud de F. Aprile Arbol de similitud fuzzy de F. Aprile

Arbol binario de similitud de “G. Arbol de similitud fuzzy de ““G. Galilei”
Galilei”

Asi, el arbol de similitud del primer afio de la escuela secundaria "Finocchiaro
Aprile" permite constatar no sdlo que el razonamiento aritmético no conduce a la
generalizacion requerida (S2-S6), sino también que las estrategias aritméticas estan
completamente separadas de las algebraicas. El arbol de similitud fuzzy nos
permite afirmar que la relacion entre S2 y S6 del arbol binario de similitud esta
especificada en F22-F26. Los estudiantes, calculando al azar las diferencias entre
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los cuadrados, no encuentran ninguna regla general, a pesar del nimero grande de
pruebas que realizan. La respuesta negativa a las preguntas del test esta respaldada
por un nimero adecuado de célculos, que no son suficientes para conducir a los
alumnos a una generalizacion. Otra observacion interesante es la similitud entre
F11y F61. En efecto, algunos estudiantes dan la misma respuesta negativa después
de haber hecho algunos calculos al azar. Se puede observar que estos resultados no
se obtienen con el analisis clasico binario.

Los resultados obtenidos en la escuela secundaria "G. Galilei" son diferentes.
El arbol binario de similitud muestra una "nueva" variable que no esta presente en
los otros arboles binarios de similitud: la variable referida al uso del pardmetro y
asi a un "uso" mas concreto y correcto del pensamiento algebraico. La
"interpretacion binaria" revela una profunda similitud entre S3 y S4, estrategias
algebraicas para resolver el problema. La “interpretaciéon fuzzy" nos permite
especificar, como se deduce del siguiente grafico implicativo, esta union entre F32
y F42.

Aproximéandose al uso de variable, los estudiantes no consideran algunos
nameros primos grandes como casos de estudio, ya que usan solo el "primer" caso
de las pruebas efectuadas (F42=>F32, implicacion valida al 90 %).

Ellos pusieron el pardmetro, pero de una manera errénea (en la forma) y de
este modo no llegan a una formalizacion general.

5 Problemas abiertos

La experimentacion, por medio del analisis fuzzy, evidencia que la mayoria de
los alumnos, excepto dos en una muestra de casi 100 estudiantes, no fueron
capaces de formalizar un problema sobre la teoria elemental de nimeros, porque no
estaban acostumbrados a usar las nociones de variable y parametro. De este modo,
un problema abierto es elaborar planes de estudios en la escuela secundaria que
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profundicen este tema, para que los alumnos sean capaces de efectuar
generalizaciones sin caer en la trampa de una evidencia con nimeros pequefios.
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Anexo 1
El test utilizado en la investigacion es el siguiente:

TEST

Observa los siguientes ejemplos:
5=1° +2?
13=2%+3?
17=1°+4?
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Como sabes 5, 13 y 17 son nameros primos. ¢Es posible escribir todos los nimeros
primos (excepto el 2) de esta manera también? ;Puedes encontrar una regla?
Justifica la respuesta.
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Resumen. En el trabajo se realiza un estudio sobre las habilidades que
poseen estudiantes de 10™ y 11" grado de la ensefianza
preuniversitario, para el trabajar simultineamente la lo6gica, la
estadistica elemental y el tratamiento de datos binarios. Este estudio
extiende los trabajos de Orls (Orus 1992, 2005) y Pitarch (Pitarch
,2002), utilizando la misma metodologia de obtencién y tratamiento de
datos con un cuestionario semejante. Esta analogia permite comparar
los resultados de Cuba con aquellos que han sido ya obtenidos en
Francia en la ensefianza primaria y en Espafia en la ensefianza
secundaria. El trabajo de andlisis de datos se realizé también con la
ayuda del programa CHIC, como los trabajos precedentes.

1 Introduccion

Numerosos investigadores se han referido a la importancia de formar una
cultura estadistica en la sociedad para potenciar su desarrollo, tal es el caso de
Batanero (Batanero, 2003), quien ha planteado que la Estadistica es una parte de la
educacion general deseable para los futuros ciudadanos adultos, quienes precisan
adquirir la capacidad de lectura e interpretacion de tablas y gréaficos estadisticos,
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gue con frecuencia aparecen en los medios informativos. También es util para la
vida posterior, ya que en muchas profesiones se precisan conocimientos basicos del
tema y su estudio ayuda al desarrollo personal, fomentando un razonamiento
critico, basado en la valoracion de la evidencia objetiva.

Todo lo anterior pone de manifiesto la necesidad de realizar investigaciones
encaminadas a perfeccionar el proceso de ensefianza y aprendizaje de la
Estadistica. Al respecto se han realizado varios estudios y planteado numerosas
direcciones de trabajo, como la de Batanero (Batanero, 1999), quien expuso en la
Conferencia Internacional Experiencias y Expectativas de la Ensefianza de la
Estadistica- Desafios para el Siglo XXI, el interés y viabilidad de introducir el
Tratamiento de Datos en la ensefianza actual de la Estadistica.

También Oras (Oras, 1992), contribuye a satisfacer esta necesidad de
perfeccionamiento con su tesis doctoral, al introducir el trabajo 16gico sobre tablas
de datos en la ensefianza primaria.

Una investigacion mas reciente, que se encamina en esta direccion e integra
las dos propuestas anteriores, es la realizada por Pitarch (Pitarch, 2002) y dirigida
por Orus, la que analiza el razonamiento de los alumnos en la etapa educativa ESO,
utilizando simultaneamente el Tratamiento de Datos, la Logica y la Estadistica
Elemental. Precisamente los resultados de este trabajo se emplean en el presente
estudio, como referentes para realizar un andlisis similar en la ensefianza
preuniversitaria, en dos institutos de la ciudad de Santiago de Cuba.

El presente trabajo tiene entonces como objetivo el estudio, con ayuda del
sistema informético CHIC, de las habilidades que poseen estudiantes de 10™ y 11"
grado de preuniversitario, para el trabajo simultaneo con aspectos esenciales de
Tratamiento de Datos, Logica y Estadistica Elemental, asi como la comparacion de
los resultados con los obtenidos en la referida investigacion, realizada con
estudiantes de la ESO en Esparia.

2 Andlisis de los programas de Matematica de la ensefianza
preuniversitaria en Cuba

Segun andlisis valorativo hecho sobre los actuales programas de las
asignaturas Matematicas de la ensefianza preuniversitaria cubana y los resultados
del diagndstico realizado por Zamora y Alonso (Zamora y Alonso, 2006), se pudo
constatar que a partir del curso 2004-2005 se incorporan contenidos de Estadistica
al programa de décimo grado y en el curso 2005-2006 al programa de duodécimo.
A partir de este mismo diagndstico, las autoras pudieron confirmar que dichos
programas no contemplan explicitamente el Tratamiento de Datos y que los
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contenidos de la Estadistica Descriptiva se imparten empleando métodos
tradicionales, concluyéndose que la ensefianza de la Estadistica en Cuba presenta,
desde el punto de vista de su disefio curricular, dificultades similares a las
planteadas por Pitarch (Pitarch, 2002). Para corroborar esto, en la presente
investigacion se dard cumplimiento al objetivo trazado aplicando la misma
metodologia empleada en la investigacion realizada con estudiantes de la ESO en
Espafia.

3 Elaboracion de la tabla de datos T

Para dar inicio a la investigacion se elaboré un cuestionario que tuvo como
proposito la obtencién de informacién primaria que permitiese modelar el trabajo
I6gico y estadistico, asi como el tratamiento de los datos. Dicho cuestionario se
centro en la indagacion a 108 estudiantes de 11™ grado de dos preuniversitarios de
la ciudad de Santiago de Cuba (cuyas edades oscilan entre 15 y 17 afios) sobre sus
gustos por determinadas asignaturas y carreras. Del analisis, de los resultados de
este cuestionario se obtuvo una tabla (T) de dimension 20x21, en la cual las filas
representan las preguntas y las columnas a los estudiantes, los que han sido
codificados por Ei, con i=1,...,21.

Para determinar las dimensiones de la tabla T se tuvo en cuenta la experiencia
de la investigacion desarrollada por Pitarch y Ords, con estudiantes de los dos
ciclos de la ESO, en la cual se obtuvo un 97% de éxito en la lectura y manipulacién
elemental de la misma, con una dimension de 15x20. También se consider6 el
hecho de que la presente experimentacion se aplicaria solamente a estudiantes de
niveles equivalentes al 2do ciclo de la ESO. Por todo lo anterior se aumentd la
dimension de dicha tabla a 20x21.

Una vez conformada la tabla 1, se requirié de la preparacion del cuestionario
de la experimentacion, para lo cual se tom6 como base el cuestionario Q empleado
para los estudiantes de la ESO, al cual se le realizaron algunas modificaciones no
significativas, ya que existia la pretensién de comparar los resultados que se
obtuvieran con los alcanzados en Espafia.
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Tab. 1: Tabla T

4 Modificaciones realizadas al cuestionario

Para tomar las decisiones sobre los cambios a efectuar, se procedi6 a aplicar el
programa informéatico CHIC (Gras, 1992) a la tabla 1, tomando como elementos de
analisis estadistico a los 21 jovenes y sus gustos por 12 asignaturas y 8 carreras 0
profesiones.

A partir de los indices de proximidad, de los de intensidad de la implicacion y
de cohesion entre los jovenes, asignaturas y carreras, se decidio realizar los
siguientes cambios al cuestionario (ver cuestionarios en anexo #1):

- Eliminar la cuestion Q8, pues se considerd que podria confundir al estudiante y
ademas, en esencia, coincidia con la Q12.
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- Sustituir la cuestién Q9 por la pregunta P8, la cual tiene implicito el nivel de
complejidad de Q9 y se le introduce uno nuevo, la condicional.

- Adicionar la pregunta P16, que da la posibilidad de medir la habilidad del
estudiante para establecer un criterio de clasificacion sobre la base de la
ocurrencia de un evento, ademas de emplear la operacion de conjuncion.

- Adicionar a la cuestion Q21 un nivel mayor de complejidad, donde el
estudiante debe buscar las carreras que mas gustan y ordenarlas.

Realizadas las adecuaciones pertinentes al cuestionario (ver anexo #1), se
procedi6 a la confeccion de la matriz a priori (MAP), para lo cual se empleé la
caracterizacion de cada una de las preguntas, teniendo en cuentas las diferentes
operaciones que tienen que emplear los estudiantes al responderlas y que se
describen a continuacion:

TABL: Utilizar un elemento concreto de la tabla, para responder a la
pregunta.

TFIL: Utilizar una o varias filas para responder a la pregunta.

TCOL: Utilizar una o varias columnas para responder a la pregunta.

ROBL: Enumerar de forma obligatoria una cantidad concreta (presencia: 1,
ausencia de caracter: 0).

RALT: Enumerar de forma alternativa una cantidad concreta (presencia: 1,
ausencia de caracter: 0).

CFIL: Comparar filas.

CCOL.: Comparar columnas.

FDIF: Tener en cuenta las diferencias entre filas/columnas.

FCOI: Fijarse en las coincidencias (tanto las co-presencias: 1-1, como en las
co-ausencias: 0-0).

FPRE: Fijarse GUnicamente en las co-presencias.

FAUS: Fijarse unicamente en las co-ausencias.

CSEM: Comparar entre los criterios de la tabla (filas), a partir de la posible
relacién semantica que existe entre las asignaturas y entre las carreras.

LIMP: Implicacion logica.

LEXI: Cuantificador existencial.

LUNI: Cuantificador universal.

LCON: Conector logico conjuncion.

LDIS: Conector logico disyuncion.

LNEG: Conector l6gico negacion.

EFIM: Aplicar implicitamente la frecuencia absoluta.
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EFEX: Aplicar explicitamente la frecuencia absoluta.

Efre: Aplicar explicitamente la frecuencia relativa.

EPER: Aplicar explicitamente el porcentaje.

EMIM: Utilizacién implicita de la medida de centralizacién: la moda.
ARGU: Razonar en la respuesta.

5 Trabajo con la matriz a priori MAP

Una vez conformada la matriz a priori (ver anexo #2), se le aplicé el sistema
informéatico CHIC, para la determinacion del arbol de similaridad, el arbol
jerarquico y el grafo implicativo, obteniendo los resultados que se detallan a
continuacion:

Segun se puede observar en la figura 1, en este arbol se forman las siguientes
clases de cuasi equivalencia:

Cl={P1,P2,P3,P8,P9,P10,P21}, C2 = {P4,P4.1,P5,P6,P7,P7.1},
C3={P11, P12, P13,P15,P16,P20}, C4={P14,P17,P18,P19}.

La clase C1 contiene cuatro nodos significativos a los niveles 1, 3, 6 y 19.
Dicha clase agrupa preguntas que se caracterizan por un recuento obligatorio por
filas, contenidos elementales de Estadistica (P8 y P21), y operaciones logicas,
conjuncién (P8) y disyuncién (P21), por lo que se puede concluir que la clase C1
agrupa preguntas que involucran actividades enumerativas.

La clase C2 presenta un nodo significativo al nivel 12, el cual agrupa a las
preguntas (P4, P4.1) y P6, las que se caracterizan por realizar recuentos
alternativos, contenidos elementales de estadistica y operaciones logicas
empleando los cuantificadores universal y existencial, por lo que se puede concluir
que esta clase comprende cuestiones abiertas que requieren del trabajo con toda la
tabla y el empleo de diversas estrategias de busqueda sobre la misma.

En la clase C3 aparecen dos nodos significativos, a los niveles 14 y 16, que
involucran a todas las preguntas de la clase, las que se caracterizan por trabajar las
coincidencias por columnas, salvo la P12 que trabaja las diferencias por columnas,
de manera que dicha clase queda caracterizada en cuanto al trabajo sobre la
proximidad entre los sujetos.

La clase C4 posee un nodo significativo al nivel 8, que involucra las preguntas
P14 y P19 que se caracterizan por la operacion ldgica de conjuncion. Pertenecen
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ademas a esta clase las preguntas P17 y P18 que contemplan la operacion de
implicacion logica, por lo que dicha clase se caracteriza por las actividades légicas:
conjuncion e implicacion.

Fig. 1: Arbol de similaridad de la matriz a priori

Aplicando nuevamente el CHIC a la matriz a priori, para realizar ahora el
analisis de cohesion implicativo, se obtiene el arbol jerarquico (figura 2) y el grafo
implicativo (figura 3), que se muestran a continuacion:

Fig. 2: Arbol jerarquico de la matriz a priori
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Fig. 3: Grafo implicativo de la matriz a priori

En estas figuras podemos apreciar que aparecen implicadas preguntas que en
el arbol de similaridad ya estaban préximas con nivel significativo importante:

Las preguntas que conformaban la clase C1 del arbol de similaridad siguen
estando agrupadas en este &rbol jerarquico como se muestra a continuacion:

P3 — HPZ - {PQ—)PlO}} - P8},
Nivel 14 Nivel 5 Nivel 7

con excepcion de la P21. Estas implicaciones se conservan en el grafo implicativo.
La segunda clase del &rbol de similaridad aparece dividida en dos subclases en
el arbol jerarquico: P6 - 9{P4 — P41} y {P7—P7.1}— {P5— P21} sin existir entre
ve

ellas cohesion implicativa, pero quedando implicadas en el grafo implicativo.

Las preguntas que aparecen agrupadas en la tercera y cuarta clase del arbol de
similaridad, se mantienen agrupadas de igual forma en el arbol jerarquico de
cohesién, como se muestra a continuacion:

C3: {P13—>{P20—> 15 — PlG}} - {P11—>12}},
Nivel 1 Nivel 17

C4: {P17 — P18} —»{P14 — P19}.

Estas implicaciones, para el caso de la clase C3, se conservan en el grafo
implicativo, no asi para C4, en el que las subclases que se forman, quedan aisladas.
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Una vez concluido el analisis de la matriz a priori, mediante el CHIC, se ha
observado que en esencia se mantienen las relaciones obtenidas por Pitarch y Orus,
coincidiendo con lo previsto.

6 Anadlisis de los resultados del cuestionario

El cuestionario fue aplicado en los preuniversitarios “Cuqui Bosch” y “Rafael
Maria de Mendive”, los cuales no presentan caracteristicas educativas especiales y
por ello han sido considerados como una muestra de los preuniversitarios de la
ciudad.

En este nivel educativo se imparten tres grados, de los cuales, teniendo en
cuenta las preguntas formuladas en el cuestionario inicial y el interés en los
resultados de la misma, sélo se consideraron los grados 10™ y 11", ya que los
estudiantes del 12™ grado en los momentos de la aplicacion del cuestionario ya
habian optado por carreras universitarias de su preferencia y su inclusion podria
alterar los resultados. La muestra total fue de tamafio 102 y la afijacion empleada
fue la proporcional al tamafio de la poblacion.

Partiendo de las respuestas dadas por los 102 estudiantes al cuestionario, se
conformd una nueva matriz, denominada matriz a posteriori, que consta de 102
filas, correspondientes a los alumnos encuestados y de 131 columnas,
correspondientes a las caracterizaciones realizadas a las 23 preguntas del
cuestionario, las que se detallan a continuacion:

Contestar a la pregunta.

Contestar a la pregunta correctamente.

Razonar en la respuesta de la pregunta.

Razonar correctamente la respuesta.

Responder que no se coincide en el gusto por la asignatura o carrera.

Responder comparando con la asignatura o carrera que gusta a todos los

estudiantes de la encuesta: utilizan la moda estadistica de forma implicita.

Responder utilizando una opinién personal o subjetiva del estudiante que

contesta.

Contestar de forma explicita que el estudiante no sabe responder a la pregunta.

: Contestar que esta pregunta es la misma (homoéloga) que la anterior. Lo indican
explicitamente.

O: Responder igual que a la pregunta anterior, pero omitiendo el comentario de que

“las dos preguntas son la misma”.

SOT=a0
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Por limitaciones de espacio dicha matriz no se incluira en el presente trabajo,
ni se realizara el analisis completo de los resultados obtenidos en la misma,
limitando éste a las respuestas correctas a las preguntas del cuestionario, sin tener
en cuenta la parte relativa al razonamiento.

En cuanto a los resultados de los preuniversitarios, en la figura 4 se muestran
los porcentajes de respuestas correctas.
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Fig. 4: Porciento de respuestas correctas por preuniversitarios

Como se puede observar, las preguntas con mayores dificultades fueron P8,
P9, P10, P21, relacionadas con actividades enumerativas, las P12, P15, P20, que
abordan la proximidad entre sujetos y las P18 y P19 que se vinculan a operaciones
légicas. Justamente es en las citadas preguntas donde se localizan las mayores
diferencias entre los preuniversitarios.

Con respecto a los grados 10™ y 11", las diferencias mas significativas (de
mas del 10%) se presentan en estas mismas preguntas, a las que se adicionan la P5
y P13. Al observar la figura 5 puede comprobarse que en todas estas preguntas los
porcentajes mas bajos se obtuvieron en 10™ grado.
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Fig. 5: Porciento de respuestas correctas por preuniversitarios

7 Trabajo con la matriz a posteriori

El arbol de similaridad, que se muestra a continuacion (Ver figura 6), fue
obtenido al aplicar el sistema informatico CHIC a la submatriz de dimension
102x23, extraida de la matriz a posteriori al considerar solamente las respuestas
correctas.

Fig. 6: Arbol de similaridad de una submatriz de la matriz a posteriori
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En el mismo se puede observar que se forman cuatro clases de cuasi
equivalencias, las tres primeras incluyen aquellas preguntas que han tenido un
porcentaje alto de respuestas correctas, exceptuando a P13 y P21. En las dos
primeras clases el porcentaje de respuestas correctas es mayor que en la tercera. La
cuarta clase agrupa aquellas preguntas que tuvieron un porcentaje bajo,
exceptuando la P14 y P17 y aparece dividida en dos subclases, conteniendo la
primera los tres nodos mas significativos.

Por otro lado, en el grafo implicativo, figura 7, se puede apreciar que las
implicaciones més significativas se encuentran entre las preguntas de la cuarta
clase, que es a su vez la més significativa a nivel de proximidades

Fig. 7: Grafo implicativo de una submatriz de la matriz a posteriori

Las preguntas que no guedan relacionadas en el grafo implicativo, P2, P3, P4,
P4.1, P7, P7.1y P17, son las que forman parte de las dos primeras clases de cuasi
equivalencia, con excepcion de la pregunta P1 que si aparece implicada a un 85%.

En este grafo aparecen varias cadenas de preguntas que quedan implicadas
estadisticamente. Se observa que si el estudiante sabe responder correctamente a la
pregunta P10 y P15, sabra responder al resto de las preguntas que aparecen en el
grafo. Constatandose que los estudiantes que tienen habilidades para trabajar con
los conocimientos elementales de estadistica (frecuencias relativa y absoluta) son
capaces de responder el resto de las preguntas implicadas.
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8 Analisis de los resultados de las respuestas al cuestionario en relacion
con las operaciones definidas a priori

En la tabla 2 se muestran los porcentajes de respuestas correctas a las
preguntas P1, P2y P3, las cuales exigian una manipulacién minima de la tabla.

IPU “Rafael M. de IPU “Cuqui
Mendive Bosch

10mo 11no 10mo 11no 10mo 11no
P1| 100,00 96,00 | 100,00 | 92,31 | 100,00 | 94,16 | 97,08
P2 96,15 100,00 | 100,00 | 100,00 | 98,07 |100,00 | 99,04
P3 84,62 88,00 100,00 | 96,15 92,31 92,08 | 92,19
Total 96,80 95,41 | 96,10

Tab. 2: Porcentajes de respuestas correctas a las preguntas P1, P2y P3.

Total por grados Total

Como se puede observar, el 96,10% de los estudiantes ha tenido éxito en la
lectura y manipulacién elemental de la tabla, lo que estd muy préximo al 97%
obtenido en la experimentacion desarrollada en la ESO de Espafia. Sin embargo,
estos resultados no son suficientes para afirmar que la tabla es totalmente
manejable por los estudiantes de 10™ y 11" grados de preuniversitario, ya que en
la pregunta P13, que exige un manejo completo de ella, se obtuvo un 78,4% de
respuesta correcta.

En la tabla 3 se muestran las preguntas que implican un recuento obligatorio,
asi como los porcentajes de respuestas correctas. De la misma se puede observar
que sélo el 57,19% de los estudiantes muestran habilidades para desarrollar estas
operaciones. Sin embargo, resalta el hecho de que en las preguntas P2 y P3, que
exigen Unicamente un recuento obligatorio, se han obtenido resultados superiores
al 90%; no asi en las restantes, que exigen un mayor nivel de complejidad. La
situacion mas critica se manifiesta en P10 que incluye el célculo de frecuencia
relativa. Estos resultados son similares a los obtenidos en el estudio de la ESO.

P02| PO3| PO8| PO9| P10| P12| P14| P15
10mo| 9804 (92,16 31,37 01,96 | 0,00 2549 |84,31|17,65
11n0 | 100,00 | 92,16 | 43,14 | 56,86 | 37,25 | 47,06 | 86,27 | 45,10
Total 99,02 192,16 | 37,26 | 29,41 | 18,63 | 36,28 | 85,29 | 31,38
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P16| P19| P20| P21 | Total
10mo | 72 55| 47,06 | 47,06 | 58,82 | 48,04
11no | gp,39 | 72,55 | 64,71 | 70,59 | 66,34

Total | 76,47 | 59,81 | 55,89 | 64,71 | 57,19
Tab. 3: Porcentajes de respuestas correctas a las preguntas que implican un
recuento obligatorio.

En cuanto a las operaciones de proximidad, los porcentajes de respuestas
correctas a las preguntas P13, P15, P16 y P20 (que tratan las coincidencias) y P12
(que trata las diferencias) oscilan entre 31,38% y 78,43 (tabla 4). En general estos
resultados son inferiores a los de la ESO.

Coincidencias y diferencias
P13 | P15 | P16 | P20 | P12
10mo | 60,78 | 17,65 | 72,55 | 47,06 | 25,49
11no | 96,08 | 45,10 | 80,39 | 64,71 ] 47,06
Total | 78,43 | 31,38 | 76,47 | 55,89 36,28

Tab. 4: Porcentajes de respuestas correctas a las preguntas
que implican operaciones de proximidad.

Con respecto a las operaciones légicas (ver tabla 5) las preguntas que implican
el empleo de los cuantificadores universal y existencial no presentan dificultades,
no ocurriendo lo mismo con el resto de las operaciones. El porcentaje méas bajo se
presenta en la operacion de conjuncién por columna (P15). En el caso de P19, que
es de la misma naturaleza que P14, el porcentaje bajo puede estar relacionado con
el hecho de que la misma presenta un nivel mayor de complejidad al exigir la
conjuncion de variables negadas.

En cuanto a las operaciones de implicacion ldgica, la pregunta P17 muestra un
alto nivel de respuestas correctas, no asi la P18, que evalla la misma implicacién
l6gica, s6lo que en sentido contrario. Esto pudiera indicar que existen dificultades
en el razonamiento l6gico de los estudiantes encuestados. Resultados analogos
fueron obtenidos en el estudio de la ESO, aunque con menores porcentajes de
éxito.
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Cuantif. univ. y exist. Disy. y conj. Implic. l6gica
P04 P41 P06| PO5| P14| P15 P19| P17 P18
10mo| 98,04 | 88,24| 94,12]|70,59| 84,31 | 17,65| 47,06 94,12| 47,06
1lno| 98,04| 98,04| 94,12]|90,20| 86,27 | 45,10 | 72,55]190,20 | 64,71
Total | 98,04 | 93,14| 94,12]80,40] 85,29 | 31,38| 59,81]92,16| 55,89

Tab.5: Porcentajes de respuestas correctas a las preguntas que implican
operaciones ldgicas, cuantificadores universal y existencial y de conjuncion.

Por altimo, los porcentajes obtenidos en las preguntas relacionadas con las
operaciones estadisticas son muy bajos, P8 (37,26%), P9 (29,41%) y P10
(18,63%), al igual que los obtenidos en la ESO. Aqui hay que tener en cuenta que
al igual que en el experimento de la ESO, al momento de aplicar la encuesta, los
estudiantes de 10™ grado aln no habian recibido los contenidos de la Estadistica
Elemental, sin embargo, los porcentajes obtenidos por 11" grado son también muy
bajos, a pesar de que si habian recibido dichos contenidos.

Resulta interesante la relacion que se manifiesta entre los porcentajes de
respuestas a las preguntas P8 y P10. La P8 exige implicitamente la realizacién de la
operacion declarada en P10, pero a un nivel mayor de complejidad, ya que ademas
de determinarse la frecuencia relativa debe trabajarse con la condicional vy
calcularse el porciento. Sin embargo, los resultados obtenidos en esta pregunta son
mayores que en la P10, que s6lo exige explicitamente el célculo de la frecuencia
relativa. Esto puede estar indicando que los estudiantes no se han apropiado del
concepto de frecuencia relativa.

9 Conclusiones

El estudio realizado sobre las habilidades que poseen estudiantes de 10™ y
11" grado de preuniversitario, para el trabajo simultdneo con aspectos esenciales
de Tratamiento de Datos, Légica y Estadistica Elemental, arrojé que las mayores
dificultades se concentran en operaciones que involucran actividades enumerativas,
proximidades y operaciones logicas, observandose diferencias significativas entre
los resultados de los dos preuniversitarios y entre los grados.

Al comparar los resultados obtenidos en este estudio con los de Pitarch y Orus
en la ESO, se pudo comprobar que en ambos se manifiesta un resultado exitoso en

15



Zamora et al.

cuanto a la lectura y manipulacion elemental de la tabla, asi como que los
porcentajes de éxitos y errores en cada una de las preguntas estan muy proximos.

Para la obtencién de los resultados de esta investigacion, el empleo del
sistema informatico CHIC resulté ser un instrumento de gran valor, pues facilit6 el
perfeccionamiento del cuestionario, la caracterizacién de las preguntas segln el
tipo de operaciones a realizar y de las respuestas dadas por los estudiantes.
Permitié ademas identificar asociaciones y estructuraciones entre las preguntas que
posibilitaron profundizar en la interpretacion de los resultados.

Para arribar a las conclusiones de este trabajo solo se ha explotado la
informacion  correspondiente a las respuestas correctas, si bien los datos
recopilados aportan mucha mas que se aprovechara en lo adelante.
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Anexo #1: Cuestionarios de las experimentaciones

CUESTIONARIO ORIGINAL Q

QL. ¢Al joven H le gusta el jazz?

Q2. (A cuantos jovenes les gusta el
flamenco?

Q3. ¢Cuantos tipos de musica le
gustan al joven Q?

Q4. ¢Hay algln tipo de mdsica elegida
por todos los jovenes? En caso
afirmativo, indica cuéles:

Q4.1 ¢Hay otras? En caso
afirmativo, indica cuales
Q5. Los jovenes entrevistados

¢prefieren la musica heavy o la
masica ska?

Q6. ¢Hay algun joven a quien le guste
todos los tipos de musica? En caso
afirmativo, indica su nombre:

Q7. ¢Existe alguna musica
preferida que la masica punk?
Q7.1 Si hay alguna, indicala y
razona tu respuesta.

Q8. Los jovenes H y O, ;prefieren el
mismo tipo de musica?

Q9. (A qué porcentaje de los jovenes
entrevistados les gusta la mdsica
rap?

mas

CUESTIONARIOACTUAL P

P1.

pP2.

P3.

P4,

(Al estudiante E2

asignatura Matematica?

¢A cuantos estudiantes les gusta la

asignatura de Matematica?

¢Cuéntas asignaturas le gustan al

estudiante E10?

¢Hay alguna asignatura que haya sido

elegida por todos los estudiantes? En

caso afirmativo, indique cual
P41 ¢Hay otras? En

le gusta la

caso

afirmativo, indique cuales

P5.

P6.

P7.

P8.

Los estudiantes entrevistados
cprefieren la  asignatura  de
Matematica o la de Quimica?

¢Hay algun estudiante a quien le
gusten todas las asignaturas? En caso
afirmativo, indique su cédigo.

¢Existe alguna asignatura de mayor
preferencia que la