6. Ampliacién: combinatoria y probabilidad

Definicion

Si la cantidad de resultados de un experimento es pequena es facil contarlos; pero si es grande
necesitaremos introducir determinadas formulas. Estas férmulas son conocidas como férmulas
combinatorias. A continuacion veremos las mas utilizadas.

Formula de la multiplicacién. Si hay m formas de hacer unajcosa y n formas de hacer
otra, entonces hay m x n formas de hacer ambas cosas.

Ejemplo

Un concesionario-de.automéviles dispone de tres modelos diferentes de una misma marca,
Leén, Ibiza y Toledo~Cada uno de ellos se presenta en dos terminaciones diferentes, tres o cinco
puertas. Un posible:comprador, ;entre cudntos acabados diferentes podra elegir?

Tendremos:
L2, L4, 12, 14, T2, T4 es decir 3 x 2 = 6 posibles elecciones diferentes.

Supongamos ahora que cada modelo se presenta con 3 colores diferentes, Rojo, Azul y Ne-
gro.Entre cuantos modelos diferentes podriamos ahora elegir? Fijemonos que cada una de las
opciones anteriores generaria ahora 3 elecciones diferentes, o sea 6 x 3 = 18,

= L2R, L2A, L2N
= L4R, L4A, LAN
= 2R, I2A, I2N

= 4R, T4A, 14N
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= T2R, T2A, T2N
= T4R, T4A, T4N

Podemos complicar el problema indefinidamente suponiendo por ejemplo que cada modelo
se puede elegir con 5 tapicerias diferentes, etc ...

g

Necesitamos definir unos nuevos nimeros que nos ayuden a simplificar la expresién de las
férmulas, a estos nuevos nimeros los llamaremos Niimeéros Factoriales:

Definicion

Ol =1.
1l =1.
m 21 =2 x 1.

m 3 =3x2x1.

sml=mx(m—1)x{m=2)---3x2x1

Observacion

Fijate que es facil simplificar:

57!_5-4-3-2.1_5
4! 4.3.2.1 7
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Ejemplos

Simplifica las siguientes expresiones:

23! 23 - 22!

n ﬁ_ 291 = 23.
301 30-29-28- 2726

. = —30-29-28-27 = 20.
i 261 302928 - 27 = 6577720
100! 100 - 99 - 98!

] = :1 . = .
o5 o5 00 - 99 = 9900

Observaciones

= Si queremos hacer el calculo directamente sin simplificar, puede ser que el nimero 100! sea
demasiado grande para una‘calculadora convencional y no nos permita realizar el calculo.
Prueba a realizar la operacién 100! en tu calculadora.

» En la calculadora viene en la tecla z!.

ez

Supongamos que tenemos telas de 4 colores diferentes: Rojo, Amarillo, Verde y Negro. Que-
remos saber el nimero de banderas tricolores diferentes, en franjas horizontales, que podemos
formar sin repetir colores. Por ejemplo RAV sera distinto de RVA y de RAN. Es decir si cam-
biamos el orden de los colores la bandera resultante sera diferente y si introducimos un nuevo
color también. Diremos que en este caso influye el orden y la naturaleza del color.

Definicion

Cdlculo de Probabilidades 42



En principio podremos formar, por ser diferentes colores, 4 banderas, RAV, RAN, RVN y
AVN. Ahora bien en cada una de ellas podremos permutar los colores obteniendo banderas
diferentes. Veamos:

= RAV me genera RVA, ARV, AVR, VAR, VRA en total 6

RAN me genera RNA, ARN, ANR, NRA, NAR en total 6
= RVN me generara ................... en total 6

= AVN me generara ................... en total 6

Si sumamos obtendremos 24 banderas diferentes, \bien por la naturaleza de sus colores, bien
por el orden de los mismos.

Ahora queremos extender este procedimiento al caso general.

Llamaremos Variaciones de n elementos tomados de m en m (n > m), al nimero de
subconjuntos de orden m elementes -que se puede formar con los n elementos (sin que ninguno
de los n elementos pueda aparecer més de una vez). Dos subconjuntos seran diferentes si se
diferencian en algin elemento 0 en el orden de colocacién.

n!
me:m:n(n—l)(n—Q)---(n—m—i—l).

Observacion

Fijate que en el caso de las banderas tendremos:

4!
=4!=4.3-2-1=24banderas.

Vis = gy =
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Ejemplos

En una empresa hay 12 empleados. ;De cudntas formas se pueden elegir director y subdirec-
tor?

= En primer lugar nos preguntamos siempre ;Influye o no influye el orden?

= ;FEs lo mismo el empleado A de director y el B de subdirector, que el empleado B de
director y el A de subdirector?. Evidentemente no. Luego influye claramente el orden y
por tanto se trata de variaciones. Ahora solo nos queda aplicar la férmula.
12!

Vigo = m =12-11 = 132 formas.

Definicion

Supongamos que tenemos ahora 4 licores diferentes: Ron, Ginebra, Whisky y Vodka. Que-
remos saber el nimero de _combinados diferentes, que podemos formar utilizando 3 de ellos en
cada combinado.

Fijate que ahora‘un combinado de RGW serd igual que RWG. Es decir ahora no influye el
orden, unicamente-dos combinados seran diferentes si los licores que lo componen son diferentes
también. Luego es evidente que el nimero serd menor que en el caso de variaciones. Por ejemplo
RGW sera distinto de RGV. Diremos que en este caso no influye el orden.

En principio podremos formar tunicamente 4 combinados diferentes, RGW, RGV, RWV y
GWV.

Ahora queremos extender este procedimiento al caso general.

Llamaremos combinaciones de n elementos tomados de m en m (n > m), al nimero de
subconjuntos (sin ordenar) de m elementos que se puedan formar con los n elementos. Dos
subconjuntos serdn diferentes tinicamente si se diferencian en algin elemento.

([ n n! nn—1)(n—2)-(n—m+1)
()

m!(n —m)! m!
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En el ejemplo de los licores tendremos

4 4l 4! .
0473 == < 3 > = m = ? = 4 licores.

Ejemplo

Una empresa téxtil vende sus telas en lotes de 3 rollos. Sabemos que dispone de 11 tipos de
estampados diferentes, cuantos posibles lotes puede ofrecer?

11-10-9
Ciiz= —ar 165 lotes.

e

Un caso particular delasvariaciones es cuando los elementos se pueden repetir. Supongamos
que en el caso de las‘banderas pudiéramos formar el RRR, RRA, RAR, ...

Definicion

Llamaremos variaciones con repeticiéon de n elementos tomados de m en m (n > m),
al nimero de subconjuntos de orden m elementos que se pueden formar con los n elementos,
pudiendo cada uno de ellos aparecer repetido una o varias veces.

RV, m =n"".
En el caso de las banderas tendriamos ahora 4 elementos tomados de 3 en 3 donde se pueden

repetir los colores.

RV, 3 = 4% = 64.
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Ejemplos

. De cuantas formas se puede cumplimentar una quiniela de 15 resultados?
Tenemos tres simbolos 1, X, 2, para ir colocando 1,1,1,1,1,1,...,1,1,1 otra diferente sera X,1,1,.....,1,1,1
y asi sucesivamente. Luego se trata de variaciones con repeticion de 3 elementos tomados de 15

en 15.

RV3 15 = 3% = 14348907 formas.

ez

Otro caso particular de las variaciones es cuando entran todos los elementos (la naturaleza
de los elementos no cambia). Porcejemplo, ;de cudntas formas se pueden colocar 7 personas en
una fila?

Definicion

Llamaremos permutaciones de orden n a las distintas ordenaciones que se pueden tomar
con n elementos distintos.

P, =nl

En el caso de la cola tendriamos P; = 7! = 5040 formas.

Observacion

Fijate que coincide con las variaciones V77 = 7!
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Definicion

Supongamos ahora que tenemos 10 libros diferentes y los queremos colocar en una estanteria.
.. De cuantas formas diferentes se podrian colocar? Evidentemente se trataria de permutaciones
de de 10 elementos 10! = 3628800. Pero supongamos ahora que un libro se repite 3 veces y otro
libro se repite 2 veces. ;Que pasaria ahora? Evidentemente parece que saldran menos formas
diferentes de ordenarlos ya que no voy a poder diferenciar las permutaciones de los libros que
estan repetidos. Supongamos que tenemos los libros A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, ahora bien si
se repiten 2 libros, el primero 3 veces y el segundo 2 veces tendremos, A, A, A, B, B, C, D, E,
F, G.

Llamaremos permutaciones con repeticion de orden n a las distintas ordenaciones que
se pueden obtener con n elementos de los cuales un se repite ny veces, otro se repite ns,... , ng.

pren n!

n - 77,1! tee nk' '
En el caso de los libros tendremos:
10!

7'2' = 302400 formas.

3,2
PlO - 3.

e« Fjercictos

Ejercicio 1. Un determinado modelo de automovil se fabrica con dos tipos de motores:
diésel y gasolina. En cinco colores: blanco, rojo, azul, verde y negro, y con tres terminaciones:
bésica, semilujo y lujo. ;Cudntos modelos diferentes se fabrican?

Solucién:

Seran en total: 2 -5 -3 = 30modelos diferentes.

Ejercicio 2. Un partido politico tiene 18 candidatos para formar las listas de unas elecciones.
. De cuantas formas diferentes se pueden ordenar a los 4 primeros de las listas?
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Solucién:

Se trata de obtener las variaciones sin repeticiéon de 18 elementos tomados de 4 en 4:

18!
Viga = i 181716 - 15 = 73440 formas.

Ejercicio 3. En una clase con 30 alumnos, se van a elegir el delegado, el subdelegado y el
secretario. jDe cudntas formas se pueden asignar los tres cargos?

Solucién:

Se trata de obtener las variaciones sin repeticion de 30 elementos temados de 3 en 3:

30!
V30,3 = m =30-29 - 28 = 24360 formas.

Ejercicio 4. ;Cuantos nimeros de tres cifras se pueden formar con los digitos 1, 2, 3,4 y 57
Solucion:

Se trata de obtener las variaciones con repeticién de 5 elementos tomados de 3 en 3:

VRs3= 5% = 125 nimeros.

Ejercicio 5. ;Cuantos ntimeros de tres cifras se pueden formar con los digitos del 0 al 97
Solucién:

Como ha de ser«un nimero de tres digitos, el primer digito tiene que ser distinto de 0. Asi que
el primer digito puede ser cualquier cifra del 1 al 9, y el segundo y el tercer digito pueden ser
cualquier cifra del 0 al 9.

Luego habrd 9 - 10 - 10 = 900 nimeros.

Ejercicio 6. En Espana, las matriculas de los coches estan representadas por 4 niimeros,
repetidos o no, seguidos de tres letras consonantes repetidas o no, exceptuando la 1, q, 11 y ch.
i Cuantos coches se podran matricular con este sistema?

Solucion:
1. Formaciones diferentes de los 4 ntimeros: VR4 = 10%.
2. Formaciones diferentes de las 26 letras: V Rag 3 = 26°.

3. Matriculas diferentes que se pueden formar = 10* - 263 = 175760000.
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Ejercicio 7. Pedro tiene que colocar en una estantertia 24 libros y un diccionario. a) ;jDe
cudntas formas diferentes los puede colocar? b) ;De cudntas maneras distintas los puede ordenar
si quiere que el diccionario quede siempre el primero por la izquierda?

Solucién:

1. a) Se trata de hallar las diferentes maneras de ordenar 25 elementos; por tanto, Py; =
25! = 1,55 - 10% formas.

2. b) Se coloca el diccionario a la izquierda, y se trata de hallar las diferentes maneras de
ordenar 24 elementos; por tanto, Pyy = 24! = 6,2 - 10 formas.

Ejercicio 8. ;Cuantos nuimeros diferentes se pueden obtener si permutamos de todas las
formas posibles las cifras del nimero 23237 Escribelos.

Solucién:

Se trata de obtener el nimero de permutaciones con repeticion’de 4 elementos que se repiten
2 veces cada uno:

22 %
ST
Los nimeros son los siguientes: 2233, 2323, 2332, 3223, 3232 y 3322.

= 6 Tormas.

Ejercicio 9. jDe cuantas formas distintas se puede alinear ocho signos mas y seis signos
menos?

Solucidén:

Se trata de obtener el nimero de permutaciones con repeticién de 14 elementos que se repiten
8 y 6 veces:

14 =
6! - 8!
Los nimeros son los siguientes: 2233, 2323, 2332, 3223, 3232 y 3322.

= 3003 formas.

Ejercicio 10. Escribe el enunciado de un problema que se resuelva calculando las ]361 23,

Solucién:

;,Cuantos numeros diferentes se pueden obtener al permutar de todas las formas posibles
las cifras del nimero 8887767 Para resolver el problema es necesario obtener el ntimero de
permutaciones con repeticién de 6 elementos que se repite un elemento tres veces, otro elemento
dos veces y un elemento una vez.

6!

3,2,1 o ..
Py I 35 resultados distintos.
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